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0.1. Kérdezzetek! Ha valami nem vildgos, most kérdezzetek, a ZH-n méar én fogok!
0.2. Honlap: http://www.rmki.kfki.hu/~arpi/teaching/2013elmmech

0.3. Kovetelmények: Lesz két zarthelyi, a gyakorlati jegy a két zarthelyin elért jegy atlaga,
ha mindketts legalabb elégséges. A félév végén egy ZH helyett lehet javitot irni. Ha valaki sok
jo hézi feladatot, vagy numerikus feladatmegoldast ad be, akkor lehet a zarthelyik atlagénal
jobb jegyet kapni. A hazi feladatok beadasi hatarideje mindig a kovetkezs gyakorlat eleje.

1. 2013. szeptember 13.

2. 2013. szeptember 20.

Téma: még mindig matematikai alapozas.

2.1. Matrix exponencialisa Hatarozzuk meg eM az M matix diagonalizalaséval, azaz legyen
M = UAUT, ahol U unitér, A pedig diagonalis (speciélis eset, ha U = O ortogonalis, pl. ha M
valos szimmetrikus matrix).

Megoldas: behelyettesitiink a mult 6ran megismert hatvanysorba:

M= M" K UAU'UAU' ... UAU!
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az egyméas melletti UTU = 1-eket észrevessziik, a A diagonalis matrix hatvanyait pedig konnyt
kiszémolni:
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2.2. Allandoék varialasa Hatarozzuk meg az

Y (z) +ay(z) = f(z) ()

egyenlet altalanos megoldésat, y(zo) = yo kezdeti feltétel mellett.
Megoldas El6szor vizsgaljuk meg a homogén egyenlet megoldasat, azaz keressiink olyan
y1(x)-et, amely kielégiti az
Y (x)+ay(x) =0 (6)

egyenletet. Ez egy szétvilaszthato valtozoja egyenlet, azaz dy/y = —adz alakba irhatd, mind a
két oldal primitiv fiiggvényét véve log y=—ax+n-et kapunk (n allando), azaz y; (r)=exp(—ax)A
egy keresett fiiggvény (A allando).

Keressiik most az inhomogén egyenlet egy (a kezdeti feltételt nem feltétlen kielégito)
megoldasat az y; és egy ismeretlen fiiggvény szorzataként, azaz y(x) = exp(—ax)a(x) alakban
(ezt hivjék az allandok varidlasanak). Ezt az egyenletbe behelyettesitve kapjuk a kovetkezd
egyenletet :

/ o d 0 —ax —ax
y'(x) = o/ (z) exp(—ax) —{—Oz(x)a exp(—ax) =d/(x)e™ ™ —aa(x)e™ ™, (7)
v (z)+ay(x) =d ()e” ™ —aa(x)e™ ™ +aa(r)e™ ™ = o/ (z)e™ ™,
gy
o (x)e™™ = f(z),, (8)

ami kvadraturaval (integralassal) megoldhato,

a(m):/f(x)e‘”dx, 9)

és innen mar nem marad més hatra, mint a kezdeti feltételekhez valo illesztés, azaz keressiik az
inhomogén egyenlet egy, az y(xo) = yo kezdeti feltételt is kielégité megoldasat a homogén
egyenlet megoldasa és a fent megkapott partikularis megoldas Gsszegeként :

y(e) = oA+ / e~ f(of)da (10)
x0

ahol az el6z6 megoldasban az integralas als6 hatarat xo-nak valasztottuk. Ekkor z = xg esetén
az integral eltiinik, tehat A = e**0y,, azaz a teljes megoldés

y(z) = e~¥@20)y 4 / e =) (") dz’ . (11)

z0

Vektorialis egyenlet Legyen most y(x)=(y1(z), ..., y.(z)) és a€R™ ™. Vajon ekkor hogyan
kapjuk meg az egyenlet megoldasat? Keressiink elGszor olyan T'(x) métrixot, ami kielégiti az

T'(z)+aT(x)=0 (12)

homogén egyenletet. A skalaris egyenlet megoldasa alapjan megsejthetjitk a megoldast, U(z) =
= e~ “-et, de konnyen megkereshetjiik tgy is, ha el6szor csak feltételezziik, hogy ugyanazzal a
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matrixszal diagonalizalhat6, mint a, azaz ugyanazok a sajatvektorai. Legyen tehat a = UAUT
és T(x) =UDUT, ahol D =diag(¢, ..., d,). Ekkor az egyenletben is kiviheték az U-k és U'-ak
a végére ¢és a féatloban a

¢'(x) +Nigi =0, (13)
egyenleteket kapjuk, aminek persze mar ismerjiik a megoldasat,
¢i(x) = exp(—Aix) , (14)
igy, mivel UzAUT = az,
T(z) =Uexp(—Az)U" = exp(—ax). (15)

Innen a megoldas ugyanugy kihozhato, mint a skalaris esetben.
Megjegyzés: hatvanysoros modszerrel is konnyen boldogulnank:

d . d = (—2)"a" < -—n(—z)"'a"
T dx Zo n! Zl n!

n—1 n—a m,m

—T a ——$) a —azx
::__aggj.g_zgtjijT__::-—QCE::E——;gr——::-—ae .

m=0

1. Alkalmazas: Legyen O id6td] fiiges ortogonalis métrix! Ekkor © = OOT antiszim-
metrikus matrix, hiszen OO7T = 1, ezt derivalva 00T + 007 = Q+ Qf = 0. A forgasmatrix
pedig kielégiti a

0=00"0=00 (17)
differencialegyenletet.

Vizsgéaljuk meg azt az esetet, amikor €2 idében alland6 (egyenletes forgas) két dimenzidban.
Ekkor az antiszimmetrikus matrix egy paraméterrel jellemezhets:

Q= (w _“) . (18)

0=0Q0 (19)

Az

egyenlet megoldasa az elsbbieknek megfelelen e?Qy. De mi az e*??

e =exp(wtl) I= (1 _1) : (20)

és konnyen ellenérizhetd, hogy I? = —1. Ekkor

i twh? Sa (D) SN (fwl)2k L
e :Z< ) :Z( ) +ZL

n!
n k=0

()R (tw) e o (—)F(tw) !
EEEOIR DT (2”
coswt —sinwt

sin wt coswt) )

_|_

k=0 k=0

= cos(wt) +Isin(wt) = (
Ez tényleg nem mas, mint egy wt szogi forgatas. Ekkor természetesen O(t) = e'?Qy, ahol az

Oy is csak egy kezdeti elforgatas, és ez utan forgat még wt szoggel.
2. Alkalmazas: Oldjuk meg ezzel a modszerrel az

I =wXr (22)

w



egyenletet! ElGszor is, hogy felel meg ez az el6bbi feladatnak? Az wx operatornak is megfelel-
tethets egy méatrix,

0 —Ws3 Wa
wx = | ws 0 —wi| . (23)
—Wy w1 0

Most mar értjiik, nincs més hatra, mint kiszamolni exp(tw x )-et. Ehhez a hatvanysort hasznéljuk,
és a kifejtési tételt. Vezessiik be az n egységvektort gy, hogy w = wn, és vegyiik észre, hogy
mivel nx (nxv)=n(nv)—v, (nx)?=—(1—non), azaz a hatvanysor és a tagjai (a faktorialisok
nélkiil) :

(24)
(lwx) =tw(nx),
(twx)? = —t*w?*(1 —mon),
(twx)? = —t3wd(nx),

és innen ismétlgdik, az (1 —non)-es taggal, csak az egyiitthato lesz t°w®. Gytjtsiik Gssze az
egyes tagok egyiitthatoit! (non)-é a legegyszertibb, 1, majd (nx)-é:

tw——+—+-~':SiH(u}t>, (25)

és (1—non)-é:

ahonnan most mar konnyedén:
exp(twx) =non+cos(wt)(l —non)+sin(wt)(nx). (27)

Mit csinal ez az operator? n koriil w szogsebességgel forgat. Errél konnyen meggydzédhetiink,
ha olyan koordinatarendszert valasztunk, hogy n=es3. A megoldas pedig: ha f=w xr, akkor r(t)=
=exp((t—to)wx)rg, ahol a kezddfeltétel r(tg)=ry, és a helyvektor természetesen w szogsebességgel
forog a tengely koriil,

r(t) = n(nry) + cos(wt)(r —n(nry)) +sin(wt)(n x ryp) . (28)
2.3. Masodrendii egyenlet Oldjuk meg az el6bbihez hasonléan a
y" () +A%y(z) =0 (29)

masodrendi linearis differencidlegyenletet!
Megoldas: Behelyettesitéssel ellenérizhetd, hogy az egyenlet megoldasa

y(x) = cos(Ax)y; +sin(Ax)ys , (30)
ugyanis
B = (Az)*  dcos(Ax) _ > 2kl A AL
cos(Az) = > QL T de 2= (2R)(2k—1)
k=0 k=1 (31>
B 0 (Ax)2n+1 - .
_AnZ:O S Asin(Azx),

a sin(Az)-re teljesen hasonloan latjuk, hogy dsin(Az)/dz = A cos(Ax).

4



[lesziink a kezdeti feltételhez! Legyen o =0-ban y(0) =1y, y'(0) =vo. Derivaljuk a értéke
x = 0-ban yo(z) = y; és derivaltja: y'(x) = —Asin(Ax)y; + A cos(Ax)ys. igy v'(0) = Ays, tehat
Y1 = Yo &s Yo = A1y, a teljes megoldas pedig

y(x) = cos(Ax)yo+sin(Az)A v . (32)

2.4. Neminercialis koordinatarendszerek Irjuk fel a mozgasegyenletet egy altalanos ne-
minercialis (derékszogt) koordinatarendszerben!
Megoldas: A legaltalanosabb kapcsolat a két derékszogi koordinatarendszer kozott a
kovetkezs lehet:
r(t)=0()r' (t)+R(t), (33)

ahol O(t) egy altalanos (az id6tdl fliggd) ortogonéalis matrix, R(t) pedig a vesszds koordinatarend-
szer kezd6pontjanak a helye. Ekkor:
i(t) = O(t)r' (1) + O (1) (t) + R(t), (34)
és igy ) . .
F(t) = O()r' (t) +20()r' (1) + O (t)¥' (t) + R(¢) , (35)

és a mozgasegyenlet az eredeti koordinatarendszerben
mi(t) =F, (36)

ebbe szeretnénk behelyettesiteni. Helyettesitsiik be ide —6t, szorozzuk meg OT-tal, és vi-
gyilink 4t néhany tagot a jobboldalra:

mi’ = F —mOTOr —2m0O”T O —mO’R | (37)

ahol F' = OTF. Legyen g = —OTR.
Egy kis matrixalgebra:
o'o=1,
0’0+0"0 =0, (38)

azaz az el6z6 —es egyenletben szerepls OO matrix antiszimmetrikus, megfelel neki egy wx.
Ez a szogsebességvektor. Ekkor _

wx =070,

wx =070+070,
a masodik tagba 1 =007-tat beszirva, 070 = 070070 = (wx) (wx) = —(wx)(wx). Igy a
teljes egyenlet :

(39)

mi’ =F +mg—2mw X ' —mw X1’ —mw x (wxr'). (40)

A masodik tag a gyorsulas miatt felléps inerciaers, a harmadik a Coriolis-erd az utolsé pedig a
centrifugélis erd.

2.5. Vizfelszin forgdé edényben Hatarozzuk meg egy w szogsebességgel forgd edényben a
vizfelszin alakjat!

Megoldas: a keresett alak nyilvan forgasfeliilet. Vizsgaljuk a problémat forgdé vonatkoz-
tatasi rendszerben. Tekintsiik az edény keresztmetszetét, x legyen ezen a vizszintes, y a fiig-
g6leges koordinata. Az inerciaerd # komponense maw?, y irAnyban pedig hat a gravitacio, —mg.
A feliiletnek a két er6 eredGjére kell merdlegesnek lennie, azaz adott x pontban a feliilet érin-
tovektora (xw?, g)-vel parhuzamos, azaz az y(x) fiiggvény kielégiti az iy = xw?/g egyenletet,
aminek a megoldasa y(r) =yy+w?z?/2g, az y, integralési dllando jelentése: a feliilet magassiga
a forgastengelyen.



2.6. A Foucault-inga mozgasa Irjuk le egy, a forgo Foldon rogzitett inga (a Foucault-inga)
mozgasat, a Fold szogsebességében elsé rendben !

Megoldas: Az inga mozgasegyenletének felirdsahoz véilasszunk olyan koordindtarendszert,
melynek az z tengelye Keletre, y tengelye Eszakra és a z tengelye felfelé mutat. Hasznaljuk a
mozg6 koordinatarendszerben érvényes mozgasegyenletet. A koordinatarendszer szogsebességvek-
tora:

w:( 0 ), Wy =wcosY, w,=wsiny, (41)

Wy, Wy

ahol w = 27/24/60/60, v a foldrajzi szélesség. A mozgasegyenletben elhanyagolva az w?-es
tagokat :
mi =K+mg—2mwxr, (42)

ahol g = (0,0, —g) a nehézségi gyorsulas. A kényszerers olyan, hogy az ingat rajta tartja a
felfiiggesztési pont koriili, £ sugart gombfeliileten. Kis kitérésekre: K, = —mwiz, K, =—muwdy,
K,=mg, w3 = \/g_/ﬁ A z-komponens ebben a kozelitésben trivialis. Ezekkel a kozelitésekkel a
mozgésegyenlet komponensei:

mi = —mwiT +2w,7 , mij = —muway — 2w, . (43)
Megoldas komplex szamokkal: legyen tehat & = x +1y. Ezzel
£ = —w2E—2iw,E . (44)

Ez az egyenlet egy linearis allando egyiitthatés homogén egyenlet, keressiik tehat a megoldést
E=¢&peM alakban (probafiiggvény-modszer) ! Ezt behelyettesitve (és a kozos faktorokkal elosztva,
valamint egy oldalra rendezve):

M+ wp 4 2iw, A =0, (45)

ami egy masodfoki egyenlet, megoldésai:

Al,gziwzi\/—wg—wg:i<wzi\/w§+wg> , (46)

Az altalanos megoldéas tehat
f(t) _ éle)\lt +§2e)\2t _ eiwzt <§1eit\/w§+wg +§2e—it\/w§+wg> ~ eiwzt (fleiwot +§2e—iwot) ) (47>

Az y; 5 allandokat a kezddfeltételhez (valamilyen ¢, pillanatban adott pozicio és sebesség) valo
illesztés soran kell meghatarozni. Ha a gyors ingalengések Ty = 27/wy periodusanak minfig
azonos pontjan (pl. a legnagyobb kitéréskor) néziink ra az ingéara, akkor latjuk, hogy a fazis
exp(iw,t)-sen valtozik: az z tengely koriil az inga lengési sikja w, szogsebességgel forog.
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