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Ivhossz Legyen adott egy r(t) vektor-skalar-fiiggvény. Ekkor az altala leirt gérbe ivhosszat
egy adott, £y paraméterrel leirt kezdSponttol a

s(t):/t v(t)dt (1)

képlettel szamolhatjuk ki, ahol v(t) = |v(t)| = |¢#(¢)|. (Altaldban az id6 szerinti derivaltat pont-
tal, a mas paraméter (pl. ivhossz) szerinti derivaltat vesszdvel jeloljiik.) Az ivhosszparaméterre
valo attéréshez el6szor is a kapott s(t) fiiggvényt kell megforditanunk, azaz kifejezniink az ere-
deti paramétert (ez a mechanikdban legtébbszor az id6§) az s ivhosszal. A kapott fiiggvényt
jelolje t(s). A gorbe leirasa ivhosszparaméterrel:

r(s) =r(t(s)) . (2)
Példa az elsG gyakorlat jegyzetének a végén lathato, a spiralis esetén. Erdemes megjegyezni,
hogy az inverzfiiggvény derivaltjara vonatkozo tétel alapjan t'(s) = 1/v(t) (ahol t = t(s)), ui.
s'(t) = v(t) a fenti (1)) képlet derivalasaval.

Kisérd triéder FEgy gorbe kisérd triéderén az érints, normaélis és binormalis egységvektorok-
bol all6 harmast értjiik. Ivhossz szerint paraméterezett gorbe esetén az érinté-egységvektor
a

T(s) =1'(s) (3)

képlet szerint szamolhatd. Ekkor, mivel T egységvektor, a hossznégyzetének derivaltja 0, azaz
T'T = 0, tehat T” mer6leges T-re. Igy bevezethetiink egy T’ iranyu egységvektort, a gorbe
normalisat, ugy hogy

T'(s) = K(s)N(s). (4)
Ekkor, mivel T(s) =r'(s), T'(s) = r”(s), és mivel N egységvektor, a k gorbiilet szamitésa:
k(s) = T'(s)| = [r"(s)], ()
és ] ]
N(s) = T'(s) = r'(s). (6)
T (s)] v (s)]

A gérbiileti sugar nem mas, mint a x gorbiilet reciproka R, = 1/x. A harmadik egységvektor
bevezetése: legyen a binormalis vektor

B(s) = T(s) x N(s), (7)
a T torzié pedig a
B'(s) = —7(s)N(s) (8)

képlettel adott (itt most nem mutatjuk meg, hogy B’ és N parhuzamos; ez megtalalhato barmely
differencidlgeometriaval foglalkoz6 kényvben).

Egy gorbe vizsgalata soran tehat nincs mas dolgunk, mint az {vhossz kiszamolasa, attérés
ivhosszparaméterre, majd sorban r(s) derivaltjainak, és a kisérd triédernek a szamolésa.



Gyakorlas (a) Erdemes a t'(s) = 1/v(t(s)) képlet segitségével kifejezni a kisérd trieder tagjait
kifejezni az r(t) fiiggvény derivéltjaival. Ez akkor lehet hasznos, ha az s(t) integralt nehéz lenne
kiszamolni.

(b) Ellendrizziik, hogy R, hosszisidg dimenzioju mennyiség.

(c) Szamoljuk ki egy korre az érint6t, normalist, gorbiileti sugarat.

Ciklois A ciklois paraméteres egyenletének a kiszamolasahoz érdemes észrevenni, hogy ha
egy R sugaru korong az y = 0 egyenesen a z = 0 sikban gurul, és t = 0-ban x = 0 felett van,
akkor a kozéppontjanak a helyvektora

r0<t> = R ) (9)

ahol w az a szogsebesség, amivel a korong a gurulas kozben forog. Ha a pozitiv x tengely
iranyaban gurul a korong, akkor az éramutato jardsaval megegyezd iranyban forog.

Egy masik hasznos informacio, hogy ha felirunk egy p hosszisagu, ¢ = 0-ban vizsszintes, az
oramutatd jarasaval megegyezé iranyban forgd vektort, akkor ez a vektor koordinatakkal

p Cos wit
ri(t)= | —psinwt | . (10)
0

Ezen két vektor alapjan a cikloist leir6 vektor—skalar-fiiggvény mar kénnyen megkaphato:

r(t) =ro(t) +1r1(t). (11)



