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Inferencia valoszinliségi modellekben



Generativ modellek

 Mi avaldszinUseqi @ @
modell?

e Miért érdekes
szamunkra a
valoszinlsegszamitas”

&)



Mit jelentenek a nyilak’

* (Generativ iranyban a fuggetlenség

* a kauzalitas intuicidja



Megfigyelt es rejtett valtozok

* pbizonyos valtozokrél rendelkezink adatokkal
* |elblés: sotét kor

* atdbbi csak a jelenseg strukturajarol alkotott
feltételezéseinket reprezentalja

* |atens, rejtett valtozok: Ures kor
 Mire lehetUnk kivancsiak
e poszterior eloszlas a latensek t616tt

* marginalis poszteriorok

* a prediktiv eloszlas: a megfigyelt valtozok
marginalis eloszlasa

_ P(olh)P(h)

P(o)



Bayes-I inferencia

* A generativ valészinlségi modell egy hipotézis
(vagy hipotéziscsalad) tormalizacioja

* Ha hiszlink a Cox- és/vagy dutch book jelleg(
érvelésben, akkor a nem kdzvetlentl megfigyelt
mennyiségekrol rendelkezéslnkre allo informacio
konzisztens karakterizacioja a poszterior eloszlas

* a hipotézistesztelés mas formai heurisztikak, vagy
specialis feltételezéshalmazok beépitésel a
(sokszor implicit) generativ modellekbe




Az Inferencia nehézsegel

* /art alakban nem megadhatod eloszlasok
* Integralok, marginalizacio

* szorzatalakok Bayes tétel sokmegfigyelésen
torténo alkalmazasabdl
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Poszterior kOzelitd becslése

e Sztochasztikus
* mintakat veszunk beldle
* véletlenszamgeneratorra van szukséeg
e a mintak szamatdl tigg a pontossag
* Determinisztikus
e egyszertbben kezelheto eloszlasokkal kdzelitjuk
* nem hasznalunk véletlenszamokat

* a kdzelitd eloszlas formajatol figg a pontossag



Sztochasztikus becslés

* A poszterior eloszlast az abbdl vett mintakkal
abrazoljuk

* Aszimptotikusan egzakt

o Kénnyen implementalhato

e Szamitasigényes lehet

e A kdvetkezd oran bovebben




Determinisztikus kdzelités - variacios modszerek

* A kérdeés, hogy mennyi informaciot dobunk el a poszteriorbol?

o (GGyakran a fuggdseégek teszik nehézze az inferenciat -> faktorizalt kdzelités:
p(h1,h2| o)~ p(h1|o)p(h2|o)

» JOl kezelhetd parametrikus eloszlasokkal is kdzelithetlnk
* pbonyolultabbakkal, pl ttbbkomponensl keveréekeloszlasok
* egyszerabbekkel, pl Gauss (Laplace-kozelités)

o Egyetlen jellemz0d értéken kivul mindent eldobunk -> delta eloszlassal
k6zelitink -> pontbecslés

' Laplace approximation of posterior of Normal(10,0)

fX|Y(33|_y)

N—F - = - - =




Probabilisztikus
orogramozasi nyelvek

Deklarativ nyelvek (mint pl. a PROLOG)

A generativ modellt és a megfigyeléseket kell
specifikalni

Latens valtozOk poszterior eloszlasara vonatkozo
inferencia nyelvi elemként hasznalhato

Ismertebb példak: BUGS, Church, Stan



Parameéterek mint valoszinlséqgl
valtozok

e avaloszinlsegi modelben specifikalnom kell a
valtozOk prior €s kondicionalis eloszlasait

* ezek gyakran parametrikus eloszlascsaladok

példanyai lesznek, pl. Gauss, Poisson, stb @ @

* ezek paraméterel szintén latens valtozok,
amennyiben nem fixalom az értéklket

teljesen @
* avaltozo prior eloszlasanak ismét lesznek
parameterei -> hierarchikus modell
* valahol meg kell allnom

* vagy olyan priort valasztok, amiben nincs
paraméter, illetve ami mégis, azt nem illesztem az
adatra, hanem a vilag konstans tulajdonsaganak
tételezem fel az altalam valasztott értékét



Pontbecslések

Az inferencia altalaban a poszterior keresese

 ha nem kell a teljes poszterior, csak egy pontbecslés, akkor
szélsOértékkeressesseé redukalhatom

e ha nincs prior: maximum likelihood

 Hogyan valtozik pontbecslésnél a prediktiv eloszlas bizonytalansaga®?

P Gy | X) ~ (X a0, Gl
@ @j{—Cq ) konstans
\ / p(“le) f\

ar%max P(Hqg|X) Ha
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Maximum likelihood tanulas

Altalaban tdbb mérésink van a megfigyelt valtozokrol,
amiket flggetlennek tekintlnk

A likelihood faktorizalédik ~ P(X [ 6) HP Tn | 0)

A log-likelihood maximumat keressuk

» numerikusan stabilabb  Inp(X | 6) Z Inp(x, | 0)
e exponencialis formaju eloszlasoknal egyszerubb

Ki kell integralni a latens valtozokat (varhato érték)

px10) = | T p(X | 2,0)p(Z | 6)dZ

— OO



Mikor hasznosak a
pontbecslések”

* Ha jellemz0 a becsUlt pont értéke a poszterior
alakjara

e unimodalis

e szimmetrigja a pontbecsles termeszetével
egyezo



Példa - linearis regresszio
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* Nincs rejtett valtozo a paramétereken kivul

e Gauss maximum likelihood = négyzetes
hiba

e polinomokra valtoztatas nélkul
Kiterjesztheto

ply | z,a,b,0) = N(y;az +b,0)

Inp(Y | X,a,b,0) ~ Z (azy +b) — yn]”

n=1




Pelda - PCA

p(z|y) =N(z; Ay, ol)
p(y) = N(y;0, 1)

* a PCA egy bazistranszformacio,
ahol a legnagyobb széras iranyaba
szeretnénk beforgatni a tengelyeket

e maximum likelhnood megoldas az A
keverOmatrix elemeire fix szoras
mellett

* ekvivalens a megtigyelések
kovarianciamatrixanak sajatvektor-
keresési problémajaval




Amikor a pontbecslés Is
nenéz

» Altaldban itt is igaz, hogy vannak olyan lattens
valtozok amelyek telett marginalizalni akarunk,
aminek lehet, hogy nincs zart alakja

* vagy az argmax nem fejezhet0 ki zart alakban



everekmodellek
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- Algoritmusok pontbecslésekhez



Algoritmikus becslés

ha a pontbecslés nem adhatd meg egzaktul,
megfogalmazhatjuk optimalizacids problémaként,
amelyben a hibafuggvény pl. a negativ log-likelihood

a becsldalgoritmusok nem (csak) a valoszinliségszamitas
szabalyait hasznaljak

sokszor nagyon hatékonyak az iterativ algoritmusok, akar
zart formaju megoldasoknal is gyorsabbak lehetnek nagy
dimenzioju modellekre

viszont sokszor nem tudjuk levezetni, hogy mennyire
pontosan talaljak meg a globalis maximumot



Gradiens-modszer

hasznaljuk ki azt az informaciot, hogy adott pontban merre
emelkedik a célfuggvény (vagy csdkken a hibafliggveny), pl
likelihood

0

00

lokalis szeélsbérteket talal

Orr1 =0 +e—Inp(X | ;)

a tanulasi ratat megfelelden be
kell allitani

0,

0,

Kiterjesztések
e masodik derivalt, Hessian-based modszerek

* lendUletet is definialhatunk a parameétertérbeli mozgashoz



K-means klaszterezés

Klaszterkdzéppontokat keresunk
Kivalasztjuk a klaszterek szamat

Véletlenszerlen inicializaljuk a
kb6zéppontokat

Hozzarendeljik a megfigyeléseket a
legkbzelebbi klaszterkdzépponthoz

Elmozgatjuk a klaszterkdézeppontokat
ugy, hogy a néegyzetes tavolsag a
legkisebb legyen a hozzarendelt
pontoktol

Addig ismételjUk, amig atsorolas
tortenik

Mi az ekvivalens valdszinlségi modell?

0
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Expectation Maximization

« Altalanositsuk a k-means Otletét

 complete-data likelihood: mintha minden
valtozé megfigyelt lenne

p(X,Z | 0)

« Az algoritmus kétfajta Iépést valtogat

* E: megbecsuljik a latens valtozok poszterior
eloszlasat a paramétereket fixen tartva

p(Z ‘ X7 975)
« M: megbecsUljuk a paraméterek értekét az becsult poszterior alapjan

 a CDL logarimusanak vesszUk a poszterior feletti varhato értékét, és ezt
maximalizaljuk a likelihood helyett

O

011 = CLTngL$9/ p(Z | X,0;) Inp(X,7Z|0)dZ

— OO



EM keverekmodellre
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e E: mia poszterior valoszinlsége, hogy egy adott pontot egy adott
komponens generalt a jelenleg becsuUlt paraméterekkel

* a komponensek pontokeért viselt “felelossége”

 M: a felelbsegekkel sulyozott pontokra mi lenne a legjobb mean és
kovariancia

e keverési egyutthatok: a felelosségek Osszegének aranya a pontok
szamahoz



Altalanositott EM

 Mivan, ha nem tudjuk zart alakban megadni az M-
|épésben keresett szelsOértéket?

* gradiens modszer

 Mivan, ha nem tudjuk zart alakban megadni a
CDLL poszterior szerinti varhato értékét?

* mintavetelezés a poszteriorbol, az integral
kGzelitése veges szamu minta teletti atlaggal



Honnan tudjuk, hogy az
algoritmus eredménye hasznos?

* Konvergencia
* |ikelihoodban
e parameterek ertékeiben
* Az illesztett modell predikciol bevalnak

 Honnan tudjuk, hogy |6l valasztottuk meg az olyan
hiperparamétereket, mint pl. a komponensek szama”
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Hogyan tehetlnk predikciokat
az illesztett modellel”?

* A |OvOre a prediktiv eloszlasbdl
e A latens valtozOk éertékeire a poszteriorbol

 Ha agykérgi tanulérendszer modelljét alkotjuk, akkor el kell
ddntenunk, hogy

e a paraméterillesztési algoritmust biofizikal folyamatok
predikciojara akarjuk hasznalni

e vagy az algoritmust csak arra hasznaljuk, hogy eljussunk
egy optimalis modellig, és csak azt feltételezzik, hogy
az agy is megteszi ezt valahogy, de nem feltétlentl igy



lterativ becslés az agyban - viselkedési szinten

——————————————————————
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lterativ becslés az agyban - fizioldgiai szinten
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Generative model
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ICA

* Olshausen-Field modell: természetes képek fuggetlen

komponensel (® ~

e pontbecslés, kombinalva a maximum likelihood és a
sparsity kritériumokat l

* |og-poszterior = kvadratikus log-likelihood + sparse prior A_® o

e Egyszerre optimalizaljuk az adatra illeszkedést és a
latens aktivaciok ritkasagat

e Grandiens-modszerrel [épkedink az igy konstrualt
hibaflggvényen

p(z|y) =N(z; Ay, ol)

sparsity




Hazl feladat

e [0ltsd le a targyhonlaprol az em_hf.txt file-t

Az adatokra illessz 3-komponensl Gaussian
Mixture modellt

 Eredmeényedet illusztrald



