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 Hogyan kezeljuk formalisan a bizonytalan tudast?
A valdszinlségi kalkulus alapelemel
 Hogyan épitsunk és kezeljunk modelleket”?

 Egy eloszlas informacidtartalma

He deals the cards to find the answer
The sacred geometry of chance
The hidden law of a probable outcome
The numbers lead a dance
Sting - Shape Of My Heart

To understand God's thoughts we

must study statistics, for these are

the measure of His purpose.
Florence Nightingale



- Hogyan kezeljuk formalisan a bizonytalan tudast?



Tudas reprezentacioja

Az idegrendszer a kornyezetérdl gyttt informaciokat mentalis modellbe tdmoriti
A mentalis modell leirasahoz formalis tudasreprezentaciora van szukseg

A reprezentacionak alkalmasnak kell lennie kOvetkeztetésre é€s a kornyezet
generativ modelljeként valé hasznalatra (elképzelt helyzetek)

Szimbolikus rendszerek (klasszikus MI)
* rugalmas szintaxis
* egymasba agyazhato allitasok

Numerikus / statisztikai rendszerek
(machine learning, data science)

e altalanositasi kepesség

* hatékony algoritmusok



Logikal rendszerek

e Formalis nyelvek

e Szintaxis: formai szabalyok allitasok |étrehozasara

* szemantika (igazsagertek-szemantika): igaz-e egy allitas?
e példaul: elsorendl logika vagy prédikatumkalkulus

e avilag objektumainak megfeleld értékl valtozok, amelyekhez
igazsagértéket prédikatumfuggvenyekkel rendelhetlink

* |0l formalizalhatok vele természetes nyelvi mondatok:
"Aki nem ismeri Jaynest, meg fog bukni.”
vx: Diak(x) A =lsmer(x,JAYNES) = =Nagyobb(vizsgajegy(x),1)



A tudas reprezentacioja logikaban

o Axiomak (tudasbazis) - allitasok halmaza, amiket szemantikailag igaznak
tekintlnk

o Egy allitas tétel (=igaz), ha logikai kbvetkezménye az axiomaknak, €s
hamis, ha ellentmondast képez vellk

e azaz helyes kdvetkeztetési szabaly alkalmazasaval eldallithatd belblUk

* T ={Minden gorog togat hord. Szokratész gordg.}, A = {Szokratész
togat hord.}

* ha egyik sem bizonyithatd, nem mondhatunk semmit a logikai
rendszeren belll

* mit mondhatunk intuitive arrdl, hogy A = {Kovacs Akhilleusz tégat
hord.} 7

 Hogyan befolyasolja ezt a tudasbazis binaris tartalma®?



Kiterjesztés bizonytalansagra

 kvantifikaljuk, hogy mennyire tartjuk hihetonek, hogy egy A allitas tétel egy T
tudasbazis mellett, ha nem tudjuk se bizonyitani, se cafolni: H(A | T)

o Keynes, 1921, Cox, 1961, Jaynes, 2003, Dupré & Tipler, 2009
e Kivansaglista
e valos szammal abrazoljuk a hihetbséget

e konzisztencia: ugyanabbdl a rendelkezésre allo informaciobdl mindig ugyanaz a
hihetdség j6jjon ki, akarhogy szamolunk

 avaltozasok iranya stimmeljen: ha H(A | T') no, akkor H(AAB | T) is n&jon, H(-A |
T') pedig csdkkenjen

 Ha egy hihetd0ségi mértek megfelel ezeknek az elvarasoknak, akkor izomorf a
feltételes valoszinlsegi mértekkel, H(A | T) = Pr(A | T), amit az 6sszeg- és a
szorzatszabaly definial

e |lgazabdl a fenti feltételek technikailag kiegészitésre szorulnak, ez csak az intuicio



Osszegszabaly

« Ugy dontiink, hogy 0 legyen az ellentmondas, 1 a tétel
valoszinlsége

« Komplementer allitasok valdszinlsége egyre dsszegzodik
Pr(A|T)+ Pr(mA|T)=1

o Példaul valtozok numerikus értékérdl szolo allitasokra (A:
a=1, T ={})

Pr(azl):ZPr(azl\b:i)



Szorzatszabaly

Pr(A,B|T)=Pr(A| B, T)Pr(B|T)

» Feltételes valoszinlség definicidja

Pr(B,A)

Pr(4| B) = —p 5

 Bayes-tétel

B | A)Pr(A)

pr(A| By = £ (B




Kolmogorov-axiomak

Kell egy eseményalgebra

kell egy mérték, ami az eseményalgebra elemein
értelmezhet0, ez lesz a valoszinlség

a valoszinlségl mértek pozitiv, egyre dsszegzodik a teljes
esemenyteren s egymast kodlcsondsen kizard esemeények
unidjanak valészinlsege additiv

feltételes valdszinlség definicidjat tel kell venni axiomanak

Ekvivalens a logikal bevezetéssel



Valdszinlseg ertelmezesel

* (Gyakorisag-alapu (frekventista)

e avaloszinlség csak ismételt kisérletekben értelmezhet0, az adott
kimenetel 6sszes probalkozason bellli relativ frekvenciajaként

e Informacio-alapu (Bayesian, Laplacian)

e avaloszinlség nem a vizsgalt jelenség tulajdonsaga, hanem arra
jellemz®, hogy egy megfigyeld milyen informaciokkal rendelkezik rola

o Szubjektiv (de Finetti)
e avaldszinlseg egyéni hiedelmeket reprezental

e Logikai (objektiv)



A valoszinuségi kalkulus alapelemei



Diszkrét és folytonos valoszinlsegi valtozok

e Foglaljuk 6ssze minden lehetséges érték valoszinlsegét egy fuggvenyben

e Diszrét értekkészletl valtozok
e egyszerlen megadjuk az 6sszes érteket
» valdszinlseégi tdmegfliggvény (pr. mass function)
» Folytonos értékkészletl valtozok
 minden konkrét érték valdszinlseége nulla
 intervallumoknak van pozitiv valészinlisége
 s(rlsegfuggveny (pr. density function)
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p(z)

Pr(a <z <b)=




EgyUttes eloszlasok

valvaltozo fuggvenyének
varhato ertéke: integral a
valtozo eloszlasa szerint

marginalizacio: f(.)="1
varhato értéke a valtozok
egy része szerint

kondicionalas: a valtozok
egy részének fixaljuk az
erteket

megszabadulas a
feltételben 1évd valtozotol:
a feltételes eloszlas varhato
ertéke a kérdéses valtozo
eloszlasa szerint

B(f@) = [ " F@ple)da

po) = [ " ple.y)dy

y2
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Mindent p-vel jelolink

Az esemenyek valoszinliseget én itt most Pr-rel
Az Osszes Kulonb6zo eloszlastiggveny és slrdségfuggvenyt

* p(x), p(y), p(x,y), p(xly), p(y[x), ...

e |gazabodl ezek teljesen kuldnb6z0o thggvények, sokszor mas
az ertelmezési tartomanyuk is

Nagyon elvetemult emberek még mindenféle paramétereket is

P-erték ...



Bayes-tétel
sUrségfuggvényekre

ikelihood Srior
~ /
pOS’[eriOr —>p((L‘ | U, Z) ( ‘ $( Z? ()513 | Z)
/
evidence vagy marginal likelihood

p(y | z) = /_OO p(y | x,2)p(x | z)dx



FUgQetlenséeg

rly =p(z,y) = p(z)p(y)

feltételes flggetlenség

zlylz=p(z,ylz)=p|2)pylz)

nem implikalja egymast a marginalis és feltételes
flggetlenség

mikor ekvivalens a fuggetlenseg azzal, hogy két
valvaltozo korrelacioja nulla”



Parametrikus eloszlascsaladok

e Diszkrét ertéek(

* Bernoulli: pénzfeldobas - érme
aszimmetriaja - p(x) = Ber(x;[3)

* multinomialis: kockadobas - cinkelés -
Mult(x;B1..Bk-1)

* [olytonos értekd

0, .

* egyenletes - minimum, maximum - U(x;a,B)

* (Gauss (normal): szimmetrikus - atlag,
szoras (kovarianciamatrix) - N(x;u,C)

 Gamma: pozitiv - alak, skala - Gam(x;k,0) o\




- Hogyan épitsunk és kezeljink modelleket?



e N -teszt nehezsége

Valoszinlségl modell . q- diék 104

e f-felvétell pontszam

* Egyuttes eloszlas faktorizacioja * §-teszten elert pontszam
e |- kapott jegy

p(n,q, f,s,3) =p(n|q f,s,7)p(a]| f,s,3)p(f|s,7)p(s|7)p(h)
p(n,q, f,s,7) =p(J | nq, f,s)p(s | n,q, f)p(f | n,q)p(n | q)p(q)

* FUggetlenseg a valtozok kdzott

nl{q, [} sLflq jL{n,q, f}|s

p(n,q, f,s,7) =p(n|s,5)p(q]| f,s)p(f | s)p(s|j)p()
p(n,q, f,s,75) =p(J | s)p(s | n,q¢)p(f | ¢)p(n)p(q)



T / 7 * N -teszt nehézsége
JelOlés grafokkal o

e - diak 1Q-ja
e f-felvételi pontszam

p(n,q, f,s,7) =p(J | s)p(s| n,q)p(f | g)p(n)p(q) | s-teszten elért pontszam
e |- kapott jegy

* Directed Acyclic Graph
nliq,
* A faktorizacioban szereplo @ @ 14, f}

feltételes €s marginalis 5\
eloszlasokat kell megadni a @ sLflaq
modell teljes leirasahoz

e Kauzalitas nincs



Megtigyelt es rejtett valtozok

bizonyos valtozokrdl rendelkezink adatokkal

* jelblés: sotét kor
a t('j,bbi cs/akla jelenség strulft.uréjérél alkotott Hq
feltételezéseinket reprezentalja

e |atens, rejtett valtozok: Ures kor @ @j{—cq
a prediktiv eloszlas: a megfigyelt valtozok marginalis eloszlasa

eloszlascsaladok determinisztikus parameéterei @

* ugyanolyanok, mint a latens valtozok, csak nincs

eloszlasuk, hanem egyetlen értékuk @
* eloszlasok feltételében jelenhetnek csak meg

e kor nélkuli betl

p(q) = N(q; g, Cy)



n - teszt nehézsege

—Uggetlenséeg grafikus
modellben

g - diak 1Q-ja

f - felvételi pontszam

e Egy valtozdé megfigyelése megvaltoztathatja
mas valtozok fuggetlenségét

S - teszten elért pontszam

| - kapott jegy

* mivel a feltételes fuggetlenség nem

ugyanaz, mint a marginalis @ @

« Explaining away: egy konkrét pontszam \
mellett, ha tudjuk, hogy a teszt nagyon
nehéz volt, megno a valészinlsége a @
magas |Q-nak l

 Markov-takard: azon valtozok halmaza, @
amelyekre kondicionalva az 6sszes tobbitol L
flggetlen a csucs e /C\ \
/

 minden megfigyeltsegi allapot mellett Q) Q §>,'

 szUIBK, gyerekek, hazastarsak S




Valoszinlsegl hatas terjedése



Minaen eloszlashoz van

grat?
 Nem, tanuldparok problémaja pl % % % %
* Ahol kOrkoros szimmetria van, ott a ABCD

DAG felirasanal mindig raerdltetlink
eqgy Iranyitast, igy nem lesz tOkéletes
a leképezes, elvesznek
flggetlenségi viszonyok

e [ éteznek mas, nem-DAG grafikus

nevezéktanok ALC |{B,D}



Valoszinlségl modellek az idegrendszerben

vizualis rendszer mikddéesének megértéséhez
hasznalhatok generativ kepmodellek

a kép pixelei egyszerl grafikai elemeket reprezentald
feature-vektorok linearis kombinacidja, plusz
megfigyelési zaj

a feature-0k koefficiensei a rejtett valtozok, a pixelek a
megfigyeltek

percepcio mint kovetkeztetes a modell rejtett valtozoira

a rejtett valtozok prediktalhatjak neuronok elektromos

aktivitasat l

vizualis szabalyossagok tanulasa a modell épitese

p(xzlu) = N(z; fiur + -+ + fnun,0ol) p(u) =7



Szintetikus adatok generalasa

» Plate: ha egy valtozobdl N darab i.i.d. példany van

» veletlenszamgeneralas @

 feltételezzuk, hogy van egyenletes eloszlasu a A
pszeudorandom szamokat eléallitd algoritmusunk @

e az egyenletes eloszlasu véletlenszamokat transzformaljuk N
a kvant eloszlasra \ y

e ancestral sampling

e elb6szor a szuld nélkuli valtozok prior (marginalis )
eloszlasabdl veszink mintat

e afan lefelé lepkedve a feltételes eloszlasokbdl tudunk
mintat venni

p(Y)

(x)d

* minden valtozonak a marginalis eloszlasabol lesznek
mintaink, igy a prediktiv eloszlasbdl is

e az alom funkciodja, Crick & Mitchinson, 1983



Modellek épitése

Megfigyelés Modell Szintetikus adat

p(x) = N(z;u,C)




 Hogyan kezeljik formalisan a bizonytalan tudast?
A valdszinlségi kalkulus alapelemel
 Hogyan épitstink és kezeljunk modelleket?

- Egy eloszlas informacidtartalma



Eloszlasok informacioelmeéleti leirasa

Mennyire meglepd egy adott megfigyelés?

=05
I(z) = —log p(z) :
* mertékegyseg a bit vagy a nat a logaritmus
bazisatdl fuggden 0!

0.5
PriX=1)
Mennyi informaciot tartalmaz egy eloszlas az adott mennyiségrol?

H(z) = > pla)I(x)

Magas entropia - keveset tudunk arrol, hogy mik a jellemz0o
ertekek

Alacsony entropia - vannak jellemz0 régiok az ertekkészletben



Maximalis entropiaju eloszlasok

e A cél, hogy minimalis pluszfeltételezést tegylunk a modellinkbe a matematikai
formalizmus kedvéert

e avaloszinlUség logikai ertelmezésébol adodik, hogy pontosan azokat az
informaciodkat szeretnénk reprezentalni az eloszlasunkkal, amik a
tudasbazisunkban vannak, és lehetdleg semmi mast

o KUl6nbdzb ismert tulajdonsagok mellett ktldnbdzd formaju eloszlasok
maximalizaljak az entropiat

e ha csak azt a veges intervallumot ismerjuk, ahol pozitivak a valészinlségek
e egyenletes

e ha ismer|Uk az atlagot és a szoérast, és a valdés szamokon van ertelmezve az
eloszlas

e (Gauss



SUrGségtuggvények tavolsaga

e Szeretnénk dsszehasonlitani a modelljeinket a megfigyelésekkel és
egymassal is

* akerdes, hogy egy modell prediktiv eloszlasa mennyire kulonbozik a
tapasztalati vagy a masik modell altal leirt prediktiv eloszlastol

e definialjuk tavolsagmeértéket eloszlasok kdzott azon keresztul, hogy ha p(x)
eloszlast p'(x) segitségével kdzelitjuk, mennyi informaciot veszittink el

* Kullback-Leibler divergencia

P\
Dicr(p(@) || 7/ (2) = 3 pla) n 20

- P (l’z)
o« Szimmetrizalassal metrikat is képezhetlink: Jensen-Shannon metrika

1 l

0 0
0 0.5 T 0 05 2z |1




Ajanlott forrasok

 C. M. Bishop: Pattern Recognition and Machine
learning, fejezetek: 2,8

e D. Koller: Probabilistic Graphical Models, online
Kurzus

e E.T. Jaynes: Probability Theory, the Logic of
Science



Hazl feladat

* Keszits generativ valészinlségi modellt, ami autogyartok éves
bevételenek a predikcidjara hasznalhato

valaszd ki a fontos valtozokat

a valtozok kozotti figgetlenségi viszonyok alapjan rajzol
grafikus modellt

valassz diszkrét vagy folytonos eloszlasokat a szlUkséges
marginalisok és kondicionalisok formajaul

gondolkodj el rajta, hogy mik azok a feltételezések, amiket
beleépitettél a modellbe, de sejthetden nem egyeznek a
valdésaggal



