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1. OrRA
1.1. Definicio. Egy (kis) kategoria C az alabbi adatokkal adott:

e két halmaz: C° az objektumok halmaza és Ct a nyilak halmaza
e négy fiiggvény:

O=—r—=C <" ClxeC:={(ab)eC xC |s(a)=tb)}

t

melyek eleget tesznek az alabbi axiomaknak.
(i) s(aob) =s(b) ést(aob)=t(a)ha (a,b) € C' xco C!,
(ii) (aob)oc=ao(boc)ha (a,b) € C' xco C és (b,c) € C! xco C,
(iii) s(i(z)) =z = t(i(z)) ha z € C°,
(iv) aoi(s(a)) =a=1i(t(a)) oa ha a € C.

1.2. Interpretaci6o. Az s fiiggvény egy nyilhoz a forras objektumat, mig ¢ a cél
objektumét rendeli:

s(a) ———t(a).
(a,b) € C' xco C! pontosan akkor, ha komponalhatoak:

s(b) —2—1(b) = s(a) —2— t(a).

Az (i) axiéma szerint a o b a kompozit nyil:
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A (ii) axiéma szerint a kompozici6 asszociativ (azon nyil harmasokon amelyeken de-
finialt). A (ili) axioma szerinti
i(x)
r——z

nyilakrol (iv) axiéma azt mondja, hogy (lokalis) egységként viselkednek a kompozici-
ora nézve. A (iii) axioma miatt ¢ : C° — C! injektiv — C° tekinthets C! részhalmaza-
nak.

Szokasos jeloléssel C(z,y) := {a € C' | s(a) =z, t(a) =y} C C! az x — y nyilak
halmaza.

1.3. Méret kérdések. Nagy kategéridkban C° és C! nem feltétleniil halmazok, le-
hetnek nagyobb osztalyok. A halmazelméleti finomsagok (lasd Russel-paradoxon az
Osszes halmaz halmazarol) miatt megfelels 6vatossag sziikséges! Erdekldsknek:

Michael Shulman,
Set theory for category theory,
arXiv:0810.1279.

Egy C kategoria lokdlisan kicsi ha C(z,y) halmaz minden z,y € C° esetén.

1.4. Feladat. Az egység nyilak egyértelmiisége. Legyen = —  egy olyan nyil,
amire teljesiil @ o v = a minden olyan a nyil esetén, amire s(a) = z. Igazold, hogy
u=i(x).

1.5. Példak. (1) Konkrét, kis méretii példak.

(a) Ures kategoria @: @° és @' iires halmazok (a koztiik értelmezett egyér-
telmi fiiggvényekkel) — | nincs objektuma és nincs nyila”.

(b) Szingleton kategoria 1: 1° és 1' egy elemii (szingleton) halmazok (a koz-
tiik értelmezett egyértelmii fiiggvényekkel) —  egyetlen objektum és az
identitas nyila”.

(¢) Intervallum kategoria 2: 2° = {0,1} és 2! = {i(0),i(1), 01} —  két
objektum és koztiik egyetlen nem identitas nyil”.

(2) Bizonyos matematikai strukiarak mint specialis kategoriak.

(a) Halmaz. Tetszéleges S halmaz meghataroz egy D(S) diszkrét kategoriat

az aldbbi modon.

DS =5 & D)y = { IO Jar
az egyértelmien ad6dd kompozicioval — ,csak identitas nyilak”.

(b) Eldrendezett(?) halmaz (,pre-order”) — azaz eqy reflexiv és tranzitiv re-
lacioval elldtott halmaz. Tetsz6leges S halmazon értelmezett reldcio alatt
az 8 X § Descartes-szorzat halmaz egy I C S x S részhalmazat értjiik.
I C 8§ x S relacio reflexiv ha (x,x) € I minden z € S esetén.

I C 8§ x S relacio tranzitiv ha ((z,y) € I és (y,2) € I) = (x,z) € I.

(Példaul a valos szamok S = R halmazéan az I = {(z,y) e RxR |z < y}
relacio reflexiv és tranzitiv. Valamely P halmaz részhalmazainak S = 27
halmazan az [ = {(z,y) € 27 x 27 | z C y} relacio6 reflexiv és tranzitiv.)
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Minden reflexiv és tranzitiv (S, I) relacié meghataroz egy C(S, I) katego-
riat:
szingleton ha (z,y) € I

CS,N'=8 &  CSI)(z,y) = { o ha (z,y) ¢ I.

(¢) Monoid avagy egységelemes félcsoport. Monoid alatt egy - egységelemes
asszociativ szorzassal ellatott M halmazt értiink. Minden (M, -) monoid
meghatéaroz egy C(M, -) kategoriat:

C(M, -)° = szingleton és C(M, ) = M.
Az s és t fliggvények egyértelmiiek, a kompozicioé a - szorzas, i az egyetlen
elemet a szorzéas egység elemébe viszi.

(d) Mdtrizok. A véges matrixok melyek elemei egy tetszélegesen valasztott R
gytriiben vannak, meghataroz egy mat(R) kategoriat az alabbi modon:

mat(R)’ =N  ¢és mat(R)(n,m) = {n x m matrixok R-beli elemekkel}
a kompozicié pedig a matrix szorzés:

A B B-A

(3) Strukturaval ellatott halmazok (nagy) kategoriai.
(a) A halmazok set kategoriaja ahol

set’ = { halmazok } és set(z,y) = {x — y fiiggvények }
a kompozici6 pedig a fliggvények kompozicidja.
(b) A vektorterek vec kategoriaja ahol
vec” = { vektorterek } és  vec(x,y) = {x — y linearis leképezések }

a kompozici6 pedig a lineéris leképezések kompozicidja.
(¢) A monoidok mnd kategoriaja ahol

mnd” = { monoidok } és mnd(z,y) = {x — y monoid homomorfizmusok }

a kompozici6é pedig a monoid homomorfizmusok kompozicioja.
stb...
(4) Kategoriai konstrukeiok.
(a) Részkategoria. C' részkategoria C-ben ha C° C C° C't C C!,

i(C) C ) os(C)y CC? HC)CC? ésaobe Cha(a,b)eC xeoC
A C' C C részkategoria teli (,,full”) ha C'(z,y) = C(x,y) minden z,y € C"°

esetén.
(b) Ellentett (,,opposite”) kategoria. Barmely C kategoria CoP ellentettjében

CPO=C" & C®(a,y) = Cly ),

valamint az a € CP(x,y) = C(y,z) és b € C°P(y,z) = C(z,y) nyilak
kompozicidja az a o b € CP(x, z) = C(z,x) C-beli kompozicié.

(¢) Descartes-szorzat. Tetszoleges C és D kategoridk C x D szorzata az alabbi
adatokkal definialt.

(CxD)’=C"xD" &  (CxD)((z,y),(«',y)) = Clz,2') x D(y.y),
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az (f,9) € (CxD)((z,y),(',y)) &s (h,k) € (Cx D)((«,y), («",y"))
nyilak a kompozicidja pedig (ho f,kog) € (C x D)((x,y), (z",y")).
(d) Nyilak kategoridja. Barmely C kategoridhoz hozzéarendelhets a nyilainak
kategoriaja az alabbi médon.
Co=ct e Clab) ={(p.q) € C(s(a), s(b)) x C(t(a),1(b)) | qoa=bop}
s(a) —— s(b)
|

t(a) —— t(b)

a(p,q) € ?(a, b) és (k1) € ?(b, c) nyilak kompozicioja pedig

t(a) ——=t(b) l t(c) t(a) o t(c).
(e) Szelet (,slice”) kategoria. Barmely C kategoridhoz és kivalasztott = objek-
tuméhoz hozzarendelhets a C | x szelet kategoria az alabbi modon.

(Cla)={aeC |ta)=a} & (Cla)(ab)={pe Cls(a),s()) [bop=a)

s(a) —2— s(b)
N A

ape (Clx)(a,b)ésqe (Clx)(bc) nyilak kompozicidja pedig

s(a) 2= s(b) —=s(¢)  s(a) — 2 s(c)
NIZAEND

Példa az augmentalt k-vektorterek vec | k kategoriaja.
(5) Szdmitogép tudomdny motivdlta példa: Husk. A funkciondlis programozds alap
adatai a
e a tipusok: z,y,...
e minden tipusra az adott tipusa adatok,
e az x — y operacidk, amik minden x tipust adathoz egy y tipust adatot
rendelnek.
Példaul,
NAT tipusu adatok a természetes szamok,
BOOLEAN tipusu adatok true és false.
NAT — NAT operaciok id: n—n és
succ: n+—n+1.
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BOOLEAN — BOOLEAN operéiciok  id: { ‘ruerrtrue L
false — false
true — false

false — true

2n — true
2n+1 > false } han € N.

not :

NAT — BOOLEAN operécio even : {

A Husk kategoria az alabbi adatokkal definiélt.

Husk® = { tipusok } U {*} és
Husk(z, %) = szingleton Husk(x,z) = {z tipustu adatok} Husk(z,y) = {z — y operéaciok}

minden z,y tipusra. A kompozici6é az iteracié modulo jelentésbdl adodo rela-
ciok — példaul, minden n természetes szamra az alabbi diagramok kommuta-

tivitasa.
«+ % NAT  * ™ °BOOLEAN % ™ BOOLEAN % —2 - NAT NAT —< - NAT
x lsucc" k‘\ Lnot A lnot k‘\ Leven evenL leven
NAT BOOLEAN BOOLEAN BOOLEAN BOOLEAN — BOOLEAN

Haszna: az alabbi kommutativ diagramot hatarolé nyilak altal leirt programok
példaul ugyanazt csinaljak, de hatékonysaguk (pl. a lépések szama) elméleti
tuton Osszehasonlithato:

e — 0 O NAT —3<" __ NAT

even even
k L l

BOOLEAN — BOOLEAN

Kategoriaelmélet tovabbi alkalmazasai dinamikai rendszerekben, jatékelmélet-
ben, nyelvészetben, matematikai fizikiban stb. — t1l Osszetettek az els oréra.

1.6. Feladat. Miért tettiik fel a reflexivitast és a tranzitivitast az 1.5 Példa (2.a)
pontjaban?

1.7. Feladat. Adj meg egy S halmazt és rajta egy I relaciot ugy, hogy a 1.5 Példa
(2.a) pontjaban latott C(S, I) konstrukcié az (1.c) pont beli 2 intervallum kategoriat
adja.

1.8. Feladat. Igazold, hogy egy kategoria pontosan akkor diszkrét, ha minden rész-
kategoriaja teli.

1.9. Feladat. A Rel kategoria. Mutasd meg, hogy az alabbi adatok (nagy) katego-
riat alkotnak.

Rel” = {halmazok}  és  Rel(A4,B)={I C Ax B},
I CAxBésJCB xC kompozicidja pedig
Jol={(a,c) e Ax B|3be B, amire (a,b) € I és (b,c) € J}.
Mik az egység nyilak?
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1.10. Feladat. Szabad kategoéria egy adott grafon. Mutasd meg, hogy tetszdle-
ges ['= (T° 'Y, s, ) graf meghatéroz egy C(T') kategoriat az alabbi modon.

C)’=r1° &s

C(I)! = {utak I'-n} = {{a; € T }icy. . | s(aiyy) =t(a;) Vi=1,...n— 1},
és az utak kompozicidja az egymés utan irasukkal adodik. Mik az egység nyilak?
1.11. Feladat. Konstrualj tovabbi példakat (akar a sajat éreklédési korod szerint).

WIGNER F1zZIKATI KUTATOKOZPONT, 1525 BUDAPEST 114, PF. 49
e-mail: bohm.gabriella@wigner.hu



	Irodalom
	1. óra

