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BEVEZETES A KATEGORIAELMELETBE
BME SPECI

BOHM GABRIELLA

T1ZEDIK ORA: Limeszek Orzése, visszaverése és elGallitasa.

10. ORA

Legyen (egész oran) J egy kis kategoria, C egy lokalisan kis kategoria, és I a J°P — C
fuktorok egy osztalya.
10.1. Definicié. Egy lokélisan kis D kategoria és egy G : C — D funktor esetén azt
mondjuk, hogy
o (G drzi (preserves) a K-tipusu limeszeket ha barmely F' € K-ra

{ ¢ Fa }yep limesz = { Ge 2% GFy }rego limesz.

o G visszaveri (reflects) a KC-tipusu limeszeket ha barmely F' € K-ra és barmely
{ ¢ L5 Fu Yy kipra

{ Ge2% GFy Yocp limesz = { ¢<> Fx },cp limesz.

e GG eldadllitja (creates) a K-tipusu limeszeket ha barmely F' € K-ra
letezik GF limesze = létezik F' limesze

tovabba G 6rzi és visszaveri a K-tipusta limeszeket.

G 6riz/ visszaver/ elddllit valamely J — C tipust kolimeszeket ha 6rzi/ visszaveri/
elgallitja a megfelels J°P — C°P tipustu limeszeket.

A 8.12 Lemmabol azonnal adodik a kovetkezd.

10.2. Kovetkezmény. (1) Ha egy funktor érzi a limeszeket, akkor minden vele
természetesen izomorf funktor is 6rzi a limeszeket.
(2) Ha egy funktor visszaveri a limeszeket, akkor minden vele természetesen izo-
morf funktor is visszaveri a limeszeket.
(3) Ha egy funktor eldallitja a limeszeket, akkor minden vele természetesen izomorf
funktor is elddllitja a limeszeket.

10.1. Elsallitas.

10.3. Példa. A 9.5 Tétel szerint barmely (C,T,p,n) monad CT Eilenberg—Moore
kategoriajabol a C-be mend felejté funktor (lasd a 7.17 Tételt) elsallitja az Gsszes
limeszt.

A 9.8 Feladat szerint ez a felejté funktor elgallitja azokat a kolimeszeket, amelyeket
T és T'T Oriz.
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10.4. Feladat. Bizonyitsd be, hogy minden ekvivalencia funktor elallitja a limesze-
ket.

10.2. Viszzaverés.

10.5. Allitas. Minden hi és teli funktor visszaveri a limeszeket.

Bizonyitds. Tekitsiink F' : J® — C és G : C — D funktorokat ahol G hid és teli.
Legyen { c 22 Fr }rego olyan kap F {6l6tt, amire { Ge <8GRy }eeso a GF limesze.

Barmely { a Y2 Fyg }eepo F folotti kapra { Ga o GFe Yeego kup GF folott (lasd
a 8.7 Feladatot). Igy GF limeszének univerzalitisa miatt létezik egy egyértelmd k
nyil ami az alabbi baloldali diagramot kommutativva teszi.

Ga a
! G I m‘
% | 10l
\ % F
c T
Ge o GFx o

Mivel G hii és teli — igy C(a, ¢) = D(Ga, Gc) bijekciot indukal — létezik egy egyértel-
mi [ nyil C-ben amire k£ = GI. G hiisége miatt ez az [ nyil adja a jobboldali diagram

egyértelmii faktorizaciojat, bizonyitva, hogy { ¢ Ry A }rego az F' limesze. O

10.3. Orzés.

10.6. Tétel. Minden dabrdzolhato C — set funktor drzi a limeszeket.

Bizonyitds. Legyen F : J°° — C limesze { ¢ —> Fx },cj0. Akkor barmely r € C°

objektumra { C(r,c) C(T—%)C(r, Fzx) }iep kup az C(r, F(—)) : C — set funktor folott
(lasd a 8.7 Feladatot).
Béarmely { S 7% C(r, Fz) },ep0 kapra C(r, F(—)) folott az alabbi baloldali diagram

kiilseje kommutativ minden f € J! nyil esetén. Kiértékelve ezen kommutativ diagram
egyenld fiiggvényeit az S halmaz barmely z elemén azt kapjuk, hogy a jobboldali
diagram kiilseje is kommutativ:

S
|
| w
Y

C(r, c)

oL f) Ts(f) o) (2)

C(T#’t(f/)) C\(Nﬂs )
e &
C(r, F(t(f))) C(r, F(s(f))) F(t(f))

C(r,Ff)=F fo—
A jobboldali diagram belsé kiupjanak univerzalitdsa miatt létezik egy egyértelmi wu(z)

nyil C-ben amire a jobboldali diagram kommutativ. Ezen nyilak { r “. }.es csalad-
jat tekinthetjiik mint azt az egyértelmd u : S — C(r, ¢) fiiggvényt amire a baloldali
diagram kommutativ. Ez bizonyitja a baloldali diagram belsé kipjanak univerzalita-
sat, igy azt, hogy a C(r, —) : C — set funktor 6rzi a limeszeket.
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A 10.2 Kovetkezmény (1) pontja szerint tehat minden abrazolhaté funktor 6rzi a
limeszeket. O

10.7. Tétel (RAPLY). Minden jobb adjungdlt funktor 6rzi a limeszeket.

Bizonyitds. Tekintsiink egy L 4 R : C — D adjunkciot n egységgel és ¢ ko-egységgel.

Legyen F : J°® — C limesze {cﬁFa: }eepo. Ekkor {RC%RF.% teeyo kup RF
folott (lasd a 8. 7 Feladat (1) pontjat).
Lps

Barmely { d Y RFz }rego kipra RF f6l6tt, { Ld — LRFx },cj0 kup LRF f6lott

EFzx

(1. 8.7 (1) Feladat); és igy € természetessége miatt { Ld ™% LRFa T2 Py }eego kup
F folott (lasd a 8.7 Feladat (2) pontjat). Tehat F' limeszének univerzalitdsa miatt
létezik egy egyértelmi k nyil amire a lenti baloldali diagram kommutativ.

L,

Ld LRFz d RFx

| Nd j 7 természetes NRFz

" o RLd— " RLRFz a
: Rk j REF;r >
¢~ Fx Re RFa

Ugyanerre a k nyilra a jobboldali diagram is kommutativ. Mivel a baloldali és
jobboldali diagramokat kommutativva tévs, bal oszlopukban all6 nyilak kozott bi-
jekcio van (az adjunkci6 definicioja miatt), a jobboldali diagramban a tetszéleges

@ . c,. . Ry
{d Y RFz }eego kup egyértelmi faktorizaciojat latjuk a { Re 2 RFx }zego kupon
keresztiil. Ez igazolja utobbi univerzalitasat, azaz hogy 6 RF' limesze. U

Egyszert dualitas révén kapjuk a kovetkezot.
10.8. Tétel (LAPC?). Minden bal adjungdlt funktor érzi a kolimeszeket.

10.9. Példak. (a) Barmely, halmazok kozotti f : S — T fiiggvényre az alabbiak
teljesiilnek.
o Az Jskép funktor f*:sub(T) — sub(S) 6rzi az uniot és a metszetet.
o A kép funktor f. :sub(S) — sub(7) 6rzi az uniot.
Ugyanis a metszet limesz, és az unié kolimesz sub(S)-ben (lasd a 8.13 Példa
(c) pontjat). Az f* egyszerre bal adjungalt és jobb adjungélt, mig f. bal
adjungalt, lasd a 6.2 Példa (d) pontjat.
(b) Barmely U, V, W vektorterekre

Ua(VeW)2UeV)e UeW).

Ugyanis a direkt osszeg a ko-szorzat vec-ben (lasd a 8.13 Példa (b) pontjat)
U ® — : vec — vec pedig bal adjungalt, lasd a 6.2 Példa (c) pontjat.
(c) Barmely A, B,C halmazokra
o Ax (B+C) (AxB)+ (A xC).
o set(A, B x C) = set(A, B) x set(A,C).

1Right Adjoints Preserve Limits
2Left Adjoints Preserve Colimits
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o set(B+C, A) = set(B, A) x set(C, A).

Ugyanis az Ax — - set(A, —) : set — set adjunkci6 bal adjungalt tagja érzi a +
(diszjunkt uni6) ko-szorzatot, jobb adjungélt tagja pedig 6rzi a x (Descartes-)
szorzatot. Végil a set(—,.A) 4 set(—, A) : set®® — set adjunkcié bal adjungalt
tagja Grzi a ko-szorzatot; igy set + ko-szorzatat set®f ko-szorzataba — azaz set
X szorzataba viszi.

(d) Tetszoleges S, R gytrtikre és M R-S bimodulusra az M ®g — : mod(S) —
mod(R) funktor — lévén bal adjungalt — jobb egzakt.

10.4. Limeszek felcserélhetGsége.

10.10. Konstrukci6. Tekintsiink két kis kategoriat, K-t és J-t; ezek Descartes-
szorzata K x J is kis kategoria. Ha egy lokalisan kis C kategériaban létezik vala-

mely F : (K x J)°®® = K% x J®® — C funktor limesze, akkor arra vezessiik be a

. N Pk.j . ¢ 1e1s
{limE(k, j) == F(k,5) }geonp jelolest.

Barmely rogzitett k € K° objektumra F indukal egy

F(i(k).g)

F(k,—=):J? =C, (%))~ (F(kj) F(k,j"))

/\k

funktort. Ha ennek létezik a limesze, akkor arra a { limF'(k, j) % F(k, j) }ieso jeloleést
hasznaljuk. Ha ez a limesz létezik minden k € K%ra, akkor minden f € K! és g € J!
nyil esetén
| X J definicioja
. . t . . t
F(i(s(£)),9) o F(£,i(t(9))) o Ml = F(£,i(s(9))) o F(i(t(f)), 9) o Al
N kap

= F(fi(s(9)) o N,

azaz az alabbi diagram kiilseje kommutativ:

20 o
F(t(F). 1(9)) imF(1(f). 5) F(t(F).5(9))
|
| imF(f.5)
\V 7
F(£,i(t(9))) limE(s(f),4) F(£i(s(9)))

F(s(f), t(9))

F(i(s(f)),9) F(s(f),s(9))

Igy a belss kip univerzalitdsa miatt létezik egy egyértelmi limF(f,j) nyil amire a

diagram kommutativ. Definialjuk segitségével a kovetkezs funktort:

limF(—,7): K® = C, (K'=Fk)— (limF(k,j) limF(k',7) ).
J J J

Ha ennek létezik a limesze, akkor azt jelolje lim limF'(k, j).
koo
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Szimmetrikusan, K és J szerepét felcserélve bevezethetjiik a IiIEnF (k,—):JP = C
funktort és ennek lim Ii}l;nF (k,j) limeszét.
J

Az ora hatralévé részében bebizonyitjuk, hogy ha mindketten jol definidltak, akkor
lim IlmF(k J) és I|m IlmF(k j) izomorf objektumok C-ben.

Hogy valamivel kezzelfoghatobb legyen az allitas, alljon itt el6bb egy példa.

10.11. Példa. Legyen K a két objektumu diszkrét kategoria — mint a 8.13 Példa (b)
pontjaban — és legyen J a 8.13 Példa (d) pontjaban latott két objektumi kategoria:

i(p) i(q) i(x) u i(y)
K:( Cp qQ ) J:( Cx—>—d>y3 )

Egy F : (K x J)°® — set funktor négy halmazzal és négy fiiggvénnyel adott:

F(i(p),u) F(i(q)u)
F(p,x) Y F(p,y) F(q,z) i F(q,y).

i(p),d F(i(q),

Mint a 10.10 Konstrukeié altalanos esetében, tekintsiik a F'(p,—) : J°° — set és
F(q,—) : J°° — set funktorok limeszét. A 8.13 Példa (d) pontja szerint ezek rendre a
kovetkezd egyenlitdk:

F(i(p),u) Flp.y)
D,y
F(i(p),d)

i(p),

imE(p, j) =: E(p) — F(p, )

i F( ) E( ) F( ) F(i(q),u) F( )
imF(q,j) =: — ) —= LY).
AN AN e T i Y

Ez az objektum fiiggvénye a £ := limF(—, j) : K°® — set funktornak (a nyil figgvényt
J
meghatéarozza, hogy K diszkrét). A 8.13 Példa (b) pontja szerint ennek limesze a

lim imF(k, j) = limE(k) = E(p) x E(q)

Descartes-szorzat halmaz. Ennek elemei a (a € E(p),b € E(q)) parok, azaz olyan
(a € F(p,z),b € F(q,x)) parok amikre

Cseréliik meg most K és J szerepét, és tekintsiik a FI(—, z) : K°P — set és F(—,y) :
K°P — set funktorok limeszét. A 8.13 Példa (b) pontja szerint ezek rendre a

imF(k, x) = F(p,z) x F(q, ) limF'(k,y) = F(p,y) x F(q,y)

Descartes-szorzat halmazok. Ezt az |i,?“F(k> —) = F(p,—) x F(q,—) objektum fligg-
vényt kiterjeszthetjiik egy “/EnF (k,—) : J°° — set funktorra, nyilakon valé hatasahoz
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az utdbbi szorzat univerzalitasat hasznélva:
F(p7$) <—F(p,$) X F(Q?‘Q:) _>F(Q>$)

|
F(i(p),u) l Ii;ng(k,u)=(F(i$p)7u)7F(i(q)7u)) LF(i(q),u)

F(p,y) =— F(p,y) x F(q,y) — F(q,y)

F(p,$)<—F(p,$) X F(Q7$)_>F(Q>$)

I
F(i(p),d) l |ip1F(k7d)=(F(iv(p)ﬁd)vF(i(q)vd)) LF(i(q),d)

F(p,y) =— F(p,y) x F(¢,y) — Fl(q,y)
Az igy nyert IiIEnF(k:, —) : J°° — set funktor limesze a 8.13 Példa (d) pontja szerint az

limlmF(k, ) = E(p,q) — F(p,z) x F(g,7) 2 O, by ) x Flg,9)
im lim ,j) =: ,q) — , ) X , L y) X ’
ik J P:q p q (F(i(p),d),F(i(q),d)) Y oY

egyenlitd. Ennek elemei az olyan (a € F(p,z),b € F(q,x)) parok amikre
(F'(i(p), u)(a), F(i(g), u)(b)) = (F(i(p), d)(a), F(i(q), d) (b))
Ebben a példaban jol lathato, hogy lim limF(k,j7) = E(p) x E(q) — az egyenlitdk

szorzata — és limlimF'(k, j) = E(p,q) — a szorzatok egyenlitdje — azonos halmazok.
ik

Az altalanosan érvényes allitas igy fogalmazhatoé meg.

10.12. Tétel. Tekintsiink két kis kategoridt, K-t és J-t, eqy lokdlisan kis C kategdridt,
egy F': (Kx J)°P — C funktort és haszndljuk a 10.10 Konstrukcio jeloléseit. Ha létezik
az 0sszes

{limF(k, 7) }kexo, {liIEnF(k,j)}jeJ(), |i£n|iml*—’(k:,j)7 IimliLnF(k,j)
limesz, akkor limlimF(k,j) és limlimF(k,j) izomorfak egymdssal és limF (k, j)-vel.

Bizonyitds. A Yoneda-Lemma — illetve 5.11 Kovetkezménye — miatt pontosan akkor
teljesiil
im lim P (k, /) = limP(k, ) = lim lim P (k, j)
ha léteznek
Clr limlimF(k, 7)) = C(r, imF(k, j)) = C(r, lim lim (K, 7))
r-ben természetes izomorfizmusok. A 10.6 Tétel szerint az abrazolhatd funktorok

6rzik a limeszeket, igy a fenti feltétel tovabb frhato a

|i£n Iijr_n C(r,F(k,j)) = ILT C(r,F(k,j)) = Ii]r_n IiIEn C(r, F(k, 7))

ekvivalens alakba. Mivel az f € C(r',r) nyilak C(r, F(—,—)) el C(r',F(—,-))
természetes transzformaciot indukalnak (K x J)°° — set funktorok kozott, elég a
H : (K x J)°® — set funktorokban természetes

im lim H (k. 1) 2= lim H (k. j) = lim im H (k. j)
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izomorfizmusokat konstrualnunk. Szimmetria megfontolasokbol ebbdl is elég mondjuk
a baloldaliakat, a jobboldaliakat azutdn J és K szerepének felcserélésével kapjuk.

A 9.3 Tétel bizonyitasaban lattuk, hogy H : (K x J)°® — set funktorok lime-
szét expliciten fel tudjuk irni mint a H f6lotti, szingleton halmaz csticsa kipok
halmazat. Emlékeztetsiil, egy H {olotti, szingleton halmaz cstcsu kiap all egy-egy
hi; € H(k,j) elemb6l minden k € K'-ra és j € JO-ra, mely elemekre a kip feltétel
szerint H(f, g)(hu()1g)) = Ps(f),s(9) Minden f € K' és g € J! nyil esetén. Témoren, H
limeszét a IimH(k,j) — H(k,j),

h=A{he; € H(k )IH(f,9)(hipyatg) = hs(psie): Vf €K', g€ Jl}kng — hi; (10.1)
j€J
fiiggvények alkotjak, midén k befutja K és j befutja J objektumainak halmazat.
Ugyanigy, rogzitett k € K esetén egy kup a H(k,—) : J°P — set funktor f5lott

’I’L - {n S H(k .])|H( ( ) )(nf(g)) = ns(g V.g € J }jGJO
alaka; H(k,—) : J°° — set limeszét a
{imH (k,j) = H(k,j),  n*—nj}jep (10.2)
fiiggvények alkotjak. Tehat a IimH (—,7) : K® — set funktor f6l6tt egy kup

n={n"¢ I|mH(l<: j)|||mH(f NI =n*D v e K exo

alaki. Mivel a 8.11 Kévetkezmény szerint a (10.2) fiiggvény csalad egytittesen mo-

nomorf, limH (f,j)(n')) = n*Y) pontosan akkor telesiil ha H(f,i(j))(nz(f)) = nj(f)

minden j € J%-ra. Eszerint egy limH (—,7) : K — set folotti kap az ekvivalens

{nf € H(k,j)H(i(k), g)(ni(y)) = nk,)Vg € ' & H(f,i(7)) () = mjVf € K'Y
jed

alakban is irhaté. Ez pont ugyanaz az adat, ami (10.1)-ben egy H : (K x J)°P — set

f5lotti kapot ir le. Igy arra jutottunk, hogy IlmH (k,j) — a H feletti kupok halmaza

— és ||m ||mH(k j)—a I|mH( ,7) feletti kupok halmaza — izomorfak.

Mlvel ebben az izomorfizmusban térnek el egymastol a (10.1) és a
I|£nI|mH(k:,j) — limH (k,j) — H(k,j), nr>n" r—>nj (10.3)

egyiittesen monomorf fliggvények is, ugyanebben térnek el egymastol a kovetkezd
diagramok bal oszlopaiban all6 (a 8.7 Feladatban latott tipusa kupok faktorizaciojaval
definialt) fiiggvények is, minden y : H — H’ természetes transzformacié és minden
k€ KO és j € J° objektum esetén.

(10.1) (10.3)

I|mH(k: j)—=H(k,j) I|£nl|mH(k: j)—— H(k,j)
|£‘mX(k,j) : X(k,5) |i{n|imX(k,j) : X(k.5)
©:J v J v

N o L v

ILTH (k,7) W H'(k,j) I|£nI|JmH (k,7) o H'(k,j)

Ezzel konstrualtunk egy IimH (k,j) = lim limH (k,j), H-ban természetes izomorfiz-
5 J
must. U
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A 10.10 Konstrukciot és a 10.12 Tételt dualizalva azt kapjuk, hogy a kolimeszek is
kommutalnak egymas kozott. Azonban limeszek és kolimeszek nagyon ritkdn cserél-
hetsk fel egymassal!

10.13. Feladat. Tetszdleges K és J kis kategoriak és F' : (K x J)°P — C funktor esetén
konstrualj egy
colim limF(k, j) — lim coLimF(k,j)
J J

nyilat. Mutass példat, amikor nem izomorfizmus.

WIGNER F1zIKAT KUTATOKOZPONT, 1525 BUDAPEST 114, PF. 49
e-mail: bohm.gabriella@wigner.hu
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