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BEVEZETES A KATEGORIAELMELETBE
BME SPECI

BOHM GABRIELLA

TIZENEGYEDIK ORA: Monoidalis kategoria, monoidélis funktor, monoidalis termé-
szetes transzformacié. Koherencia.

11.1. Monoidalis kategoéria.

11.1. Definici6é. Egy monoidalis kategoridn egy C kategoriat és az alabbi adatok
Osszességét — az un monoiddlis struktirat — értjik.
e gy kitiintetett I € CY objektum, az tn. monoiddlis egység — amire Ggy
is gondolhatunk, mint egy funktor (az 1.5 Példa (1.b) pontjaban latott) 1
szingleton kategoériabol C-be —,
e egy ®-val jelolt funktor a Cx C (az 1.5 Példa (4.c) pontjaban latott) Descatres-
szorzat kategoériabol C-be, az Gun. monoiddlis szorzat,
e természetes izomorfizmusok:
a:(—®-)®— = —®(—® —), az un. asszociativitdsi izomorfizmus,
Al ®— —idc az un. bal-, illetve
0:—® 1 —idc az un. jobb eqység kompatibilitdas izomorfizmus,
amire minden z,y, z,v € C° objektum esetén az alabbi diagramok kommutativak.

®Y,z,v

(2@Y) ®2) @ v — 2Ry (V) —H 1@ (Y@ (2 v))
az,y,z@i(v)t Ti(x)(@ay,z,v
(e @y®z)eu @ ((y®z)®@0)

Ax yRz,v
(r®l)® o I ®y)
k %
TRy

Ezek a feltételek a monoidalis kategoria pentagon (vagy otszog?) illetve hdromszdg
ariomdi.

Egy monoidéalis kategoria szigorian monoiddlis ha o asszociativitési és A, o egység
kompatibilitasi izomorfizmusai identitas természetes transzforméaciok.
Jelblés. Egy monoidalis kategoriat a (C, ®, I') adat harmassal jeloliink, az asszociati-
vitéasi és egység kompatibilitasi természetes izomorfizmusok explicit felsorolasa nélkiil.
Ennek okarol tobbet majd a 11.10 és 11.11 Tételekben.
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11.2. Feladat. Barmely (C, ®, I) monoidalis kategoridban — « asszociativitasi illetve
A és o egység kompatibilitasi természetes izomorfizmusokkal — igazold a koévetkezs
allitasokat a monoidalis kategoria axiomait hasznalva.

(1) A X\;és or: I ®1 — I nyilak egyenlGek.

(2) Az alabbi diagramok kommutativak minden z,y € C° objektum esetén.

A,z,y Qz,y,I

I®zr)®y I®(x®y) (z@y)®I r® (Y1)
)\m A % 1%)@”?/
Ry TRy

PO

11.3. Példak. Az asszociativitasi és egység kompatibilitas izomorfizmusok explicit
jelolése nélkiil (az legyen 6néallo feladat).

(a) Az 1.5 Példa (3.a) pontjanak set kategoridjara (set, x = Descartes-szorzat, 1 =

szingleton halmaz), (set,+ = diszjunkt uni6, @ = iires halmaz), (set,U =
uni6, @ = tires halmaz).
(b) Az 1.9 Feladat rel kategoriajara (rel, x,1), az 1.5 Példa (3.c) pontjanak mnd

........

sz 2z

latott (cat(G,set), x,1).

(c) Barmely k test esetén az 1.5 Példa (3.b) pontjaban latott, k feletti vektorte-
rek vec, kategoriajara (vecy, ®, k), és a k-algebrak és homomorfizmusaik alg,
kategoriajara (alg,, ®, k).

(d) Barmely kommutativ R gytri esetén az R-modulusok mod(R) kategoridjara
(mod(R), ®g, R). Igy az Abel-csoportokat a Z-modulusokkal azonositva, Ab =
mod(7Z) kategoridjukra (Ab, ®z, 7).

QR, R).

(f) Egy monoidalis strukttra egy diszkrét kategorian ugyanaz, mint egy monoid
struktira az objektumok halmazan. Minden ilyen monoidalis struktira szigo-
ri.

A szingleton halmazt trivialis monoidként tekintve az 1.5 Példa (1.b) pont-
jaban latott 1 szingleton kategoria (trivialis) monoidéalis strukturajat kapjuk.

(g) Barmely C kategoria esetén (cat(C, C), funktor kompozicio, identitas funktor).

(h) Barmely X halmaz esetén a kovetkezd span(X) kategoria.

e Egy objektum all egy A halmazbol, és két s, ¢t : A — X fiiggvénybdl.

e Az (A, s,t) — (A, ¢, 1) nyilak olyan f : A — A’ fliggvények, amire
sSof=séstof=t.

e Kompozicié a fiiggvények kompozicioja, identitas nyil az identitas fiigg-
vény.

e A monoidalis szorzas az objektumokon a 8.13 Példa (c) pontjaban latott
visszahtzas, az f : A — A’ és g : B — B’ nyilakra univerzalitas révén
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kiterjesztve:

A A X

a monoidalis egység (X, idx,idx).

Ugyanez a konstrukci6 lehetséges halmazok helyett barmely olyan kategoria
objektumaival, amiben léteznek a visszahtuzasok.

(i) Barmely (C, ®, I) monoidalis kategoriabol nyerhets egy forditott, (C, ®@"v, I)
monoidalis kategoria a

(22 ) @™ (y2y )= (yooZhy o)
definicioval.
(j) Ha (C,®,I) monoidalis kategoria, akkor (CP,CPx CoP = (CxC)°P 22 cov, I)
is monoidalis kategoria.
(k) Ha (C,®,1) és (C',®’, I') monoidalis kategoria, akkor a

flip:C'xCsCxC, (¢y, aby)m(aby, oy

funktor segitségével definialt

id % flipxid X'
_—

(CxC,CxCxCxC CxCxCxCEZECx (1,T)

is monoidalis kategoria.

11.4. Feladat. (1) Mutasd meg, hogy ha egy C kategériaban léteznek a bindris
szorzatok, akkor Kkiterjesztheték egy x : C x C — C funktorrd. Ennek barmely
(f € C(z,2"),9 € C(y,y')) nyil paron valé hatasat az alsdé sorban szerepld szorzat
univerzalitasat hasznalva definidljuk, mint az alabbi diagramot kommutativva tevd
egyértlemd nyilat.

T<=———ITXYy———>y

I

l,L,/ $/ X y/ y/

(2) Igazold, hogy ha C-ben léteznek a binaris szorzatok és egy T végobjektum,
akkor az (1) pont x funktoraval (C, x,T") monoidalis kategoria. Az ilyen monoidalis
kategoriakat Descartes-monoiddlisnak (cartesian monoidal) hivjak (ilyen példaul a
11.3 Példa (a) pontjaban latott (set, x,1) és a (b) pont monoidalis kategoriai).

(3) Duaélisan, ha egy C kategoriaban léteznek a binaris ko-szorzatok, akkor kiter-
jeszthetdk egy + : C x C — C funktorra. Ha létezik tovabbé egy I kezdGobjektum is,
akkor (C,+, 1) monoidalis kategoria. Az ilyen monoidalis kategoridkat ko-Descartes-
monoiddlisnak (co-cartesian monoidal) hivjak (ilyen példaul a 11.3 Példa (a) pontja-
ban latott (set, +,2)).
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11.5. Feladat. Egy (M, ®, ) monoidalis kategoria és egy tetszéleges C kategoria
esetén lasd el a cat(C, M) kategoriat egy monoidalis strukturaval.

11.2. Monoidalis funktor. Arra keressiik a valaszt, hogy
,» ha a (kis) monoiddlis kategoridk eqy (nagy) kategoria objektumai, mik a nyilak?”

11.6. Definicié. Tekintstink (C,®, 1) és (C',®’, I') monoidalis kategoridkat. Mono-
iddlis funktor alatt egy F': C — C’ funktort és az alabbi adatok Osszességét — az un.
monoiddlis strukturdt — értjik.

e Egy FV: I' — FI nyil,

o cgy F? : F(—)® F(—) — F(— ® —) természetes transzformacio,
amire az alabbi diagramok kommutativak minden x,y, 2 € C° objektum esetén.

O/F:L',Fy,Fz )\/Fac
(Fr® Fy)® Fz ——Fr ' (Fy® Fz) I'®' Fx Fx
F0®/i/(Fm)l [F)\x
F? @' (Fz) i(F2)®'Fy . Ff,
FI®'FX —F(I ®x)
Flrey) Q Fz Fr@ Fly® z)
! —_—
. o Fr® FI o Flzx®I)
i (Fx)®'FO ] LFQQ:
Flle@y)®2) —— Flr© (y ©2)) Fr® I' — Fx
YE OFx

A (C,®,1)és (C', &', I") monoidalis kategoridk kozotti opmonoiddlis (vagy komono-
iddlis) funktor alatt egy C°° — C'°P monoidalis funktort értiink. Azaz egy F' funktort
az alabbi adatok Osszességével — az tin opmonoiddlis (vagy komonoiddlis) struktara-
val.

e Egy FV: FI — I’ nyil,

e cgy F?: F(—® —) = F(—) ® F(—) természetes transzformacio,
amire a fenti diagramokbol a fliggSleges nyilak megforditasaval kapott diagramok
kommutativak.

Egy (F, F?, FY) (op)monoidélis strukttra erds (strong) ha az F° nyil és az F? ter-
mészetes transzformécié invertalhatok. (Vagyis egy funktor pontosan akkor erdsen
monoidalis, ha erésen opmonoidalis az inverz nyilak révén.)

Egy F funktor szigorian monoiddlis (strictly monoidal) ha rajta az I’ = FI iden-
titas nyil, és az F(—) ® F(—) = F(— ® —) identitas természetes transzformacié mo-
noidalis strukturat ad (és persze akkor opmonoidélisat is).

11.7. Példak. (a) Barmely monoidélis kategoria identités funktora szigortian mo-
noidalis.

(b) A set kategoriat a 11.3 Példa (a) pontjaban latott Descartes-monoidalis struk-

taraval tekintve, a mnd — set és cat(G,set) — set felejté funktorok (a 11.3

Példa (b) pontjanak kategoriaibol) szigorian monoidalisak. A 11.3 Példa (c)

pontjanak kategoriai kozotti alg,, — vecy felejtd funktor szigortian monoidalis.

(c) A set kategoriat tovabbra is a 11.3 Példa (a) pontjaban latott Descartes-

monoidalis strukturaval tekintve, az U : vec, — set felejté funktor monoidalis
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a kovetkezd (nem szigorii, s6t nem is erds) strukturaval. Az U° fiiggvény a
szingleton halmazbol a k alaptestbe a szingleton halmaz egyetlen elemét az
1 € k szamba képezi. Barmely V, W vektorterekre U‘Q/’W aVxW—-VeW
a kanonikus projekci6.

Barmely A k-algebra esetén az U : bim(A) — vecy, felejtd funktor monoidélis
a kovetkezd (nem szigorti, s6t nem is erds) struktiraval. Az UY linearis leké-
pezés a k alaptestbdl A-ba egy k € k szamot A egységelemének k-szorosédba
képezi. Barmely M, N A-bimodulusokra U]%/LN aM®,N—»M®sN akano-
nikus projekcio.

(d) Az a set — vecy funktor, ami egy S halmazhoz a halmazelemek altal kifeszi-
tett kS vektorteret rendeli, a halmazok kozotti fliggvényekhez pedig linearis
kiterjesztéstiket, szigortian monoidalis az k(S x T) = kS ® kT izomorfizmus
— azaz a szorzat béazis — révén.

(e) A vecy, kategoria identitas funktora erésen (de nem szigortian) monoidalis funk-
torként tekinthets a 11.3 Példa (c) pontjaban latott monoidalis kategoria, és
a 11.3 Példa (i) pontjaban latott forditottja kozott. A id® : k — k lineéris
leképezés az identitas, és minden V, W vektortérre id%/jw VW WV
av®wr— w® o felcserélés” invertalhato linearis leképezés. (Ellendrizd az
axiomak teljesiilését.)

(f) Barmely (C,®, I) monoidalis kategoria, és a 11.3 Példa (g) pontjaban latott
cat(C, C) monoidalis kategoria kozott tekinthetjitk az £ : C — cat(C, C),

i(z)Rf
oo o) (ylz) e (zey ez
h®(-) h®i(y)

1 o ()= ®(-) ={1Ry—=2'®y byeco
funktort az alabbi erds (de nem szigori) monoidalis struktiraval minden z, y €
C° objektum esetén (ellendrizd az axiomak teljesiilését).
—1

B = (ide 2= 1 (-), B2, = (BB, =00y (-) 2= (10y) & (-) = Fuw,)

(g) Tetszoleges S halmazra a S x (—) : set — set funktor opmonoidalis az alabbi
(nem erds) strukturaval minden A4, B halmazra (ahol tovabbra is 1 jeloli a
szingleton halmazt).

Sx1¥8>1 SxAxBoSxAxSxB, (s,a,b)— (s,a,s,b).

(h) Tetsz6leges (M, -, e) monoidra a M X (—) : set — set funktor monoidalis az
alabbi (nem erds) strukturaval minden A, B halmazra (ahol 1 jeloli az egy
elemt, azaz csak * egység elemébdl allo monoidot).

1— Mx1=M, e, MxXAXMxB — MxAxB, (m,a,n,b) — (m-n,a,b).

(i) Barmely (F : C — D, F? F") monoidalis funktor esetén (F"™ : C® —
Drev, F#e %) monoidalis funktor az alabbi komponensekkel, minden z,y €
CO-ra.

F2
2rev rev _ Y.z _ rev
Fo =(Fa@ Fy=Fy®Fe —=Fy®z) = Flz®y))
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(j) Ha (F : C— C',F? F%) ¢és (G : D — D', G*, G°) monoidalis funktorok, akkor a
3.3 Példa (h) pontjaban latott F'xG : CxD — C’'x D’ funktor monoidélis a 11.3
Példa (k) pontjaban latott monoidalis kategoridk kozott az alabbi struktiraval
minden x, 2’ € C és y,y" € D objektumra.

(1,1) e (F x G)(I, 1)
I I
(1,1) o (FI,GI)
(FxG)?

(F x G)(z,y) ® (F x Q)(a',y) ——20 (F x G><<x,”y> © (¢,y/))

(Fz,Gy) @ (Fa',Gy') (FxG)ze2,y®y)
I I
(Fo® Fa',.Gy © Gy) ———— (Flz@a’),Gly@y))
11.8. Feladat. Mutasd meg, hogy a 11.5 Feladat cat(C, M) monoidalis kategoridjara

és barmely x € C° objektumra a

cat(C,M) =M, (F-5G)— (FzGr)
funktor szigortian monoidélis.

11.9. Feladat. Ha adott egy (F,F? F°) monoidalis funktor és egy w : F — G
természetes izomorfizmus, akkor segitségiikkel konstrualj monoidalis struktarat a G
funktoron.

A szigortian monoidalis kategéridkkal nyilvan egyszertibb banni, mint a monoidalis
kategoriakkal altalaban. Masfelsl a 11.3 Példaban lattuk, hogy vannak érdekes és
fontos monoidalis kategoriak melyek nem szigortan monoidalisak (pl. bim(R) az (e)
pontban vagy span(X) a (h) pontban). Az alabbi — eltérd erésségti — koherencia té-
telek arra vonatkoznak, hogy milyen értelemben szoritkozhatunk szigoriian monoidalis
kategoriak hasznélatara.

11.10. Tétel (Koherencia — els6 alak). Tetszdleges (C,®, 1) monoiddlis katego-
ridra az alabbi dllitasok teljesiilnek.

(1) Az alabbi adatok szigorian monoiddlis kategoridt alkotnak. T Cx C
o Az objektumok (T,T) pdrok, ahol T : C — C funktor és cxc |+ C
}C/;

természetes izomorfizmus, amire az alabbi diagram kommutativ minden
x,y,z € C° objektum esetén.

Ta,y®i(2) Te®y,z

Trey) ® 2z TrzRy) Q2 T(r®y)® z) (11.1)

aTx,y,zj lTO&I’y’Z

Tx® (y® z) Tx® (y® 2))

Tz, y®z
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o A(T,7)— (T',7") nyilak olyan ¢ : T — T' természetes transzformdcidk,
amikre az aldbbi diagram kommutativ minden x,y € C° objektum esetén.

Tz @y —2T(x ®y) (11.2)
Tr@y—T(r®vy)

Tey
o A (T,1) és (T",7") objektumok monoiddlis szorzata dll a T'T kompozit
funktorbol és abbol a természetes transzformdaciobol, aminek a komponen-
sei

ley T o,y
T'Tr @y —%T(Tr @ y) —= T'T(z @ y)

minden x,y € C° objektumra. A nyilak monoiddlis szorzata a természe-
tes transzformdciok Godement-szorzata. A monoiddlis eqység az identitds
funktorbol és az identitds természetes transzformdciobol dll.

(2) A (C,®, 1) monoiddlis kategdridbol az (1) pont monoiddlis kategoridjiba az

T = (2@ (=), 0 )
(z22) = (20 () Hra(-))

objektum- illetve nyil fiiggvényekkel adott L funktor erdsen monoiddlis a (L° =
AL, = o, ) struktirdval.
(3) A (2) pont L funktora ekvivalencia.
Azaz minden monoiddlis kategoria erdsen monoiddlisan ekvivalens eqy szigorian mo-

notidalis kategoridval.

Bizonyitds. (1) AT — T identitas természetes transzformacio nyilvanvaloan (7', 7) —
(T,7) nyil. Béarmely komponalhato ¢ : (T,7) — (T",7") és ¢ = (T',7") — (T",7")
nyilak kompozicioja nyil:

Ta,y

Te@y— = T®y)
ls%@i(y) @x@yl
(Wop)awi(y) | T'z @y (ﬁ’;) Tz ®y) |®@opsy
l%@i(y) %@yl
T'r®y T"(x ®y)

1
T,y

A kompozicié asszociativitasa és az identitas természetes transzformacié egységnyil
volta tovetkezik a természetes transzformaciok komponalasanak tulajdonsagaibol, lasd
a 4.2 Allitast.

A monoidalis szorzas szigoru asszociativitasa és a mondott objektum szigori egység
volta azonnal kovetkezik a konstrukciobol.

(2) Barmely z € CY objektumra a (z ® (—), a; — —) par objektum az (1) pont kate-
goridgjaban a monoidalis kategoria pentagon axioméja miatt (lasd a 11.1 Definiciot).
Béarmely h € C(z,2') nyilra h x (=) (+® (=), g —) = (2’ ® (=), 0@ ——) nyil az (1)
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s s

nyilvanvalo.
A 11.6 Definicié baloldali diagramja, azaz minden z,v,z € C° objektum esetén a
természetes transzforméaciokra vonatkozo

L(x)L(y)L(z) s L(z ®y)L(z) o L((z®y) © 2)

| e

L(x)L(y)L(=) a L(z)L(y © 2) e Lz ®(y® 2))

diagram, avagy a v € C° objektumon vett komponensekben kiirva,

-1 -1

Y®(z®0) —L5 (2@y) @ (201) — = (7@ Y) @ 2) v
N o
R (y® z®v))( r® ((y®2z) @) (z®(y®z2)Qv

wx ®04y,z,v A YRz,

kommutativ az 11.1 Definici6 pentagon axiéméja miatt. Hasonléan, a 11.6 Definicio
jobboldali diagramjai, azaz minden x € C° objektum esetén a természetes transzfor-
maciokra vonatkozo

I,z

diagramok, avagy a v € C° objektumon vett komponensekben kiirva,

i(x /\1
@) ® (I ®v)
s
x,I,v
z®'u I®I>®U
lz®z(v
(zRV) — (I®2r)Qv—>2 Qv

Az ®i(v)

a[zv

kommutativ az 11.1 Definici6 hdromszog axioméja, illetve a 11.2 Feladat (2) részének
els6 diagramja miatt.
(3) Az L funktor L=! pszeudo-inverze az objektmokon illetve a nyilakon
(T,7) —T(I) illetve © = Qr

mo6don hat. Igy az L~'L kompozit funktor barmely h € C(z,2’) nyilat a h ® I €
C(z ® I,2' ® I) nyilba visz, tehat ¢ : L7'L — idc természetes izomorfizmus. Az
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LL™! kompozit funktor barmely ¢ : (T,7) — (T”,7) nyilat a ¢; ® (=) : (T(I) ®
(=), ary,——) = (T'(I) ® (=), apr(p),—,— ) nyilba visz. Mutassuk meg, hogy a
TI,— T(A-y)
TH((-)——=TUI®(-)——=T (11.3)
komponensek LL~! — id természetes izomorfizmust definidlnak.

Minden (7, 7) objektumra (11.3) kommutativva teszi (11.2) diagramjat az alabbi
diagram kommutativitdsa miatt minden z,y € C° objektum esetén,

(TI)®y e TI® (z®y)
TI,z®i(y)L (11.1) lﬁ,x@y
TIQxz,y T(O‘I,z,y)
TI®z)Ry T(I®z)Ry) TI®(x®y))
T(Ar)@)i(y)t T természetes T(he®i(9) lT(Aa@y)
Tr®v T(x®y)

Ta,y

ahol a jeloletlen tartomény a 11.2 Feladat (2) részének els6 diagramja miatt kom-
mutativ. Ezzel belattuk, hogy (11.3) (T ® (—),ar;——) — (T,7) nyil az (1) pont

“ e,

gének kovetkezménye:

I, TA-)
(TI® (=), ors- ) T(Ie(-))
0r®(=) l (11.2) L‘DI%(—) ¢ természetes ®
(T'T® (=), o7, ) , i (=) —F— 1"
I, T'A—y

Igy a (11.3) komponensek LL~! — id természetes transzformaciot definialnak. Mivel
minden komponens invertalhato, ez a természetes transzforméacié természetes izomor-
fizmus. 0

Mivel csak olyan kérdéseket engediink meg magunknak, amelyek invariansak az
ekvivalenciara — barmi més ,,6rdogtdl vald” —, mar a 11.10 Tétel is elég erds érv arra,
hogy elhanyagoljuk egy monoidalis kategoria asszociativitasi és egység kompatibilitési
természetes izomorfizmusait. Azonban egy erdsebb éllitas is igazolhato, melyet a
kategoriaelméleti szleng szeret gy idézni, hogy ,minden diagram kommutativ” (ami
csak annyiban pontatlan, hogy a ,minden” fogalma tisztazando).

11.11. Tétel (Koherencia — masodik alak). Bdrmely (C,®, ) monoiddlis kate-
goriaban — « asszociativitdsi illetve \ és o eqyséqg kompatibilitdsi természetes izomor-
fizmusokkal — bdrmely két objektum kozott legfeljebb eqy nyil konstrudlhato az aldbbe
szabdlyok szerint.

o Az épitdkovek az identitdas nyilak €s az a, A, o természetes transformdciok kom-
PONENSEL.
o A megengedett miveletek a monoiddlis szorzds és a kompozicio.

Tehat barmely két, a szabdlyoknak megfeleld parhuzamos nyil eqyenld, minden ilyen
nyilak dltal korilolelt diagram kommutativ.
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A 11.2 Feladatban szerepelt néhany, a 11.11 Tétel szerint kommutativ diagram.

A 11.11 Tétel (rengeteg kombinatorikai megfontolason alapuld, kb. két tejes orat
igényl6) bizonyitasat most kihagyjuk. Erdeklsdsk megtalaljak itt: nlLab vagy az itt
felsorolt hivatkozésok valamelyikében. Viszont ra val6é hivatkozassal mostantol nem
irjuk ki a — fentiek szerint a forras és cél objektuma altal tgyis egyértelmten rog-
zitett — asszociativitasi illetve egység kompatibilitasi természetes izomorfizmusokat.
Igy nem zarojelezziik tobb faktor monidalis szorzatit ((z @ ¥) ® 2z és 2 ® (y ® 2)
helyett egyarant z ® y ® z-t irunk) és nem jeldljiik a monoidalis szorzatban szerepld
egység faktorokat (z ® I és I ® z helyett egyszertien z-et irunk). Minden monoidalis
kategoridban pont tigy, mintha szigortian monoidalis lenne.

11.12. Allitas. (1) A kis monoiddlis kategoriak mint objektumok, és a monoiddlis

funktorok mint nyilak, eqy szokdsosan mon-nal jelélt kategoridt alkotnak.

(1) A kis monoiddlis kategoridk mint objektumok, és az opmonoiddlis funktorok
mant nyilak, eqy szokdsosan opmon-nal jelolt kategoridt alkotnak.

(2) A kis monoiddlis kategoridk mint objektumok, és az erésen monoiddlis funkto-
rok mint nyilak, részkategoriat alkotnak az (1) pont mon kategoridjiban és az
(1) pont opmon kategdridjdban is.

(3) A kis monoiddlis kategoridk mint objektumok, és a szigorian monoiddlis funk-
torok mint nyilak, részkategoridt alkotnak a (2) pont kategoridjaban.

Bizonyitds. (1) Minden monoidalis kategoria identitas funktora (szigortian) monoida-
lis, lasd a 11.7 Példa (a) pontjat. Legyenek ezek mon identitas nyilai.
F,F2,F0 G,G%,G° N
Legyenek (C,®,1) BE) (C, &1 Gee) (C",®",I") monoidalis funktorok.
Tekintsiik az alabbi nyilakat minden z,y € C° objektumra.

n G° ) GF° 1" Gra.ry / GFg,
" == GI' == GFI GFzr® GFy—>G(FI® Fy)—>FG(:E®y) (11.4)

A G? és F? természetessége miatt az utobbi nyiflesalad természetes. A G? természetes-
sége, és a 11.6 Definici6 baloldali — FZ-re illetve G?*-re alkalmazott — diagramjanak
kommutativitasa miatt a kovetkezd diagram kommutativ minden z,y, z € C° objek-
tum esetén.

G%ac,Fy(XJ/’i//(GFZ) GFiZ@Z'N(GFZ)
GFr " GFy " GFz G(Fr® Fy) Q" GFz GF(r®y) ®" GFz
| |
Z»//(GFz)®//G§,y’ e (11.6 Definici6)g G2Fz o Fy. s G2 termeészetes G2, (). Fs
Glow pys P G(F2,0'i(Fz))
GFr ®"G(Fy® Fz) %G(Fl’ ® Fy® Fz) ——s i GF(zoy)® Fz)
i,,(GFI)®//GFy2,z G? természetes G(Z‘/(FI)Q@'F;,Z) (11.6 Definicio) g GFg®y’z
GFzr ®"GF(y® z) G(Fr® F(y® 2)) . GF(r®y® z)
Fzx,F(y®z) GFx,y@z

Hasonloan, G? természetessége, és a 11.6 Definici6 jobboldali — F2-re illetve G2-re al-
kalmazott — diagramjanak kommutativitasa miatt a kovetkezs diagram kommutativ


https://ncatlab.org/nlab/show/Mac+Lane%27s+proof+of+the+coherence+theorem+for+monoidal+categories
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minden x € C° objektum esetén.

GO "1 GFzx GFO i GFz
GFy — 2 arey qre S22 apr e GFe
iII(GFJJ)®//GO (11 6 Dot ) (116 Deﬁnicié)G G% . GQ természetes G%LFQC

' G%., G(F'®'i' (GFz
GFr @' GI — ! GFe ST | qipr s Fa)
G(i' (Fz)®'F°) (11.6 Definicio)
i"'(GFz)®"GF° G? természetes GF?,
(11.6 Definicio) g ’
GFz " GFI G(Fz® FI) GFx
Faz,FI GFIQ,I

Ezzel belattuk, hogy GF monoidalis a (11.4) struktiraval. Ez definiélja a kompoziciot
mon-ban. Asszociativitasa és az identitas nyilak megfelel§ viselkedése nyilvanvalo.

(1) dualitasbol kovetkezik.

(2) A kompozit funktorok monoidalis strukturajanak (11.4) alakjabol rogton latszik,
hogy erésen monoidalis funktorok kompozicioja is erésen monoidalis. Az identitas
funktorok szigortan, igy erdsen monoidélisak.

(3) nyilvanvalo. O

11.3. Monoidalis természetes transzformacio. Arra keressiik a valaszt, hogy

» ha a monoiddlis funktorok eqy kategoria objektumai, mik legyenek a nyilak?”

11.13. Definici6. Valamely (F, F? F°) és (G,G*,G°) : (C,®,I) — (C', &, I') mo-
noidélis funkorok esetén egy w : F' — G természetes transzformacié monoiddlis az
alabbi diagramok kommutativitasa esetén.

FZ,
Fr® Fy—=F(zx®y) ——FI

wo] e H w

z,y

Opmonoidalis funktorok kozotti w : FF — G természetes transzforméacié opmonoidd-
lis ha w® : G°°* — F°P monoidalis; azaz a fenti diagramokbol a vizszintes nyilak
megforditasaval nyert diagramok kommutativak.

11.14. Példak. (a) Minden monoidalis funktor identitas természetes transzfor-
mécidja monoidalis.

(b) Tetszoleges f : S — T halmazok kozotti figgvény fx (=) : Sx (=) = T x(—)
opmonoidalis természetes transzformaciot indukal a 11.7 Példa (g) pontjanak
opmonoidélis funktorai koézott.

(¢) Minden f : M — N monoid homomorfizmus f x (=) : M x (=) = N x (—)
monoidalis természetes transzforméciot indukal a 11.7 Példa (h) pontjanak
monoidalis funktorai kozott.
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(F,F?,F0)

(d) (C,®,1) |l¢ (C,@,I') pontosan akkor monoidélis természetes transzformécio ha

\_/(F,Fz’eV?FO)
(G,GZ,G"V\

(C.@*,I) |» (C',@",I') monoidalis természetes transzformaciéo 11.7 Példa

(G’Gzrevﬁco)

(i) pontjanak monoidalis funktorai kézott.
/N /N
() Ha ¢ |¢ ¢ és D |v D' monoidalis természetes transzformaciok, akkor

CxDllexvC xD is monoidalis természetes transzformacio a 11.7 Példa (j)

NS

F'xG
pontjanak monoidalis funktorai kdzott.

11.15. Feladat. Mutasd meg, hogy monoidalis természetes transzforméciok kompo-
zicidja és Godement-szorzata is monoidéalis természetes transzformécio.

11.16. Feladat. Igazold az aldbbi kategoériak izomorfiajat.

(i) A 1 — vec, monoidalis funktorok mint objektumok, és a monoidéalis termé-
szetes transzforméciok mint nyilak kategoriaja.

(ii) alg.

11.17. Feladat. Egy monoidalis kategoériak kozotti L 4 R adjunkciéra bizonyitsd be
az alabbi allitasokat.

(1) Bijektiv kapcsolat van R monoidélis, és L opmonoidélis strukturai kozott.
(2) Ha L er6sen monoidalis, akkor ugye monoidalis és opmonoidalis is. Ezért (1)
szerint R monoidalis. Mutasd meg, hogy erre a monoidalis struktirara az
adjunkcié egysége és koegysége monoidalis természetes transzformaciok.
Az ilyen adjunkciot (ahol tehat a bal adjungalt erésen monoidéalis), mo-
noiddlis adjunkcionak hivjak. Ilyen a 11.7 Példa (c) ¢és (d) pontjaban latott
k(—)=szabad
set L vecy adjunkci6 is.

~_
felejt6

(3) Tegytik fel, hogy L er6sen monoidélis, tovabba az adjunkcio egysége és koegy-
sége természetes izomorfizmus (azaz L és R ekvivalencia funktorok kolesono-
sen egymaés pszeudo-inverzei). Igazold, hogy ekkor R (1) pont beli monoidéalis
struktiraja is erds.

Az ilyen ekvivalenciat monoiddlis ekvivalencidnak hivjak. Ilyen a 11.10 Tétel
ekvivalenciaja is.
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