http://www.rmki.kfki.hu/ bgabr/

BEVEZETES A KATEGORIAELMELETBE
BME SPECI

BOHM GABRIELLA

TIZENHARMADIK ORA:. Gazdagitott kategoriaelmélet.

13. OrRA

A félév teljes anyaganak elérhetd a ,gazdagitott” altalanositasa (és még sok mas
eredmény). Mindennek bemutatasara ez az utolsé 6ra nem lehet elég. Téargyalasunk
meglehetdsen vazlatos lesz ezért. Erdekl§dSknek ajanlott tovabbi olvasmany:

Gregory Maxwell Kelly,

Basic Concepts of Enriched Category Theory,

Cambridge University Press, Lecture Notes in Mathematics 64, 1982.
Reprints in Theory and Applications of Categories, No. 10 (2005) pp. 1-136.

Mindvégig legyen (V, ®, I) egy lokélisan kis monoidalis kategoria. Bar nem tessziik
fel, hogy szigorian monoidalis, a 11.11 (Koherencia) Tételre hivatkozva tobbnyire
nem jeloljiik az asszociativitasi és egység kompatibilitas természetes izomorfizmusokat
(csak ahol valamiért fontos).

13.1. Gazdagitott kategoria. Idézziik fel az 1.1 Definiciobol a lokdlisan kis kate-
goria fogalmat (mint korabban, a szingleton halmazt itt is 1 jeloli). Egy lokalisan kis
C kategoria az alabbi adatokkal adott.

e Az objektumok C° osztalya,

e minden z,y € C%ra egy C(z,y) halmaz (az x — y nyilak halmaza),

e minden z € C’-ra egy i(x) : 1 — C(x, ) fiiggvény (ami 1 egyetlen eleméhez x
identitas nyilat rendeli),

e minden z,y,z € Cra egy m(z,y,2) : Cly,2)xC(x,y) — C(z, 2) fiiggvény (a
kompozici6 fiiggvény),

amire az aldbbi — halmazok kozotti fiiggvényekre vonatkozo — diagramok kommu-
tativak minden z,y, z,v € C° esetén.

idxm(z,y,z)

C(2,0)xCy, 2)xC(z, y) C(2,0)xC(z, 2)
m(y,z,v)Xid L lm(m,z,v)
Cly,v)xC(z,y) C(z,v)

m(z,y,v)
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idxi(x)

C(z,y) C(z,y)xC(z, z)
i(y)xidL lm(mmy)
Cly, y)xC(x, y) C(z,y)

m(z,y,y)

c sz

13.1. Definici6. Egy lokalisan kis (V, ®, I') monoidalis kategoridban gazdagitott (en-
riched) C kategoria — vagy rovidebben V-kategoria alatt az alabbi adatok Osszességét
értjik.

Az objektumok C° osztélya,
e minden z,y € C%ra egy C(z,y) objektum V-ben,

e minden z € C’ra egy i(z) : I — C(x, ) nyil V-ben,

e minden z,y, 2z € Cra egy m(x,y, 2) : C(y, 2)®@C(x,y) — C(z, z) nyil V-ben,
amire az alabbi — V-beli nyilakra vonatkoz6 — diagramok kommutativak minden
x,y,z,v € CY esetén.

ideom(z,y,z
C(z,0)8C(Y, 2)0C(2,y) —— s (2, v)@C(x, 2)
m(y,z,v)@idl Lm(mvzzv)
C(y. 0)&C(e, )~ Clar0)
id®i(x)

C(z,y) C(z,y)@C(z, z)

i(y)®idl \ Lm(m,x,y)

Cly, y)@C(z,y) C(z,y)

m(z,y,y)

13.2. Feladat. Illeszd be a 13.1 Definicidba V elhagyott asszociativitas és egység
kompatibilitasi természetes izomorfizmusait.

13.3. Példak. (a) Egy (set, x,1)-ben gazdagitott kategoria pontosan egy lokali-
san kis kategoria.
(b) Az (Ab, ®y, Z)-ben gazdagitott kategoridk az tn. additiv kategoridk. Definialo
adataik a kovetkezdk.
e Az objektumok C° osztélya,
e minden z,y € C’ra egy C(z,y) Abel-csoport,
e minden z € C'ra egy i(z) : Z — C(z,z) Abel-csoport homomorfizmus
(amit meghataroz az 1 € 7Z generator képe),
e minden x,y,2 € C'ra egy m(z,y,2) : Cy, 2)®@zC(z,y) — C(z, z) Abel-
csoport homomorfizmus.
Ilyen pl. barmely R gyfird esetén az R-modulusok kategoridja (az M — N
R-modulus homomorfizmusok Abel-csoportot alkotnak a pontonként definialt
mitivelettel) igy az adott test feletti vektorterek kategoriaja és maga Ab is.
(c) Barmely k test esetén a (vecy, ®y, k)-ben gazdagitott kategoridk az un. linedris
kategoriak. Definialo adataik a kovetkezdk.
e Az objektumok C° osztélya,
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e minden z,y € C’ra egy C(z,y) vektortér k felett,

e minden z € C%ra egy i(z) : k — C(x, r) linearis leképezés (ami k ciklikus
k-modulus volta miatt az 1 € k szam képével, azaz C(x, x) egy kivalasztott
elemével, az x egység nyilaval adott),

e minden z,y,z € C'-ra egy m(z,y, 2) : C(y, 2)®xC(z,y) = C(z, 2) lineéris
leképezés.

Ilyen pl. barmely A k-algebra esetén az A-modulusok kategoriaja (az M — N
A-modulus homomorfizmusok lineéris teret alkotnak a pontonként definialt
miiveletekkel) igy maga vecy is.

Nézziik meg részletesebben mik a (cat, x, 1)-ben gazdagitott kategoridk, az
un. 2-kategoridk. Egy C 2-kategoriat az alabbi adatok alkotjak.

e Az objektumok C° osztalya. Ennek elemeit C 0-celldinak is hivjuk.

e Minden z,y € C-ra egy C(x,y) kis kategoria, az un. hom kategoria.
Ennek

— objektumait C (z forrasu, y céla, vagy rovidebben x — y) 1-celldinak,
— nyilait C 2-celldinak,

— kompoziciojat C fiiggdleges kompoziciojanak,

— identitas nyilait C identitas 2-celldinak nevezziik.

e Minden z € C%ra egy i(x) : 1 — C(z,x) funktor. Azaz egy kitiintetett
xr — x 1-cella, amit x identitds 1-celldjanak hivunk.

e Minden z,y,z € C%ra egy C(y,2)xC(z,y) — C(z,z) funktor, amit C
vizszintes kompoziciojanak neveziink.

Egy 2-cellara az alabbi dualis, ekvivalens jeloléseket hasznaljuk (lasd a 7. ora
elejét).

;
0 N /
x\ﬁw/gy z oy

Ebben a jelolésben a fiiggleges kompoziciot egymas ala rajzolassal, a viz-
szintes kompoziciot egymés mellé rajzolassal abrazoljuk (innen a nevek). Jol
latszik, hogy fiiggslegesen azok a 2-cellak komponalhatok egymassal, melyek-
nek kozos hatérold 1-cellajuk van. Vizszintesen pedig azok az 1- és 2-celldk
komponalhatok, amiknek kozos hatérold 0-cellajuk van.

A vizszintes kompozicio funktor volta azt jelenti, hogy identitas 2-celldk
vizszintes kompozicidja identitas 2-cella és

f g
T f Yy g z
PN
1" q"

tipusu 2-cellakra teljesiil a 4.5 Feladatban latott , kozépsé négy felcserélési sza-
bély (middle four interchange law)”.
A félév soran lattunk mar 2-kategoriakat (csak nem neveztiik igy Gket).
Minden lokalisan kis A kategoria meghatéaroz egy D(A) diszkrét 2-kategoriat.
e Az objektumok osztalya A objektumainak A° osztalya.
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e Minden z,y € A%ra D(A)(z,y) az A(x,y)-on, mint objektumok halmazan
definialt diszkrét kis kategoria (aminek csak identitas nyilai vannak, igy
D(A)-ban csak identitas 2-celldk vannak).

e Az identitas 1-cellak A identitas nyilai és

e a vizszintes kompozicié A kompozicidja.

Minden szigordan monoiddlis (M, ®, 1) kategoria meghataroz egy B(M) 2-
kategoriat.

e Az objektumok osztalya szingleton halmaz.

e Az egyetlen hom kategoria M.

e Az egyetlen identitas 1-cella az I monoidalis egység és

e az egyetlen vizszintes kompozicié funktor a ® monoidélis szorzas.

A Cat 2-kategoriaban
e Az objektumok a kis kategoriak.
e Minden A és B kis kategoridra Cat(A, B) a 4.2 Allitas kategoridja. Ennek
— objektumai a A — B funktorok,
— nyilai a természetes transzforméciok,
— kompozicidja a természetes transzforméaciok kompozicidja,
— identitas nyilai az identitas természetes transzformaciok.

e Az identitas 1-celldk az identitas funktorok.

e A vizszintes kompozicié az 1-cellikon a funktorok kompozicidja, a 2-
cellakon a természetes transzformaciok Godement-szorzata.

A Mon 2-kategoéridban

e Az objektumok a kis monoidalis kategoriak.

e Minden A és B kis monoidalis kategoriara Mon(A,B) a 11.12 Allitas (1)
pontjanak kategoriaja. Ennek

— objektumai a A — B monoidalis funktorok,

— nyilai a monoidalis természetes transzforméciok,

— kompozicidja a monoidélis természetes transzformaciok 11.15 Fel-
adatbeli kompozicidja,

— identitas nyilai az identitas természetes transzformaciok.

e Az identités 1-cellak az identitas funktorok.

e A vizszintes kompozici6 az 1-celldkon a monoidalis funktorok (11.4) kom-
pozicidja, a 2-celladkon a monoidalis természetes transzformaciok 11.15
Feladatbeli Godement-szorzata.

Szimmetrikusan definidlhaté a monoidélis kategoériak, opmonoidalis funkto-
rok és opmonoidalis természetes transzformaciok OpMon 2-kategoriaja. Mind
Mon-ban, mind OpMon-ban rész 2-kategoriat kapunk, ha 1-cellakként csak erd-
sen monoidalis funktorokat engediink meg. Ebben is rész 2-kategériat kapunk,
ha 1-celldkként csak szigorian monoidalis funktorokat engediink meg, lasd a
11.12 Allitas pontjait.

A Brd 2-kategoéridban
e Az objektumok a kis fonott monoidéalis kategoriak.
e Minden A és B kis fonott monoidéalis kategoriara Brd(A, B) a kovetkezd:
— objektumai a A — B fonott monoidélis funktorok,
— nyilai a monoidalis természetes transzforméciok,
— kompozicidja a monoidélis természetes transzformaciok 11.15 Fel-
adatbeli kompozicidja,



BEVEZETES A KATEGORIAELMELETBE 5

— identitas nyilai az identitas természetes transzforméaciok.

e Az identitas 1-celldk az identitas funktorok.

o A vizszintes kompozicié az 1-celldkon a fonott monoidalis funktorok 12.10
Feladatbeli kompozicidja, a 2-cellakon a monoidalis természetes transzfor-
maciok 11.15 Feladatbeli Godement-szorzata.

Duélisan definialhat6 a kis fonott monoidélis kategoridk, fonott opmonoidalis
funktorok és opmonoidalis természetes transzforméciok 2-kategoriaja.

(e) Tegyiik fel, hogy V minden x objektumara a (—) ® z : V. — V funktornak van
[z, —] modon jeldlt, és belsd homnak (internal hom) nevezett jobb adjungélt-
ja. Ekkor azt mondjuk, hogy a (V,®,I) monoidalis kategoria zdrt (closed).
Ilyen, zart monoidalis kategoria (set, x, 1), (cat, x, 1), barmely R kommuta-
tiv gytird esetén (mod(R), ®g, R) — igy (Ab, ®z,7) és minden k test esetén
(vecy, ®y, k)) — és barmely G csoport esetén (G-set, x, 1) az alabbi adjunkciok

révén.
) —xC —®rM —xS
set L set cat L cat mod(R) L mod(R) G-set L G-set
set(S,—) cat(C,—) mod(R)(M,—) G-set(S,—)
ahol a harmadik esetben az R-hatas mod(R)(M, N)-en, barmely N' R-modulus
esetén,

(r-f)(m):= f(r-m)=r-f(m), VreR,femod(R)(M,N), mée M,
és az utolso esetben a G-hatas G-set(S, X)-en, barmely X G-halmaz esetén, a
(g-N)z):=flg~ -x) Vgel, feGset(S X), veX

kontragradiens hatés.

Jelolje az (—) ® x - [z,—] : V — V adjunkci6 egységének komponenseit
{ny 1y = 7,y ® 7] }yevo és jeldlje a koegység komponenseit {e : [7,y] ® v —
Ytyevo. A (V,®,I) zart monoidalis kategoria meghatéaroz egy H(V)-vel jelolt
V-ben gazdagitott kategoriat az aldbbiak szerint.

Az objektumok osztalya V objektumainak VY osztalya.
Minden z,y € VO-ra H(V)(z,y) := [z, y].
minden x € VO-ra i(z) :=n?: I — [z, z].
Minden z,y, z € V%-ra m(z,y, 2) az aldbbi nyil V-ben.

My, 10w,y [7,i[y,2]®e]] [z,¥]

[, [y, 2] ® [z, y] ® 7]

[, [y, 2] @ y] [z, 2].

Eszerint set, cat, barmely R kommutativ gytrd esetén mod(R), barmely k
test esetén vecy, és barmely G csoport esetén G-set = cat(G,set) dnmagdban
gazdagitott (self-enriched).

(f) Ahogy egy hagyoményos monoidot (azaz egység elemes félcsoportot) tekinthetiink
egy objektumu kategoriaként (lasd az 1.5 Példa (2.c) pontjat), egy monoidot a (V, ®, I)
monoidalis kategériaban is tekinthetiink egy objektumi V kategoriaként. Ez esetben
a definial6 adatok a kovetkezdk.

ly, 2] @ [z, 9]

e Az objektumok osztéilya szingleton halmaz,
e az egyetlen objektumra egy a objektum V-ben,
e az egyetlen objektumra egy u : I — a nyil V-ben,
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e az egyetlen objektumra egy m : a®a — a nyil V-ben,

amikre a 13.1 Definicié diagramjai kommutativak. Mivel ez esetben a 13.1 Definicio
diagramjai a 12.12 Definici6 diagramjaiva redukalédnak, ez pontosan egy (a,m,u)
monoid V-ben.

13.4. Feladat. A 13.3 Pé¢lda (d) pontjaban latott B(M) 2-kategoria definiciojahoz
miért kell M monoidalis struktiarajanak szigortusaga?

13.5. Feladat. Ellendrizd a 13.3 Példa (e) pontjaban felsorolt adatokra a 13.1 Defi-
nicié diagramjainak kommutativitasat, azaz igazold, hogy minden zart monoidalis V
kategoriara a mondott H(V) valoban V-ben gazdagitott kategoria.

13.2. Gazdagitott funktor. Idézziik fel a lokalisan kis kategoridk kozotti funktorok
3.1 Definiciojat. Egy ilyen F' : C — C’ funktort az aldbbi adatok definidlnak.

e Egy FO: C% — C" fiiggvény,

e minden z,y € C° objektumra egy F,, : C(x,y) — C'(F°z, F'y) fliggvény,
amire az aldbbi — halmazok kozotti fiiggvényekre vonatkoz6 — diagramok kommu-
tativak minden z,y, 2 € C° objektum esetén.

m(z,y,2)

Cly, z)xC(zx,y) C(zx, 2) 1— C(z,2)

Fy,zXFz,yl/ lFac,z H sz,z

C'(FOy, FO2)xC'(F%z, F%) C'(F x, F°z) 1——— C(F, FOx)

i/ (FOz)

/
F‘Ox,FOy,FOz

c s 02

13.6. Definicio. Egy lokdlisan kis (V,®, 1) monoiddlis kategoridban gazdagitott (en-
riched) C — C’ funktor — vagy rovidebben V-funktor alatt az aldbbi adatok dsszességét
értjiik.

o Egy FV: C° — C" fiigguény,

e minden x,y € C° objektumra egy F,, : C(x,y) — C'(Fx, F'y) nyil V-ben,
amire az aldbbr — V-beli nyilakra vonatkozo — diagramok kommutativak minden
x,y,z € CO objektum esetén.

m(z,y,z)

Cly, 2)@C(x,y) C(zx, 2) [ —C(z,x)

Fy,z®Fm,yl le,z H le,m

C'(FO, FO2)@C' (F%z, FO) C'(FOz, F°2) I ——— C'(F°, FOx)

i'(FOz)

/FOz,FOy,FOz
13.7. Definici6é. Egy F' : C — C' V-funktort hien telinek mondunk, ha F,, :
C(z,y) — C'(F°z, FY) izomorfizmus V-ben minden z,y € C° objektumra.

13.8. Példak. (a) Egy (set, x,1)-ben gazdagitott funktor pontosan egy lokalisan
kis kategoridk kozotti funktor.
(b) Az (Ab, ®z, Z)-ben gazdagitott funktorok az un. additiv funktorok. Egy F :
C — (' additiv funktor definialo adatai tehat a kovetkezsek.
o Egy F': C% — C" fiiggvény,
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e minden z,y € C° objektumra egy F,, : C(z,y) — C'(F°z, F'y) Abel-
csoport homomorfizmus.
tor és a bal adjungaltja.

(c) Barmely k test esetén a (vecy, ®y, k)-ben gazdagitott funktoro az an. linedris
funktorok. Egy F': C — C' additiv funktor definialé adatai tehat a kovetkezd-
ek.

o Egy FO:C% — C" fiiggvény,

e minden z,y € C° objektumra egy F,, : C(z,y) — C'(F'z, F%) linearis

leképezés.
Ilyen pl. barmely k-algebra modulusainak kategoériajabol vec,-ba mend felejts
funktor és a bal adjungaltja.

(d) A (cat, x,1)-ben gazdagitott funktorok az tn. 2-funktorok. Egy F : C — C'
2-funktor definialo adatai tehéat a kovetkezGek.

o Egy F0:C° — C” fiiggvény,

e minden z,y € C° objektumra egy F,, : C(z,y) — C'(F°x, F'y) funktor.
Mivel egy funktor maga is két (kompatibilis) fiiggvénnyel adott, F' tehat harom
fiiggvénnyel adott — a 0-, 1- illetve 2-celldkon — amik szigorian 6rzik a 2-
kategoria minden struktirajat.

(e) Egy V-funktor egy objektumu V-kategoriak kozott pontosan egy monoid mor-
fizmus a 12.12 Definicié értelmében.

13.3. Gazdagitott természetes transzformacio. Idézziik fel — céljainknak alkal-

masan atfogalmazva — a lokélisan kis kategoriak kozotti funktorok kozotti természetes
F

. . . . /\
transzformdcio 4.1 Definicidjat. Eszerint egy C ﬂgﬁ C' természetes transzformé-

\_/

G

ci6 komponenseinek { F0z L GOy }reco Osszességével adott, amit interpretalhatunk
gy is, mint

e minden z € C° objektumra egy ¢, : 1 — C'(F'z, G%2) fiiggvény,
amire az alabbi — természetességet kifejezd, halmazok kozotti fiiggvényekre vonatkozo

— diagram kommutativ minden z,y € C° objektum esetén.

Py X Fuy

C(z,y) C'(FO,G%)xC'(F°z, F%)  hi (¢y, Fh)
Gw,ngpwj lm’(FOx,FOy,GOy) [ ]
C'(G%, GY)xC'(F%z, G°z) —— C'(F'x, G%) (Gh, pz) = Ghop, = p,0Fh

m/ (FOx,G0z,G%)
Ennek analogiajara fogalmazzuk meg a kovetkezét.

13.9. Definicié. Egy lokdlisan kis (V,®, I) monoiddlis kategoridban gazdagitott (en-
riched) ¢ : F — G természetes transzformécié — wagy révidebben V-természetes
transzforméacio alatt az aldbbi adatok Osszességét értyiik.

e minden x € C° objektumra eqy I — C'(F°x, G%x) nyil V-ben,
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amire az aldbbi — V-beli nyilakra vonatkozo — diagram kommutativ minden x,y € C°
objektum esetén.

Py®Fz,y

C(x,y) C'(FY, G%)@C (FOx, FO)
G’x,y®<pxl lm/(FOx,FOy,GOy)

/ 0 0 / 0 0 / 0 0
¢ (G z: G y)®c (F T G x)m/(Fow,G’Oz,GOy)C (F . G y>

c e,

ban, vagy set-ben gazdagitott kategoriaként is (lasd a 13.3 Példa (b) és (c) pontjat).
Erezziik, hogy emogott a vec — Ab — set felejté funktorok allnak. Alédbb precizen
tisztazzuk, hogyan indukal barmely V. — W monoidalis funktor egy (2-)funktort a

Ahogy azt kozdnséges funktorok esetén is tettiikk mindig, mostantol elhagyjuk a V-
funktorok objekum fiiggvényében a 0 indexet (FYx helyett egyszertien Fa-et frunk).

13.10. Tétel. Az aldabbi adatok eqy — szokdsosan V-Cat-val jelolt — 2-kategoridt
alkotnak.
o (-cellak a V-kategoridk.
1-celldk a V-funktorok.
2-celldk a V-természetes transzformdciok.
Az identitds 2-cella (identitds V-természetes transzformdcid) egy adott F

C — C' V-funktoron { I ) C'(Fx, Fx) }peco-

F

PR
C—ﬂcf% ¢ 2-celldk fiiggdleges kompozicioja

! { i C'(Gzx,Hzr) ® C'(Fz,Gx) C'(Fx,Hz) }yeco.
o Az identitds 1-cella (identitds V-funktor) eqy adott C-kategdridn

m/(Fz,Gz,Hz)

(CO €O, {C(x,2) "> C(2,2) Joec)-

. . Lo F G .
e Vizszintes kompozicio a C— C' —=C" 1-celldkon

GFz,Fz

(COE 0L { C(a,2) 2 C(Fa, Fr) 22502 CN(GF, GFx) Yaeco),

F G

N X\ )
a C |y C |v C" 2-cellikon pedig
~_ 7 ~_ 7
F fed
- 'YF/x®GFx,F/x m" (GFz,GF'z,G'F'x)
{ 1% C(Fa, F'z) — C"(GF'z, G'F'z) ® C"(GFx, GF'z) — C"(GFx,G'F'x) Yoeco =
Gy 1 &VFe m!(GFz,G'Fa,G' F'x)

{I hd C(Fz,F'lz) = C'"(G'Fx,G'F'z)  C"(GFz,G'Fz) - C"(GFz,G'F'x) },cco.
Bizonyitds. Ezt 6néllo feladatnak hagyjuk. 0J

13.11. Tétel. Bdrmely (H,H* H°): (V,®,I) = (V', &', I') monoiddlis funktor H, :
V-Cat — V'-Cat 2-funktort indukdl a 13.10 Tétel 2-kategoridi kiozott.
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Bizonyitds. (Vézlatosan.) A 0-celldkon tetszéleges C V-kategoridhoz H,C V'-kategoriat
kell rendelniink:

o (H,C):=C"

e minden z,y € C’ra (H,C)(z,y) := HC(x,y),

e minden z € C’-ra [’iHIIi(@HC(x,x) :

e minden z,y, z € C’ra

Hm(z,y,2)

HC(y,2) @ HC(z,y) 2> H(C(y, 2) ® Cz, y)) —"2 HC(x, 2) .

Ellenérizendd, hogy ez kommutativva teszi a 13.1 Definicié diagramjait, azaz valéban
V'-kategoriat definial.

Az 1-cellakon tetszsleges F' : C — C' V-funktorhoz H,F : H,C — H,C' V'-funktort
kell rendelniink:

o (H.C)PY=C0™cn=(H,0)P,

e minden z,y € Cra (H.C)(x,y) = HC(x,y) 2 HC (x,) = (H.C')(z,y)

Ellenérizendd, hogy ez kommutativva teszi a 13.6 Definicié diagramjait, azaz valéban
V'-funktort definial.

N A
A 2-cellédkon tetszoleges C ﬂ@ C' V-természetes transzformaciohoz H,C ﬂ H.po H,C'
N7 ~_ 7
a H.G
V'-természetes transzforméciot kell rendelniink:

o minden z € C'ra I' o HT1 "% HC'(Fu, Go) = (H.C')((H.F)z, (H.G)z).
Ellenérizendd, hogy ez kommutativva teszi a 13.9 Definici6 diagramjat, azaz valéban
V'-természetes transzforméciot definial.

Ellenérizendd, hogy az igy definidlt fiiggvények a 0-, 1- és 2-celldkon 6rzik a 2-
kategoria Osszes struktirajat. O

13.12. K6vetkezmény. Minden (V,®, 1) monoiddlis kategoridban az I monoiddlis
eqyséq (trividlis) monoid, ldsd a 12.22 (1) Allitds bizonyitdsdt. Igy a 12.21 Feladat
szerint a V(I,—) : V — set funktor monoiddlis. Tehdt a 153.11 Tétel szerint U :=
V(I,—).:V-Cat — Cat 2-funktort indukdl.
Bdrmely CV-kategoria ezen U 2-funktor dltali képét alulfekvs kategoridjanak hivjuk.
Ezxpliciten,
o (UQ) =C"
e minden x,y € C° objektumra (UC)(x,y) = V(I,C(z,y)) halmaz,
e minden x € C° objektumra 1 — V(I,C(x,x)) figguény az egyetlen objektumot
i(x)-be kildi,
e minden x,y,z € C° objektumra a V(I,C(y,2)) x V(I,C(z,y) — V(I,C(z, 2))

m(z,y,z)

figgvény egy (f,q) nyil pdrt a A C(y, z) ® C(z,y) —— C(x,2z) V-beli
nyilba kild.
Barmely F : C — C' V-funktornak a fenti U 2-funktor dltali képét alulfekvs funkto-
ranak hivjuk. FExpliciten,
o (UF) = F",
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e 2,y € CO objektumra (UF),, =V(I,F,,):V(I,C(z,y))—=V(I,C(Fz, Fy)).
F
Bdrmely C ﬂso C' V-természetes transzformdcionak a fenti U 2-funktor dltali képét
NG

a
alulfekvé természetes transzformaciojanak hivjuk. Fxpliciten,

e = € C° objektumra ¢, € V(I,C'(Fz,Gx)) = (UC)(Fz,Gz).

13.13. Feladat. Tetszoleges C 2-kategoria (mint cat-kategoria) esetén ird le expliciten
az UC kategoriat.

13.14. Feladat. Barmely F' : C — C' V-funktorra, és a 13.12 Koévetkezmény U :
V-Cat — Cat 2-funktorara igazold a kovetkezdsket.

(1) Ha F hten teli (mint V-funktor a 13.7 Definicié értelmében) akkor UF' ko-
zonséges funktor hi (a 3.12 Definicio értelmében) és teli (a 3.15 Definicio
értelmében).

(2) Azon tovabbi feltevés mellett, hogy V(I,—) : V — set funktor visszaveri az
izomorfizmusokat, F' akkor és csak akkor hien teli (mint V-funktor) ha UF
(k6zonséges funktor) hi és teli.

Kedvenc Ab(7Z, —) : Ab — set és vecy(k, —) : vecy — set felejtd funktoraink visszaverik
az izomorfizmusokat (ellendrizd), igy (2) hasznos eszkoéz. (Vajon cat(l, —) : cat — set
visszaveri az izomorfizmusokat, igy (2) hasznalhat6 2-funktorokra?)

13.5. Szorzat és ellentett gazdagitott kategoéria. Ezek konstrukciojahoz fell kell
Erre tenni, hogy V szimmetrikus monoidalis kategoria.
nem
maradt
1dd.

13.15. Allitas. Bdrmely C és C', valamely (V,®, I, 0) szimmetrikus monoiddlis kate-
goriaban gazdagitott kategoridra az alabbi adatok eqy — Cx C'-vel jelolt — V-kategoridat
hatdroznak megq.

o (Cx (N0 :=0Cx ("

o minden x,y € C° ésa’,y' € C° objektumra (Cx C")((z,2"), (y,v)) = Cz,9y)®

(', y),
o minden x € CY és 2’ € C° objektumra
i(x)®i' (z')

I ——C(z,2) @ C'(2/,2") = (Cx C')((x,2'), (z,2")) ,
o minden x,y,z € C° és 2’y 2 € C° objektumra

(CxCN(yy Wz, 2" )X(CXC N (2" Wy y') (CxC')N(@,2")(2,2).
Cly.2)@C (Y, ) @Cz,y) @C(2y') = Cly,2) @C(z,y) 0 C'(y,2") @ C(a'y') = Cz,2)@C(22")
"

id®o®id m(z,y,z)@m’ (' y’,2")

Bizonyitds. A 13.1 Definici6 diagramjainak kommutativitasat ellenérizve. Legyen 6n-
allo feladat. O

13.16. Allitas. Bdrmely C, valamely (V,®,1,0) szimmetrikus monoiddlis katego-
riaban gazdagitott kategoridara az aldbbi adatok eqy — C°P-val jelolt — V-kategoriat
hatdroznak meg.

° (Cop>0 - CU,
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e minden x,y € C° objektumra C°P(x,y) := C(y, z),

e minden x € C° objektumra I e C(x,z) = CP(z,x) ,
e minden x,y,z € C° objektumra

(z,9,2)

C®(y, 2) ® C®(z,y) = C(z,y) ® Cy,2) % C(y,2) ® C(z,y) — > C(z,x) = CP(z, 2).

Bizonyitds. A 13.1 Definici6 diagramjainak kommutativitasat ellenérizve. Legyen 6n-
allo feladat. U

A 13.16 Allitas fényében szimmetrikus monoidalis kategoriadban gazdagitott katego-
riakkal dolgozva hasznalhatjuk a dualitds eszkozét. Kedvenc gazdagité kategoridink
— set, Ab, vec, cat — szimmetrikus monoidalisak, lasd a 12.4 Példa (a) és (b) pontjat.

13.17. Feladat. Terjeszd ki a 13.15 Allitas szorzat konstrukciojat és a 13.16 Allitas
ellentett konstrukciojat szimmetrikus monoidalis kategoridban gazdagitott funktorok-
ra és természetes transzformaciokra.

13.6. Gazdagitott Yoneda-Lemma. Legyen (V,®, ) egy lokalisan kis zart mo-
noidalis kategoria, amit tekinsiink V-kategoriaként a 13.3 Példa (e) pontjaban latott
moédon. Minden x € VY objektumra hasznéljuk a (=) @ z - [z, —] : V — V adjunkci6
egységére és ko-egységére a 13.3 Példa (e) pontjaban hasznalt jelolést.

13.18. Konstrukcié. Barmely C V-kategoria tetszéleges ¢ objektuma meghatéroz
egy C(¢,—) : C — V V-funktort az alabbi adatokkal.

o C' -5 VY 2 C(c, 2),

e minden z,y € C° objektumra

C(e,x)
C(z,y)

K [Cle,z),m(c,z,y)]
C('Tu y) = [C(Ca SL’), C(l’, y) ® C<Cv I‘)} - [C(C7 I)? C(Cu y)]
Ellenérizendd, hogy ez kommutativva teszi a 13.6 Definicié diagramjait, azaz valéban
V-funktort definial.

13.19. Tétel (Gazdagitott Yoneda-Lemma gyenge alakja). Tetszdleges ¢ € C°
objektum, és F' : C — V V-funktor esetén az aldbbi halmazok kozotti bijekcio dall fenn.

V-cat(C,V)(C(c, —), F') = V(I, Fe).
Bizonyitds. 1.9 Fejezet itt: Kelly: Reprints in TAC 10 (2005). O

A gazdagitott Yoneda-Lemma erds alakja halmazok kozotti bijekcio helyett V-beli
izomorfizmust bizonyit (aminek ez a V(I,—) : V — set funktor altali képe). Ehhez
fel kell tenni V teljességét is a 9.1 Definici6é értelmében, és még a kimondasahoz is
olyan limesz fogalomra van sziikség (V-ben), aminek a bevezetésére nincs elég idénk.
Olvassatok utana a 2.4 fejezetben itt: Kelly: Reprints in TAC 10 (2005).

13.7. Gazdagitott adjunkci6 és ekvivalencia. Az itt felsorolt definiciok és allita-
sok egy része tetszbleges 2-kategoriara ugyanugy miikodik mint itt a 13.10 Tétel V-Cat
2-kategoriajara. Mas résziik hasznélja a 13.19 Yoneda-Lemmét (a fenti gyenge alakja-
ban) igy specifikusan V-Cat tulajdonségait. Bizonyitasokra nincs idénk, megtalaljatok
az 1.11 Fejezetben itt: Kelly: Reprints in TAC 10 (2005).

Mostantol (V, ®, I, 0) zart szimmetrikus monoidalis kategoria, V-kategoriaként te-
kintve a 13.3 Példa (e) pontjaban latott modon.


http://www.tac.mta.ca/tac/reprints/articles/10/tr10abs.html
http://www.tac.mta.ca/tac/reprints/articles/10/tr10abs.html
http://www.tac.mta.ca/tac/reprints/articles/10/tr10abs.html
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L
. RS
13.20. Allitas (hasznélja a Yoneda-Lemmat). Bdrmely C D V-funktor pdr ese-
~__
R
tén bijekcio van az aldbbi struktirdk kozott.
D(L(=),—)
(i) CPxD [[@ V V-természetes izomorfizmus.
C(—R(-))
idc R L
7 N\ ~
(i) C |n C é D |e D V-természetes transzformdciok, amikre
D /R \\d—//
idp

S C———C
A ANVZEEE NS N
pee— D pZY——D

identitds V-természetes transzformdciok.

Ezen feltételek teljesiilése esetén az (L, R) pdrt V-adjunkcionak hivjuk és a kordbbi
L — R jelolést hasznaljuk.

Tetsz6leges 2-kategoriaban egy adjunkciot a 13.20 Allitas (ii) pontjanak 2-cellai
definidlnak.

13.21. Kovetkezmény. Minden 2-kategoridban — igy konkrétan 13.10 Tétel V-cat
2-kategoridjiban — a 7.2 Tétel, a 7.6 Allitds és a 7.1 Feladat zsinor diagramokkal
megfogalmazott bizonyitdsdt egy az egyben megismételve igazolhatoak az aldbbiak.

(1) Ha létezik a V-adjungdlt akkor \/-természetes izomorfizmus erejéig eqyértelmd.

(2) Ho LAR:C —-Cés L' 4R :C" — C V-adjunkciok akkor L'L 4 RR' is
V-adjunkcio.

(3) Barmely LA R:D — Cés L' 4R : D" — C' V-adjunkcio esetén, és barmely
F.C — CésG:D — D V-funktor esetén bijekcio van az LF — GL' és az
FR — RG V-természetes transzformdcick kozott.

13.22. Allitas. (1) Ha L 4 R V-adjunkcio, akkor (a 13.12 Koévetkezmény U :
V-Cat — Cat 2-funktordra) UL 4 UR adjunkcio.

(2) Azon tovdabbi feltevés mellett, hogy V(I,—) : V — set funktor visszaveri az izo-

morfizmusokat, eqy L V-funktornak pontosan akkor létezik R jobb V-adjungdltja,

ha U L-nek létezik jobb adjungdltja (ami persze természetesen izomorf U R-rel).

13.23. Allitas. Bdrmely L 4 R V-adjunkciora (és a 13.12 Kovetkezmény U : V-Cat —
Cat 2-funktordra) az alabbi dllitdsok ekvivalensek.
(i) R (mint V-funktor) hien teli.
(ii) UR (mint funktor) hi és teli.
(i) Az L 4 R V-adjunkcio koegysége invertdlhato (mint V-természetes transzfor-
macio).
(iv) Az UL A UR adjunkcio koegysége invertdlhatd (mint természetes transzformad-
cid).
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13.24. Definicié (minden 2-kategoriaban ugyanigy). V-ekvivalencia alatt az alabbi
adatok Osszességét értjiik.

e F':C— D és G:D — C V-funktorok,

e idc — GF ésidp — F'G invertalhatd V-természetes transzformaciok.

Némileg pongyolan F-et (vagy G-t) is V-ekvivalencianak hivjuk ha létezik (F,G,
idc =2 GF,idp = FG) V-ekvivalencia.

13.25. Tétel. Barmely F' V-funktorra a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek.

(i) F V-ekvivalencia.
(ii) F' (mint V-funktor) hilen teli és (a 13.12 Kovetkezmény U : V-Cat — Cat
2-funktordra) UF' lényegében szirjektiv az objektumokon.

13.26. Kovetkezmény. (1) Ha F V-ekvivalencia akkor UF ekvivalencia.
(2) Azon tovdbbi feltevés mellett, hogy a V(I,—) : V — set funktor visszaveri az
izomorfizmusokat, F' akkor és csak akkor V-ekvivalencia ha UF' ekvivalencia.
Példdul eqy linedris funktor pontosan akkor linedris ekvivalencia, ha az alulfekvd funk-
tor ekvivalencia.

13.8. Gazdagitott limesz. Idénkbe végképp nem fér bele, ajanlott irodalom a 3.
Fejezet itt: Kelly: Reprints in TAC 10 (2005).

WIGNER F1ZIKAT KUTATOKOZPONT, 1525 BUDAPEST 114, Pr. 49
e-mail: bohm.gabriella@wigner.hu
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