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BEVEZETES A KATEGORIAELMELETBE
BME SPECI

BOHM GABRIELLA

MASODIK ORA:. specidlis nyilak — izomorfizmus, epimorfizmus, monomorfizmus és
felhasad6 valtozatai.

2. ORA
Az alabbiakban C kategoria alatt az

O=—i—=C'« " C'xcC :={(a,b) €C x C" | s(a) = i(b)}

-
t

adatok el6z6 6ran megismert Gsszességét értjiik.

2.1. Izomorfizmus.

2.1. Definici6. Barmely kategoria x A y nyila izomorfizmus ha létezik olyan y L
nyil amire go f =i(x) és fog=1i(y).
!
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Terminologia: g az f inverze (jelolése: g = f~1);
x és y izomorf objektumok (jelGlése: = = y).

2.2. Példa. Minden x objektumra az i(z) egységnyil izomorfizmus, i(x) ™' = i(z) (igy
r = x).

2.3. Allitas. (i) Izomorfizmusok inverze egyértelmi.
(ii) Bdrmely x —f>y izomorfizmus f~1 inverze izomorfizmus és (f~1)7! = f.

(iii) Ha x—f>y €s y—g> 2z kompondlhato izomorfizmusok, akkor g o f is izomor-
fizmus és (go f)t = flog™t (,z20kni-cipd tétel”).

/

Bizonyitds. (i) Ha y Zox oés yq isinverze z A y nyilnak, akkor
g =goily)=gofog=ilr)og=y
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Rajzban:

(ii) Definici6 szerint f~' o f = i(x) és fo f~' = i(y). Igy (i) szerint f~' egyértelmii
inverze f.
(i) go foflog !t =goi(y)og ! =gog ' =i(z)és floglogof=
froi(y)of=flof=i(x) Igy (i) szerint g o f egyértelmt inverze f~' o g~ '.
Rajzban:

1

g ! =t f g
Z—y — T ——y —

O

2.4. Definicié. Grupoid (magyarul???) alatt olyan kategoriat értiink, melynek min-
den nyila izomorfizmus.

A 2.2 Példabol és a 2.3 Allitashol a kovetkezs adodik.

2.5. Kovetkezmény. Minden C kategoriaban részkategoria az alabbi modon definidlt
maximalis grupoid G:

G’ =’ és G'={ feC| f izomorfizmus }.

2.6. Feladat. Egy monoidot egy objektumu kategoriaként tekintve (mint az 1.5 Példa
(2.c) pontjaban) mik az izomorfizmusok? Mely monoidok esetén lesz minden nyil
izomorfizmus (avagy mi az egy elemd@ grupoid)?

2.7. Feladat. Igazold, vagy ellenpéldaval cafold az alabbi &llitasokat. (Emlékezz,
hogy az 1.5 Példa (2.a) pontja szerint egy kategoria diszkrét ha minden nyila egység-
nyil.)
e Minden diszkrét kategoria grupoid.
e gy grupoidban barmely két objektum izomorf.
e Ha egy grupoidban nincsenek egymaéstol kiillonb6z6 izomorf objektumok, akkor
diszkrét.
e Ha egy el6rendezett halmaz kategoriaként tekintve (mint az 1.5 Példa (1.b)
pontjaban) grupoid, akkor diszkrét.

c sz

2.8. Példak. (a) A halmazok set kategoridjaban az izomorfizmusok pontosan a
bijektiv fiiggvények. Két halmaz tehat pontosan akkor izomorf, ha azonos a
szamossaguk.
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aris leképezések. Két vektortér tehat pontosan akkor izomorf, ha azonos a
dimenziojuk.

(¢) A monoidok mnd kategoridjaban az izomorfizmusok pontosan a bijektiv mo-
noid homomorfizmusok. (Feladat: mutasd meg, hogy ha egy monoid ho-
momorfizmusnak, mint fiiggvénynek van inverze, akkor az inverz is monoid
homomorfizmus.)

(d) Vigyazz: az elérendezett halmazok (mint objektumok) és az elérendezést 6rz6

c s

morfizmus. Példaul a

{r<yésaz <z} »>{a<b<c},

SISO
111
o o

P

bijektiv és az el6rendezést 6rz6 fliggvény inverze nem 6rzi az el6rendezést.

O

2.2. Monomorfizmus.

2.9. Definicié. Barmely kategoria x EA y nyila monomorfizmus ha minden 2z 2
és z . x nyilpar esetén f o g = f o ¢ pontosan akkor teljesiil, ha g = ¢'.

2.10. Példa. Minden =z =N y izomorfizmus monomorfizmus: ha fog = f o ¢ akkor

g =i(x)og =fofogd =fofog=i(r)og=g.
Rajzban:

2.11. Peéldak. (a) set-ben a monomorfizmusok pontosan az injektiv fliggvények
(mivel barmely S halmaz elemei bijekcioban vannak a szingleton halmazbol
S-be mend fiiggvényekkel).

(b) vec-ben a monomorfizmusok pontosan az injektiv linearis leképezések (mivel
barmely V' vektortér elemei bijekcibban vannak az alaptestbél V-be meng li-
nearis leképezésekkel).

(c) mnd-ben a monomorfizmusok pontosan az injektiv monoid homomorfizmusok
(mivel barmely M monoid elemei bijekcioban vannak a természetes szamok N
additiv monoidjabol M-be mend monoid homomorfizmusokkal).

(d) Egy monoidban mint egy objektumu kategoridban — lasd 1.5 Példa (2.c) pont-
ja — a monomorfizmusok pontosan a balrél egyszertsithets elemek.

(e) Egy el6rendezett halmazt kategoriaként tekintve — lasd 1.5 Példa (2.b) pontja
— minden nyil monomorfizmus (hiszen a parhuzamos nyilak mind egyenléek).

2.12. Feladat. Mik a monomorfizmusok egy tetsz6leges csoport abrazolasainak ka-

c s
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2.13. Allitas. Tekintsiik eqy tetszbleges kategoria A Yy €s y—g> z kompondlhato
nylait.

(i) Ha f és g monomorfizmus, akkor go f is.

(ii) Ha g o f monomorfizmus, akkor f is.

Bizonyitds. (i) go foh=go foh/ 920 foh=foh fréﬁn" h=FH.
(ii) foh=foh' = gofoh=gofol *'E™ p=1 O

2.14. Feladat. Mutass példat x A y és y iy komponalhaté nyilakra, amikre go f
monomorfizmus de g nem.

A 2.2 &5 2.10 Példak kombinéciojabol és a 2.13 Allitasbol az alabbi adodik.

2.15. Kovetkezmény. Minden C kategoridban részkategoria az aldbbi modon definidalt
M:
MY = C° és Mt = { f € C' | f monomorfizmus }.

2.3. Epimorfizmusok

2.16. Definici6é. Barmely kategoria =« . y nyila epimorfizmus ha monomorfizmus

az ellentett kategériaban — azaz minden y 22 és Y 2z nyilpar esetén gof = ¢g'of
pontosan akkor teljesiil, ha g = ¢'.

2.17. Példak. (a) set-ben az epimorfizmusok pontosan a sziirjekciok.

Ha [ x — y szirjekcio akkor minden y minden Y elemére talaljato X € x
amire Y = f(X). Igyha gof = ¢g'of, akkor ¢/'(Y) = g'o f(X) = gof(X) =Y,
tehat g = ¢'. Igy f epimorfizmus.

A forditott kdvetkeztetést lassuk be indirekt dton. Ha f : x — y nem
sziirjekcio akkor legyenek g és ¢’ fliggvények y — {0, 1} az alabbi modon.

sy oy ey g={ ] Ve

Erre go f =¢ o f de g # ¢, tehat f nem epimorfizmus.

(b) vec-ben az epimorfizmusok pontosan a sziirjektiv linearis leképezések (hasonlo
érvelés szerint, alterekkel operélva).

(c) mnd-ben minden sziirjektiv monoid homomorfizmus epi (pont mint set-ben)
de mem minden epi sziirjektiv: a természetes szamok additiv monoidjanak
bedgyazasa az egész szamok additiv monoidjaba nyilvan nem sziirjektiv, de
epimorfizmus mnd-ben.

2.18. Megjegyzés. Mig set-ben egy nyil ami monomorfizmus (=injekci6) és epi-
morfizmus (=sziirjekcio) is, az izomorfizmus (=bijekcio), ez mas kategoridkban nincs
feltétlentl igy.

mnd-ben a természetes szémok additiv monoidjénak bedgyazasa az egész szamok
additiv monoidjaba monomorfizmus és epimorfizmus is, de nem izomorfizmus (nem
invertalhato).

A 2 intervallum kategoridban — lasd 1.5 Példa (1.c) pontja — a 0 — 1 nyil mono
is, epi is, de nem izomorfizmus (nincs is szembe nyil).
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A természetes szamok additiv monoidjaban, mint egy objektumi kategériaban —
lasd 1.5 Példa (2.c) pontja — minden nyil mono és epi is, de csak a 0 izomorfizmus.

A 2.13 Allitas duélisaként a kovetkezd igaz.

2.19. Allitas. Tekintsiik eqy tetszdleges kategoria x —f>y €s y—g> 2z kompondlhato
nyilait.

(i) Ha f és g epimorfizmusok, akkor g o f is.

(ii) Ha go [ epimorfizmus, akkor g is.

2.4. Felhasad6 mono- és epimorfizmusok

2.20. Definici6é. Barmely kategoria x A y nyila felhasado monomorfizmus ha léte-
zik olyan y >z nyfl — f egy szelése — amire g o f = i(z).
Duaélis fogalomként, x A y felhasado epimorfizmus ha felhasadé6 monomorfizmus

az ellentett kategoridban. Azaz létezik olyan y Ly nyil — f egy szelése — amire
feog=ily).

2.21. Példa. Minden izomorfizmus felhasadé monomorfizmus és felhasadé epimorfiz-
mus is.

2.22. Allitas. A felhasadd monomorfizmusok monomorfizmusok, a felhasadd epimor-
fizmusok pedig epimorfizmusok.

Bizonyitdas. Legyen g az x A y felhasad6 monomorfizmus egy szelése. Ha a valamely
s g oes 2 My nyilakra f o h = f o h' akkor
W' =i(x)oh'=gofoh'=gofoh=i(x)oh=h

igy f monomorfizmus.
Ezt alkalmazva az ellentett kategoridban a masik — epimorfizmusokra vonatkozo
— allitas bizonyitasat kapjuk. U

2.23. Allitas. Ha f o g felhasadé monomorfizmus akkor g is. Ha f o g felhasadd
epimorfizmus akkor f is.

Bizonyitds. Ha h az f o g felhasad6 monomorfizmus egy szelése akkor h o f a g-nek
egy szelése.

Ezt alkalmazva az ellentett kategéridban a masik — epimorfizmusokra vonatkozo
— allitas bizonyitasat kapjuk. O

2.24. Példak. (a) set-ben minden epimorfizmus felhasad (a kivilasztasi axioma
miatt) és minden monomorfizmus felhasad.
(b) mnd-ben fel nem hasad6 epimorfizmus N — Z.
(c) A természetes szamok additiv monoidjaban mint egy objektumu kategoriaban
— lasd 1.5 Példa (2.c) pontja — minden k& > 0 fel nem hasadé monomorfizmus
és fel nem hasadé epimorfizmus.
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Barmely C kategoria x EA y nyila és z objektuma meghatéaroz két fiiggvényt az
alabbi modon:

C(z, f): C(z,2) = C(z,v), g— fog
C(f,2) : Cly, 2) = C(z, 2), grrgof.

2.25. Allitas. Bdrmely C kategdria x A y nyila

(i) monomorfizmus < C(z, f) : C(z,2) — C(z,y) injektiv minden z objektumra.
(i) epimorfizmus < C(f,2): C(y, 2) = C(x, 2) injektiv minden z objektumra.
(iii) felhasadd monomorfizmus < C(f,z) : C(y,z) — C(x, 2) szirjektiv minden z

objektumra.
(iv) felhasadd epimorfizmus < C(z, f) : C(z,x) — C(z,y) szirjektiv minden z
objektumra.

Bizonyitds. (i) és (ii) maga a definicio.

(iii) Ha f felhasad6 monomorfizmus g szeléssel akkor minden h € C(x, z)-re h =
hoi(z) =hogo f. Igy C(f, z) sziirjektiv.

Ha C(f,z) sziirjektiv minden z objektumra, akkor C(f,z) : C(y,x) — C(z,z) is
sziirjektiv. Tehat i(x) a képéhez tartozik, mas szoval létezik g € C(y, x) amire go f =
i(z). Igy f felhasadé monomorfizmus.

(iv) kovetkezik (iii)-at alkalmazva az ellentett kategoriaban. O

2.26. Allitas. Bdrmely C kategoria x A y nyila pontosan akkor izomorfizmus ha az
aldabbi ekvivalens tulajdonsdgok barmelyike — igy mindegyike — teljestil.

(i) f monomorfizmus és felhasaddé epimorfizmus.
(ii) f epimorfizmus és felhasadé monomorfizmus.
(iii) C(z, f) : C(z,z) — C(z,y) bijektiv minden z objektumra.
(iv) (f z) : C(y, z) — C(x, z) bijektiv minden z objektumra.

Bizonyitds. Ha f izomorfizmus akkor (i-iv) mindegyike nyilvanvaloan teljestil.

Ha f felhasado epimorfizmus g szeléssel (azaz f o g = i(y)) akkor fogo f =
i(y)o f = f = foi(x). Ha f rdadasul monomorfizmus is, akkor ebbdl g o f = i(x),
tehat g = f~'. Igy (i)= f izomorfizmus.

A fenti érvelést az ellentett kategoriara alkalmazva (ii)= f izomorfizmus.

2.25 Allitas (i) és (iv) pontja miatt (iii) = (i), igy a fentiek szerint f izomorfizmus.

A fenti érvelést az ellentett kategoriara alkalmazva (iv)= f izomorfizmus. O

2.27. Feladat. Tekintsiink egy véges monoidot mint egy objektumi kategoriat (lasd
1.5 Példa (2.c) pontja). Igazold, hogy barmely nyilara az alabbi allitasok ekvivalensek:
e izomorfizmus
e monomorfizmus
e epimorfizmus.

2.28. Feladat. Tekintsiink egy el6rendezett halmazra mint kategoriara (lasd 1.5 Példa
(2.b) pontja). Igazold, hogy barmely nyilara az alabbi allitasok ekvivalensek:

e izomorfizmus

e felhasad6 monomorfizmus

e felhasad6 epimorfizmus.
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2.29. Feladat. Tekintsiik az 1.5 példa (4.e) pontjaban latott C | x szelet kategoria
konstrukciot.

e Mik az izomorfizmusok C | x-ben?
e Mik a monomorfizmusok C | x-ben?
e Van olyan monomorfizmus C | z-ben ami C-ben felhasad de C | z-ben nem?

2.30. Feladat. Konstrualj példat az alabbi tulajdonsagin C' C C részkategoriakra
(lasd 1.5 Példa (4.a) pontja).

e Van olyan nyil ami C-ben izomorfizmus de C’-ben nem.

e Van olyan nyil ami C’-ben monomorfizmus de C-ben nem.

e Van olyan felhasadé monomorfizmus C-ben ami C’-ben is nyil de ott nem hasad
fel.

2.31. Definici6é. Barmely kategoria rLr nyila idempotens ha fo f = f. Egy

. o o ) P, j . : :
idempotens nyil felhasad (,splits”) ha léteznek x —y és y — x nyilak, amikre jop =
féspoj=i(y) (igy j felhasadd monomorfizmus és p felhasadd epimorfizmus).

f i(y)
r———2x y———>
NAON A
Y T

Erre
2.32. Feladat. Igazold, hogy set-ben minden idempotens nyil felhasad. Mutass olyan nem o
kategoriat, amiben ez nem teljesiil. 7.7;({,/7(1, v

1dd.

2.33. Allitas. Egy idempotens nyil felhasaddsa izomorfizmus erejéig eqyértelm.
Bizonyitas. Legyen

N
f i(y
/

i(y’
r—

) Y
P’

) ,
T Yy——mmm—>Uy y —
T €T

az idempotens f nyil két felhasadasa. A

p/
Y

J o,
Yy—=r—>Y
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diagramok kommutativitdsa miatt a

kommutativ diagram fiigg6leges nyila izomorfizmus.
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