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BEVEZETES A KATEGORIAELMELETBE
BME SPECI

BOHM GABRIELLA

HARMADIK ORA: funktorok — definici6 és a cat kategoria, példak, tulajdonsagok.

3. ORA

wHa a (kis) kategoridk egy (nagy) kategoria objektumai, mik legyenek a nyilak?”

3.1. Definicié és példak. Az alabbiakban C kategoria alatt az

O=—r—=C <" Cl'xeC ={(a,b)eC xC |s(a)=1tb)}

-~
t

adatok elsd 6ran megismert Osszességét értjiik.

3.1. Definicié. Egy C -~ C' funktor két, C° FLem s ¢ B en fiiggvénnyel adott
melyekre az alabbi axiomék teljesiilnek.
(i) 7 (F°(x)) = F(i(x)) minden x € C° esetén,
(i) ' (FL(f)) = F°(s(f)) minden f € C! esetén,
(iii) ¢'(FY(f)) = FO(t(f)) minden f € C! esetén,
(azaz F' a { C(z,y) IE;’C’(FO(:L'), F°(y)) }.yeco fiiggvénycsaladdal ekvivalens)
(iv) F'(g) o F!(f) = F'(go f) minden f € C! esetén amire s(g) = ¢(f).

toba visz:
S(F'(9)) € F(s(9) = FOt(f)) E ¢ (F'(f).
Rajzban:
O=—i——=C <" C'xwC:={(a,b) €C xC|s(a)=tb)}

[ S

t
Fol lFl lleFl
S/

C/O P — p— C/l ° C/l X /0 C/l = {(a’,b’) c C/l % C/l | S/(CLI> — t/(b,)}

-~
t/

(3.1)
diagram ,,soronként kommutdl (serially commutes)’.
Jelolés. A tovabbiakban a (—)° és (—)! felsg indexeket elhagyjuk ha nem okoz zavart:
sokszor egyszeriien Fx-et frunk F(z) helyett és F f-et F'(f) helyett.

3.2. Allitas. A kategoridk mint objektumok, és a funktorok mint nyilak — szokdsosan
cat-tel jelolt — kategoridat alkotnak.
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Bizonyitds. Barmely C Lo e oL komponéalhaté funktorokat alkoto fiiggvé-
nyekre — az alsé és fels6 fél soronkénti kommutativitasa miatt — a teljes
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funktor adodik. Erre a kompoziciora a forras és cél kompatibilitas — 1.1 Definicio (i)
pontja — és az asszociativitas — 1.1 Definici6 (ii) pontja — nyilvanvalo.

A C-C identitas nyil a C° LCY ¢s C'->C! identitas fiiggvényekel adott
egységfunktor. 1.1 Definici6 (iii-iv) pontja nyilvanvalo. O

3.3. Példak. (a) Barmely kategoriabol az 1 szingleton kategoridba (lasd az 1.5
Példa (1.b) pontjat) pontosan egy fiiggvény van.

(b) Barmely C kategoria esetén cat(1, C) elemei és C objektumai kozott bijektiv
kapcsolat van.

(c) Barmely C kategoria, és az 1.5 Példa (1.c) pontjaiban latott 2 intervallum
kategoria esetén cat(2, C) elemei és C nyilai k6zott bijektiv kapcsolat van.

(d) Valamely (S, 1) és (S', I') elérendezett halmazokat kategoriaként tekinve (mint
az 1.5 Példa (2.b) pontjaban), az (S,I) — (S',1’) funktorok az el6rendezést
6rz6 fliggvények.

(e) Valamely M és M’ monoidokat egy objektumu kategériaként tekinve (mint az
1.5 Példa (2.c) pontjaban), az M — M’ funktorok a monoid homomorfizmu-
sok.

(f) Barmely C' C C részkategoria esetén (lasd az 1.5 Feladat (4.a) pontjat) a
C% — C% és C'' = C! beagyazas fiiggvényekkel adott bedgyazds funktor.

(g) Barmely F': C — C' funktor meghataroz egy F°P : C°? — C'°P funktort az 1.5
Példa (4.b) pontjaban latott ellentett kategoridk kozott:

(FoP)0: (CoP)Y = CO — Y = (C'or)O, x+— Fx
(F°P)y 0t CP(x,2") = C(af,2) = C'(Fa!, Fx) = C°P(Fa, F2'), fw— Ff.

Ko6vetkezmény. (—)° : cat — cat funktor.

(h) Barmely F' : C — C' és G : D — D’ funktorpar meghataroz egy F' x G :
Cx D — C x D funktort az 1.5 Feladat (4.c) pontjaban latott Descartes-
szorzat kategoriak kozott:

s ,G
(I,y)ﬂ(l”,y’) > (F:v,Gy)(iﬁ)(Fx’,Gy’)'

Ko6vetkezmény. x : cat x cat — cat funktor.
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%
(i) Barmely F' : C — C’ funktor meghataroz egy ¥ ? — C' funktort az 1.5
Peélda (4.d) pontjaban latott nyil kategoriak kozott:

s(a) —=t(a) F(s(a) = /(F(a) “% ¢'(F(a)) = F(t(a))
p q = F(p)j jF(q)
5(b) = t(b) F(s(b)) = 5/ (F(b)) = #(F(5)) = F(t(b))

Kovetkezmény. FS : cat — cat funktor.
(j) Egy Cx D Descartes-szorzat kategoriabol (mint az 1.5 Feladat (4.c) pontjaban)
projekcio funktorok mennek C-be és D-be:

C<——CxD—~D, b (xS )y Sy

(k) A hatvdny halmaz funktor csalad.
e Kép funktor (—), : set — set:

(—)° s set’ — set?, S— S, ={T|T CS}

(Doss Set(S,S)set(Sn,SL), [ (foi T f(T)=1f(s) € SIs€TY).
o Oskép funktor (—)* : set® — set (alternativ terminologiaval: set — set
kontravaridns funktor):

(=)0 (set°P)? = set” — set”, S—8 =8 ={T|T CS}
(—)s 1 5etP(S,8)=set(§,S) =set(S*,8%), frr (T fTHT)={s'€S|f(s)eTY}).

e (—) :set — set:

(=) rset” = set?, S8 =38.={T|T C S}
(—)!3’3/ : set(S,S’) %SGt(S;,S!/), f— (fl 2T'—>{8/68/’f_1(8/) QT}) .

(1) Barmely S halmaz S x (—) : set — set funktort indukal:

AL > Sx Al s
(m) Felejtd funktorok. Példaul
e grp — mnd — set,
e Clzx — C,

k
e cat — graph W set ke {0, 1}-re,
e rep(G) — vec — set, stb.
A forras kategoria objektumait a cél kategoria alulfekvé objektuméba viszik,
a nyilakon identitasként hatnak.
(n) Szabad funktorok. Példaul
e set — mnd,
e set — vec,
e graph — cat, stb.
A forras kategoria objektumait a cél kategoria szabad objektumaba viszik, a
nyilakon az egyértelmd kiterjesztésként hatnak.
(o) Hom funktorok. Minden lokdlisan kis C kategoria és barmely = objektuma az
alabbi funktorokat indukalja:

Clz,f)=fo(-)

o C(r,—): C— set, y—f>y’ — C(x,y) Clz,y).
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C(f,x)=(—)o
¢ C(—,a):C® sset, o Ly o Clya) LY iy ).

C ,g)=go(—)o
o C(—,—): CPxC sset, (4 1,2 %2 s Cly,z) L=

Cly', 7).
3.4. Feladat. Igazold, hogy egy tetszSleges S halmazhoz rendelt D(S) diszkrét ka-
tegoriabol (lasd az 1.5 Példa (2.a) pontjat) a 2 intervallum kategoriaba (lasd az 1.5

Példa (1.c) pontjat) mend fiiggvények és S részhalmazai kozott bijektiv kapesolat van.

3.5. Feladat. A monoidokat egy objektumu kategoriaként tekintve (mint az 1.5 Példa
(2.c) pontjaban) és a monoid homomorfizmusokat koztiik funktorokként tekintve (mint
a fenti 3.3 Példa (e) pontjaban), a monoidok és homomorfizmusaik mnd kategoriaja
(lasd az 1.5 példa (3.c) pontjat) részkategoria a 3.2 Allitasbol ismert cat kategoriaban.

(a) Igazold, hogy a fenti 3.3 Példa (g) pontjaban latott (—)°P : cat — cat funktor
megszorithato egy (—)° : mnd — mnd funktorra. Hogyan hat ez a megszori-
tott funktor az objektumokon és a nyilakon?

(b) Igazold, hogy a fenti 3.3 Példa (h) pontjaban latott x : cat x cat — cat
funktor megszorithato egy x : mnd x mnd — mnd funktorra. Hogyan hat ez a
megszoritott funktor az objektumokon és a nyilakon?

3.6. Feladat. Mutasd meg, hogy a 3.3 Példa (i) pontjaban latott ? funktor megszo-
rithato az (1.5 Példa (4.e) pontjaban latott) szelet kategoriak kozotti Cla — C'L Fx
funktorra minden x € C° esetén.

3.7. Feladat. A fenti 3.3 Példa (k) pontjaban latott funktorokra mely f fiiggvények
esetén lesz f, és fi egyenls?

3.8. Feladat. Mutasd meg, hogy a grp — mnd felejtd funktor monomorfizmus cat-
ban.

3.2. Specialis nyilak cat-ban.

3.9. Allitas. (a) Egy F : C — C' funktor pontosan akkor izomorfizmus cat-ban
ha az

FO.C"— C", {Fsy : Clz,y) = C'(Fz, Fy)} o yeco (3.2)

fiigguények mindegyike bijekcio.
(b) F pontosan akkor monomorfizmus cat-ban ha a (3.2) figguények mindegyike
myjekcio.
Bizonyitds. (a) Ha (3.2) fiiggvényei mind bijekciok, akkor az inverz fliggvények in-
verz funktort definidlnak, hiszen (3.1) soronkénti kommutativitasa miatt a fiiggéleges
nyilak megforditaséaval nyert diagram is soronként kommutal.
Forditva, ha F-nek van G : C' — C inverze cat-ban, akkor a

GY: C? — Y, {Gpsry : C'(Fa, Fy) — C'(GFz,GFy) = C’(x,y)}%yeco

fliggvények rendre a (3.2) beliek inverzei.

(b) Legyenek G és G' : D — C funktorok amikre F'o G = F o G'. Akkor minden
z € D% esetén F(Gr) = F(G'z). Ha tehat F° injekci6, akkor Gz = G'z. Hasonlban,
minden f € D(z,y) esetén F(Gf) = F(G'f). Ha tehat Fouoy = Forecry injekeio,
akkor Gf = G'f tehat G = G’ igy F monomorfizmus.
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A forditott kovetkeztetés igazolasdhoz hasznéljuk, hogy a 3.3 Példa (b) pontja sze-
rint minden z € C° indukal egy p, : 1 — C funktort (ami 1 egyetlen objektumat
x-be képezi). Valamely x és 2’ objektumokra F'(z) = F'(2') pontosan akkor all fenn
ha F op, = F o p,. Ha F' monomorfizmus cat-ban akkor ebbdl kévetkezik p, = p,
igy x = 2/. Tehat F injekci6. Hasonloan, 3.3 Példa (c) pontja szerint minden
f € C(z,y) indukal egy ¢ : 2 — C funktort (ami 2 egyetlen nem identités nyilat f-be
képezi). Valamely f és f': x — y nyilakra F(f) = F(f’) pontosan akkor all fenn ha
Fogqs = Fogqp. Ha F monomorfizmus cat-ban akkor ebbdl kovetkezik g; = g igy

f=f". Tehat F(x,y) injekcio. O

3.10. Megjegyzés. Az epimorfizmusokra nincs ilyen szép jellemzés cat-ban. Példé-
ul az N — 7Z monoid homomorfizmust funktorként tekintve (mint a 3.3 Példa (e)
pontjaban) epimorfizmus cat-ban noha nem sziirjektiv a nyilakon.

3.11. Feladat. A 3.13 Példa funktorai koziil melyek monomorfizmusok cat-ban?
3.3. Funktorok tulajdonsagai.

3.12. Definici6. Valamely F : C — C' funktor hd (faithful), ha minden x,y € C°
esetén
F,,:C(x,y) = C'(Fx, Fy)
injekcio.
3.13. Példak. (a) Felejts funktorok.

(b) Részhalmazok beagyazas funktorai.
(c) 8 x (=) : set — set a 3.3 Példa (j) pontjaban.

3.14. Feladat. Milyen tulajdonsagi = objektumokra lesz hii a 3.3 Példa (o) pontjaban
latott C(x, —) : C — set funktor?

3.15. Definici6. Valamely F : C — C' funktor teli (full), ha minden z,y € CY esetén
F,,:C(z,y) —» C'(Fx, Fy)

sziirjekcio.

3.16. Példa. Teli részkategoridk beagyazas funktorai. Példaul grp — mnd, mnd —

cat, vecy — vec. Tetszdlges részkategoriak beagyazas funktorai nmem telik: példaul

D(C% »— C (lasd az 1.5 Példa (2.a) pontjat) tobbnyire nem teli (ha csak nem C
diszkrét).

3.17. Definici6. Valamely F': C — C' funktor ekvivalencia ha
e hii és teli, tovabba
e [ényegében sziirjektiv az objektumokon, azaz C' minden 2z’ objektuméahoz talal-
hato egy z objektum C-ben egyiitt egy j. : Fz — 2z’ izomorfizmussal C'-ben.

3.18. Példak. (a) Minden izomorfizmus ekvivalencia.
(b) Béarmely Osszefiiggs G grupoid és x objektuma esetén a G(z, x) ~— G beagyazas
ekvivalencia (de nem izomorfizmus ha G-nek t6bb mint egy objektuma van).
(c) Barmely k testre a k-vektorterek kategoridja ekvivalens az 1.5 Példa (2.a)
pontjaban latott mat(k) kategoriaval.

Erre
nem
maradt
1dd.
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3.19. Feladat. Tekintsiink M és N monoidokat mint egy objektumi kategoridkat
(lasd az 1.5 Példa (2.c) pontjat). Mit jelent egy M — N funktor hisége, telisége,
ekvivalencia volta?

3.20. Feladat. Tekintsiink elérendezett S és T halmazokat mint kategoridkat (lasd az
1.5 Példa (2.b) pontjat). Mit jelent egy S — T funktor hiisége, telisége, ekvivalencia
volta?

3.4. Specialis nyilak 6rzése

3.21. Definicié. Egy F : C — C' funktor drzi (preserves) nyilak valamely tulajdon-
sdgat, ha minden ilyen tulajdonsagt C-beli f nyilra F'f ilyen tulajdonsagu (C'-beli
nyil).

3.22. Példak. (a) Az mnd — set felejtd funktor 6rzi a monomorfizmusokat (lasd a
2.9 Definiciot): mnd-ben minden monomorfizmus injektiv. Nem 6rzi viszont az
epimorfizmusokat (lasd a 2.16 Definiciot): mnd-ben nem minden epimorfizmus
sziirjektiv (lasd a 2.17 Példa (c) pontjat).

(b) & x (—) : set — set a 3.3 Példa (1) pontjaban 6rzi a monomorfizmusokat és az
epimorfizmusokat.

(¢) C(z,—) a 3.3 Példa (o) pontjaban 6rzi a monomorfizmusokat de nem feltétleniil
6rzi az epimorfizmusokat. Dudlisan, C(—, z) a 3.3 Példa (o) pontjaban 6rzi az
epimorfizmusokat de nem feltétleniil 6rzi a monomorfizmusokat.

3.23. Allitas. Minden funktor érzi

(a) a felhasadé monomorfizmusokat (ldsd a 2.20 Definicidt),
(b) a felhasado epimorfizmusokat (ldasd a 2.20 Definicidt),
(c) az izomorfizmusokat (ldsd a 2.1 Definiciot).

Bizonyitds. (a) Ha f : © — y felhasadé monomorfizmus egy C kategoridban g szeléssel,
akkor barmely F': C — C’ funktorra F' f felhasad6 monomorfizmus Fg szeléssel:

FgoFf=F(go f)= Fi(x) =1i(Fx).

(b) Dualitasbol.

(c) A 2.26 Allitas szerint egy f izomorfizmus felhasadé monomorfizmus és felhasadé
epimorfizmus is. Az (a) és (b) részek miatt akkor F'f is felhasad6 monomorfizmus és
felhasadé epimorfizmus is, barmely F : C — C’ funktor esetén. A 2.26 Allitas szerint
tehéat izomorfizmus. U

3.24. Allitas. Minden ekvivalencia drzi

(a) a monomorfizmusokat (ldasd a 2.9 Definiciot) és
(b) az epimorfizmusokat (ldsd a 2.16 Definicidt).

Bizonyitds. (a) Legyen F': C — C' ekvivalencia és f : x — y monomorfizmus C-ben.
Legyenek h' és ¢’ : 2/ — Fux nyilak C-ben, amikre Ff oh' = Ff og. Mivel F
lényegében sziirjektiv az objektumokon, talalhato egy z objektum C-ben és hozza egy
j. : Fz — 2" izomorfizmus C'-ben. Mivel F, , sziirjekcio, a h' o j, és g oj, : Fz — Fx
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nyilakhoz léteznek h és g : z — x nyilak amikre Fh =h'o0j, és Fg=¢ o j,. Igy

Ffoh=Ffog &
9 /.71 o 9 /.71 (\i@'}::
FfoFhoj, =FfoFgoyj;
FfoFh=FfoFg &
F(foh)=F(fog).
Mivel F, , injekcio, ez pontosan akkor teljesiil ha foh = fog. Mivel f monomorfizmus,
ez pontosan akkor teljesiil ha h = g. Ekkor h/ = Fho j;! = Fgo j-! = ¢ tehat Ff
monomorfizmus.
(b) szimmetrikusan. ]

s s 02

M modulusokra 6rzi a 3.3 Példa (o) pontjaban latott mod(R)(M, —) az epimorfizmu-
sokat?

3.5. Specialis nyilak visszaverése.

3.26. Definicidé. Egy F : C — C' funktor visszaveri (reflects) nyilak valamely tulaj-
donsagat, ha minden ilyen tulajdonsaga C'-beli g nyil esetén az 6sszes olyan C-beli f
nyil is rendelkezik ezzel tulajdonsaggal amire F'f = g.

3.27. Példak. (a) Az mnd — set és cat — graph felejt6 funktorok visszaverik az

izomorfizmusokat.
be mend felejtd funktor nem veri vissza az izomorfizmusokat (lasd a 2.8 Példa
(d) pontjat).

(c) 8 x (=) : set — set a 3.3 Példa (j) pontjaban visszaveri a monomorfizmusokat
és az epimorfizmusokat.

(d) C(z,—) a 3.3 Példa (o) pontjaban visszaveri a monomorfizmusokat de nem
feltétleniil veri vissza az epimorfizmusokat. Dudlisan, C(—,x) a 3.3 Példa
(o) pontjaban visszaveri az epimorfizmusokat de nem feltétleniil veri vissza a
monomorfizmusokat.

3.28. Allitas. Minden hii és teli funktor visszaveri

(a) a felhasadé monomorfizmusokat (ldsd a 2.20 Definicidt),
(b) a felhasado epimorfizmusokat (lisd a 2.20 Definicidt),
(c) az izomorfizmusokat (ldsd a 2.1 Definicidt).

Bizonyitds. (a) Legyen F': C — C' egy hi és teli funktor, f : x — y egy nyil C-ben
amire F'f felhasadé6 monomorfizmus ¢’ : F'y — Fu szeléssel. Mivel F teli, 1étezik egy
g .y — x nyil C-ben amire ¢’ = Fg, igy

F(gof)=FgoFf=¢ oFf=4i(Fz)= Fi(x).

Mivel F' hii, ez pontosan akkor teljesiil ha go f = i(x) azaz f felhasadé monomorfizmus
g szeléssel.

(b) szimmetrikusan.

(c) Ha Ff izomorfizmus, akkor a 2.26 Allitas szerint felhasadé monomorfizmus és
felhasado epimorfizmus is. Igy az (a) és (b) rész miatt f is felhasadé monomorfizmus
és felhasado epimorfizmus is, ezért a 2.26 Allitas szerint izomorfizmus. 0J



8 BOHM GABRIELLA

3.29. Allitas. Minden hi funktor visszaveri
(a) a monomorfizmusokat (ldsd a 2.9 Definicict) és
(b) az epimorfizmusokat (ldsd a 2.16 Definicidt).
Bizonyitds. (a) Legyen F : C — C' egy hi funktor, f : © — y egy nyil C-ben amire
F'f monomorfizmus. Legyenek h és g : z — z nyilak C-ben amire foh = fog. Akkor
FfoFh=F(foh)=F(fog)=FfoFg.

Mivel F'f mono, ez pontosan akkor teljesiil ha F'/h = Fg. Mivel F' hii, ez pontosan
akkor teljesiil ha h = ¢, igy f monomorfizmus.
(b) szimmetrikusan. O
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