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BEVEZETES A KATEGORIAELMELETBE
BME SPECI

BOHM GABRIELLA

NEGYEDIK ORA: Természetes transzformécio. Kategoriak ekvivalenciaja.

4. ORA

wHa a C— C' funktorok eqy kategdria objektumai, mik legyenek a nyilak?”

4.1. Definici6 és példak. Az alabbiakban C kategoria alatt az

O=—r—=C <" C'xeC = {(a,b) € C xC | s(a)=tb)}
t

adatok els6 oran megismert Osszességét értjiik (lasd az 1.1 Definiciot); F : C — C'
funktor alatt pedig a harmadik éran latott fiiggvényeket:

=== (' Cli={(a,b) € C' x C! | s(a) = t(b)}

-~

t
’

C/O j, C/l o’ C/l X cro C/l — {(a’,b’) c C/l X C/l ‘ s’(a’) — t/(b,)},

t/

lasd a 3.1 Definiciét.

4.1. Definicié. Egy C ﬂgo C' természetes transzformdcio C'-beli nyilaknak egy
\_/
G

{ Fx 2 Gr }reco csaladjaval adott, melyre ¢, o F'f = Gf o ¢, minden f € C(z,y)
esetén. Rajzban:

x\/\Fx o Gz
fl FfL LGf
y\Fy_yGy

4.2. Allitas. A C — C' funktorok mint objektumok, és a természetes transzformdciok
mint nyilak eqy — szokdsosan cat(C, C')-vel jelolt — kategoridt alkotnak.
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F

PR
Bizonyitds. C —HG—> C' alkot6 nyilainak kompozicidja természetes transzformaéci-
ot ad: \HV
H
Fx £ Gzx b Hx
Ff L L Gf L Hf
Fy - Gy = Hy

kommutél minden f € C(xz,y) esetén.
F

AN . . . i(z) . " .
Az C \HL C" identitds természetes transzformdcio az Fax — Fx identitas nyi-

lakkal adott. ¥ m

4.3. Példak. (a) Barmely S halmaz esetén, a 3.3 Példa (1) és (o) pontjaiban latott

set(&/_), set &Xf
funktorokra set ﬂev set :
~_ 7
set(S,—)xS id
AT set(SA) xS A (h, %) —— h(z)
f\ set(S,f)XSl lf I I

evi

B slSB)xS—B (o) f(()

id

(b) A 3.3 Példa (k) pontjaban latott (—). : set — set funktorra

id
id AT Ty e A, r+——> {z}
RN
set | sing set fJ fJ l 7. ]
=) B B B, f(a) —={f(x)}

(c) A 3.3 Példa (g) pontjaban latott funktor (—)°P : grp — grp megszoritasara
id

y G\/\ G (_)(_7' Gop g: gf].
/\
grp ()" grp: fl / jf"” 1 [
\_OP/ (7)211
=) H H H?  flg) = flo) ™t =flg7")

\_/

(=)
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id
(d) A k test feletti vektorterek bedgyazasa a masodik duélishba vec | vec ter-

mészetes transzformaciot alkot: (D)
id

v Ny v (V* = k. > 6(0))
RN

W W W S0 (9 k()

(=)

(e) Barmely U vektortérre és a 3.3 Példa (o) pontjaban latott hom funktorra,

(—)eU*
(—)eu* V/NV@@U* ——=vec(U,V) VR Y —=vp(—)
7N
vec || vec: fl f®1l jvec(U,f) I I
~_ 7
el W w*;;ecw,m f0)® @ f)p(-)
vec(U,—)

(f) A 3.3 Példa (m) pontjaban latott felejt funktorokra
(—)*

-y r< s s(e)
h/ﬂs\'set‘ f\ flt jfo I I
graph [« set: |
(=)° T M ——=1"  flYe)r=5(f"(e)) = [(s(e))
/\/
(=)°
F G

e T )
(g) A Godement-mivelet a A ¢ B |7 C természetes transzforméciokhoz
\_/ \_/

F’ G’
GF
. . /\ . .
az alabbi nyilakkal adott A ﬂwtp C természetes transzformaciot rendeli:

G/F/

G
F /\ e G'Fzx o
/ w)
x\/\Fx Pn GFx

Go. G'Ff G'F'x
\F’x \\’GF%”/F’:
f Ff GFf /i G'F'f
o ey, GFY G, |Gy
Yy Fy GFy T%‘}G’F’y
% / % / —
F'y v GF'y
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A piros négyzetek ¢, az 6sszes tobbiek v természetessége miatt kommutalnak.
4.4. Feladat. Mutasd meg, hogy a 3.3 Példa (k) pontjaban latott (—), : set — set
id
—T X\
funktorra set ﬂsing set mem természetes transzformécio.
~_ 7
(=)
4.5. Feladat. (i) Igazold a 4.3 Példa (g) pontjaban latott Godement-miivelet
asszociativitasat: tetszéleges A ﬂgo B ﬂv C ﬂx D természetes transz-
F [ H
forméciokra bizonyitsd be a x () és (x7)¢ természetes transzformaciok egyen-
16ségét.
(i) Igazold a kdzépsd négy feleserélési szabalydt (middle four interchange law): a

/\/\
\/\/

természetes transzforméciokra bizonyitsd be a (Y'¢) o () és (7 o ¥) (¢’ 0 )
természetes transzforméciok egyenléségét.

4.2. Természetes izomorfizmus.
F
P o / /. 2 2 - .
4.6. Definicié. Egy C ﬂcp C’ természetes transzformaciot természetes izomor-
\_/
a
fizmusnak mondunk, ha invertalhato, azaz izomorfizmus cat(C, C’)-ben.
F

- N .
4.7. Allitas. Egy C ﬂw C' természetes transzformdcio pontosan akkor természe-
\_/

G
. ¢ , - :
tes izomorfizmus, ha Fx —> Gz izomorfizmus C'-ben minden x € C° esetén.

Bizonyitds. Ha ¢ természetes izomorfizmus, akkor minden z € C° esetén

i(Ga) = (pop™)a=ws0 (¢ ), és i(Fa) = (¢ 0 9)e = (97 )a © u
Igy ¢, izomorfizmus (az inverze (p!),).

Forditva, tegyiik fel, hogy ¢, izomorfizmus minden z € C° esetén. Inverzeik termé-
szetes transzforméciot alkotnak

(99:::)71

G ———Fx

Gfl ij

Gy Fy

(py)™

kommutativitasa miatt, minden f € C(x,y) esetén. Az igy konstrualt természetes
transzforméacié nyilvanvaléan ¢ inverze. U
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4.8. Kovetkezmény. Természetes izomorfizmusok Godement-szorzata természetes
1zomorfizmus.

4.9. Példak. (a) Az 1 szingleton kategoria egyetlen — x-gal jellt — objektumén
vald kiértékelés természetes izomorfizmus:

cat(1,—)
cat(1,—) C/Ncat(ll,C) # c Hr— H*
— X\
cat [[(—)+ set: F cat(LF)l Fo
~

(—)°
(b) A 2 intervallum kategoria egyetlen — a-val jel6lt — nem identitas nyilan valo
kiértékelés természetes izomorfizmus:

DY FHv+—— FHx

cat(2,—)
cat(2,-) C/_\cat(Q,C) e H+—— Ha
— T\
cat [[(—)a set: FL cat(?,F)l lFl I I
~~— 7 (—)(l L
()t D cat(2,D) — - D FH+—— FHa

\_/

(=)

4.10. Feladat. A 4.3 Példa természetes transzformacioi koziil melyek természetes
izomorfizmusok?

4.11. Feladat. Milyen U vektorterekre lesz a 4.3 Példa (e) részében latott természetes
transzforméacié természetes izomorfizmus?

4.3. Ekvivalencia. A cat-beli izomorfizmusnal gyengébb ekvivalencia fogalmat ke-
restink.

4.12. Definicié. Egy F' : C — D funktor ekvivalencia ha létezik egy olyan G : D — C
funktor, amire GF = idc és F'G = idp — azaz léteznek

SO SO

C ﬂ% C és D ﬂ% D
\id/ \E/
természetes izomorfizmusok.
Terminologia. G az F' pszeudo- vagy gyenge inverze.
C és D ekvivalens kategoriak.
4.13. Allitas. (i) Egy ekvivalencia pszeudo inverze is ekvivalencia.

(ii) A pszeudo inverz — ha létezik — természetes izomorfizmus erejéig egyértelmd.

Bizonyitds. (1) G pontosan akkor pszeudo inverze F-nek ha F' pszeudo inverze G-nek.
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(ii) Ha G és H : D — C is pszeudo inverze F-nek, akkor koztiik természetes izo-
morfizmus

id H
D C D I C.
NI
G id
O
F G
4.14. Lemma. Ha létezik C ﬂ@ C természetes izomorfizmus, akkor F h.
id
Bizonyitds. Mivel barmely f € C(x,y) estén a
GFz —= T
GFfl lf
GFy Py Y
diagram kommutativ, és a sorok invertalhatoak, F'f = F'g esetén
f=p,0GFfoy;' =p,0GFgoy;! =g,
igy F h. O

4.15. Allitas. Minden ekvivalencia hi és teli.

Bizonyitds. A 4.14 Lemma szerint minden ekvivalencia hi.
Legyen F': C — D ekvivalencia pszeudo inverze G és legyen ¢ : GF — idc termé-
szetes izomorfizmus. Barmely g € D(F'z, F'y) nyil esetén a GF funktor az

Gy Py

f=(x e GFzx

GFy y)

nyilat

GFf=p, ofop, =Gy
nyilba képezi. Mivel a 4.14 Lemma szerint G' hti, ebbdl kovetkezik g = F'f igy F' teli
volta. U

4.16. Kovetkezmény. Minden ekvivalencia visszaveri a felhasado monomorfizmuso-
kat, a felhasado epimorfizmusokat €s az izomorfizmusokat (ldsd a 3.28 Allitdst) tovabbd
a monomorfizmusokat és az epimorfizmusokat (ldisd a 3.29 Allitdst).

4.17. Tétel. Egy F' : C — D funktor pontosan akkor ekvivalencia, ha az aldbbi
tulajdonsdgok mindegyike teljesil.

(i) F ha.

(il) F teli.

(iii) F lényegében sziirjektiv az objektumokon, azaz minden x € D°-hoz taldlhato

[

olyan z € C° amire x = Fz.
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Bizonyitds. Ha F ekvivalencia, akkor (i) és (ii) teljesiil a 4.15 Allitas miatt. Ha G az
F pszeudo inverze, akkor minden x € D? esetén x = FGx tehat (iii) is teljesiil.

Forditva, feltételezve, hogy az (i-ii-iii) tulajdonsagok fennalnak, konstrualjuk meg
F pszeudo inverzét. Az (iii) tulajdonsdgot hasznélva, minden z € D%hoz valasszunk
2, € CO-t és egy ¢, : © — Fz, izomorfizmust D-ben. (Kivdlasztdsi arioma alkalmazd-
sal)

Hasznalva, hogy (i) és (ii) miatt F,, . : C(z,2,) — D(Fz,, Fz,) bijekcio, vigye
G : D — C barmely f € D(z,y)-t az

0z f Py

F 1 (Fz, x y Fz, )

Zz,2y

C(zs, 2,)-beli nyilba. Mas szoval, legyen Gz = 2, és FGf = p, 0 fop, L.
Ellenérizziik, hogy ezzel G funktort konstrualtunk! Minden z € D%ra

FG(i(r)) = o 0i(x) 0 ;' = ips, = Fi(2,) = Fi(Gx).
Mivel (i) szerint F' hii, ebbdl kovetkezik, hogy G 6rzi az egység nyilakat. Minden
x S Y A komponalhato D-beli nyilparra
F(GgoGf) = FGgoFGf = p,0g0p, op,ofop,! =p,0g0fop,! =GF(gof).

Mivel (i) szerint F' hi, ebbdl kovetkezik, hogy G 6rzi a kompoziciot.
Mutassuk meg végiil, hogy az igy konstrualt G funktor F' pszeudo inverze. Amiatt,

hogy
Px

x Fz, =———=FGx (4.1)
:lc ;

f | s FGy
Yy
‘lw

R Fzy—=FGy

kommutal minden f € D(z,y) esetén, a { x L FGx }zepo nyil csalad az egyik elvart
idp — F'G természetes izomorfizmust adja.

Mivel (ii) szerint F' teli, minden 2z € C%ra létezik olyan v, € C(z, GFz) amire
Fi, = ¢p. : Fz — FGFz. Mivel (i-ii) miatt F hii és teli, a 3.28 Allitas szerint
visszeveri az izomorfizmusokat. Tehat ¢p, izomorfizmus volta miatt ¢, izomorfizmus.
Barmely h € C(z, 2') esetén alkalmazhatjuk (4.1) kommutativitasat f = Fh-ra:

Pr=F,

Fr2——— FGFz
Fhl lFGFh
F FGFZ.

Csz’:F’lpz’

Hasznélva, hogy (i) szerint F' hii, ebbdl kévetkeztethetiink, hogy a { z 2 GF }oeco
nyil csalad a masik elvart idc — GF' természetes izomorfizmust adja. 0

4.18. Példak. (a) Minden izomorfizmus cat-ban ekvivalencia.
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(b) Barmely X halmazhoz hozzarendelhets az ind(X) indiszkrét kategoria:
ind(X)? = X és ind(X)(z,y) = szingleton Vz,y € X.

Az egyértelmii ind(X) — 1 funktor sziirjektiv az objektumokon és bijektiv a
lokélis nyil halmazokon. Igy a 4.17 Tétel szerint ekvivalencia.

(c) Tekintsiik az alabbi funktort a k test feletti vektortereknek az 1.5 Példa (3.b)
pontjaban megismert vec kategoriajabol az 1.5 Példa (2.d) pontjaban latott
mat(k) kategoriaba. Legyen egy vektortér — azaz egy objektum — képe a
dimenzdja. A nyilakon valé hatas definiciojahoz rogzitsiink minden vektor-
téren egy bazist és legyen egy linears leképezés — azaz egy nyil — képe az
adott bazisban felirt matrixsza. Ez funktor, ami sziirjektiv az objektumokon
és bijektiv a lokalis nyil halmazokon. Igy a 4.17 Tétel szerint ekvivalencia.

4.19. Feladat. Konstruald meg a 4.18 Példa ekvivalenciainak pszeudo inverzeit és a
hozzajuk tartozo természetes izomorfizmusokat.

4.20. Allitas. Minden ekvivalencia 6rzi

(a) a monomorfizmusokat (ldsd a 2.9 Definiciot) és
(b) az epimorfizmusokat (ldsd a 2.16 Definicidt).

Bizonyitds. (a) Legyen F : C — C' ekvivalencia és f : 2 — y monomorfizmus C-ben.
Legyenek h' és ¢’ : 2/ — Fux nyilak C-ben, amikre F'f oh' = Ffog. Mivel F
lényegében sziirjektiv az objektumokon, talalhaté egy 2z objektum C-ben és hozza egy
J. : Fz — 2’ izomorfizmus C'-ben. Mivel F, , sziirjekcio, a h'o0j, és g'0j, : Fz — Fx

nyilakhoz léteznek h és g : z — x nyilak amikre FFh = h' o0 j, és Fg=¢' o j,. Igy

Ffoh=Ffoqg &
FfoFhoj'=FfoFgojt "&"
FfoFh=FfolFg &

F(foh)=F(fog)
Mivel F, , injekcio, ez pontosan akkor teljestil ha foh = fog. Mivel f monomorfizmus,
ez pontosan akkor teljesiil ha h = g. Ekkor b/ = Fhoj ! = Fgoj ! = ¢ tehat Ff
monomorfizmus.
(b) szimmetrikusan. O

Terminolégia. Ha valamely tulajdonsag nem 6rzédik vagy verddik vissza minden
ekvivalencia altal, akkor azt a kategoriaelméleti folklor drdagtdl valonak (evil) mondja,
és hasznalatat keriili. (Ilyen példaul egy kategoria objektumainak szama, lasd a 4.18
Példa (b) pontjat.)
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