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BEVEZETES A KATEGORIAELMELETBE
BME SPECI

BOHM GABRIELLA

OTODIK 6RA: Abrazolhaté funktorok és a Yoneda-lemma.

5. ORA

5.1. Abrazolhat6 funktorok.

5.1. Definici6. Egy tetszbleges lokdlisan kis C kategoriabol set-be mend F' funktor
dbrdzolhato (representable) ha létezik olyan z objektum C-ben, amire F' és C(z, —) :
C — set természetesen izomorfak (azaz F' = C(x, —)).

Terminolégia: z egy dbrdzolé objektum (representing object).

5.2. Példak. (a) A set — set identitas funktort abrazolja a {x} szingleton hal-
maz:

set({+},-)

set({x},-)
-

S set({x},S) === ar———a(*)

e

eV

To_set({x}7) 22T  foar— f(a(+)

id

(b) A grp — set felejt6 funktort abrazolja az egész szamok additiv csoportja.
(c) A ring — set felejt6 funktor dbrazolhato.
(d) Barmely R gytird esetén a mod(R) — set felejtd funktor abrazolhato.
(e) A (—)* :ring — set funktor, ami egy gytir(t az invertéalhato elemeinek halma-
zéba visz, abrazolhato.
(f) Az iso : cat — set funktor, ami egy kategoriat az izomorfizmus nyilainak
halmazaba visz, abrazolhato.
(g) (—)° 2 cat(1,—) : cat — set; lasd a 4.9 (a) Példat.
(h) (=)' & cat(2,—) : cat — set; lasd a 4.9 (b) Példat.
)
)

e

(i) A 3.3 Példa (k) pontjaban latott (—)* : set®® — set dskép funktor abrazolhato.
(j) Barmely S, T halmazokra a set(— x S, T) : set°®® — set funktor dbrazolhato.
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(k) Barmely V, W rogzitett vektorterekre a bilin(V, W|—) : vec — set funktor egy
tetsz6leges U vektorteret a V x W — U bilineéaris fiiggvények halmazaba kiildi,
egy h : U — U’ lineéaris leképezést pedig a

bilin(V, W|U) — bilin(V,W|U"),  frshof

fiiggvénybe. Ezt a bilin(V,W|—) : vec — set funktort &dbrazolja a V@ W
objektum vec-ben.

5.3. Feladat. Talald meg a hianyz6 abrazol6 objektumokat az 5.2 Példa abrazolhato
funktoraihoz.

5.4. Feladat. Add meg az Gsszes természetes transzforméaciot az 5.2 Példa (g) és (h)
pontjaiban latott (—)° és (—)! : cat — set funktorai kozott, mindkét irdnyban.

5.5. Allitas. Minden dbrdzolhatd funktor érzi a monomorfizmusokat.

Bizonyitds. Legyen x tetszéleges objektum, és f : v — w tetszbleges nyil egy lokélisan
kis C kategoridban.

Clz, f) : C(x,v) = C(z,w), h— foh

pontosan akkor injektiv minden x € C%ra ha f monomorfizmus. Tehat C(z, —) 6rzi
a monomorfizmusokat, igy minden vele természetesen izomorf funktor is. O

5.6. Feladat. Az 5.5 Allitasra alapozva mutass nem abrazolhaté funktorokat.
5.2. Yoneda-lemma. Az abrazol6 objektumok analzisének eszkoze.

5.7. Tétel (Yoneda-lemma — els6 alak). Bdrmely lokdlisan kis C kategoria tetszdleges
x objektuma, és barmely F : C — set funktor esetén létezik eqy

Fx = cat(C,set)(C(x,—), F)
bijekcid. (Igy cat(C,set)(C(z, —), F) is halmaz!)
Bizonyitdas. Konstrualnunk kell egy
C(z,—-)
O, r : Fx — cat(C,set)(C(z, —), F), p— C@SG’E
\17/

bijekciot, ahol O, #(p) természetessége az alabbi jobboldali négyzet kommutativi-
tasat jelenti minden f € C(v,w) esetén:

C(I7_)
@1: F v
U\/NC(Z',U) Oar @ gy (5.1)
f\ C(x»f)j lFf
614 w
F

Barmely v € C° esetén a
(©0,r(p)y : Clz,v) = Fv,  h— (Fh)(p)
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valasztéas természetes transzforméciot ad

C(z,v) O @ Fuv b (Fh)(p)

con] b ] i
(GZ,F(p))w

C(z,w) Fw foh=F(foh)(p)=(FfoFh)(p)

kommutativitasa miatt, minden f € C(v,w) esetén.

Ezzel rendelkezéstinkre all egy O, p : Fox — cat(C, set)(C(z, —), F) fliggvény minden
minden z € C° és F € cat(C,set)’ esetén. Annak igazoldsara, hogy ez bijekcio,
konstrualuk meg az inverzét:

@;% s cat(C,set)(C(x, =), F) — Fz, [ B.(i(x)).
Az Fz halmaz minden p elemére, minden 5 : C(x, —) — F természetes transzformé-
ciora és C minden y objektumaéra

0, 1 (02 r(p) =0, 1 (F—)(p)) = Fonli(z))(p) = idp(p) = p
O, (0, 1(8))y = Ou,r(B:(i(x)))y = (Fry(—) 0 Ba)(i(x)) = (By o Clz, —))(i(x)) = By
]

5.8. Feladat. Ird le a 3.3 Példa (k) pontjaban (és az 5.2 Példa (i) pontjaban) la-
tott (—)* : set®® — set Gskép funktor Osszes természetes endomorfizmusat (azaz a
(—=)* — (—)* természetes transzforméciokat). Ugyanezek a nyil csaladok természetes
endomorfizmusai a 3.3 Példa (k) pontjaban latott (—). : set — set kép funktornak is?

T6bb is igaz, mint amit eddig lattunk: az 5.7 Tétel bijekcidi természetes izomorfiz-
mussé allnak 6ssze — érsiik meg, milyen értelemben!

5.9. Definici6é. Barmely lokalisan kis C kategoria esetén (kontravaridns) Yoneda-
bedgyazds alatt az

Y:C o cat(Cset)®,  (zy) e (Cly,—) Lz, -))

funktort értjiik.
5.10. Allitas. Az 5.9 Definiciéban litott Yoneda-bedgyazds hii és teli.

Bizonyitds. Az Y, ., : C(v,w) — cat(C,set)°®(Yv,Yw) lokalis nyil fiiggvények épp az
5.7 Tétel bizonyitasaban latott

@w,C(v,f) : C('Uv UJ) — Cat(ca set)(C(w, _)7 C(“a _))
bijekciok. 0
5.11. Kovetkezmény. Természetesen izomorf funktorokat dbrdzold objektumok izo-
morfak.

Bizonyitds. Mivel az 5.10 Allitas szerint Y hii és teli, a 3.28 (c) Allitas szerint visszaveri
az izomorfizmusokat. O

5.12. Tétel (Yoneda-lemma — masodik alak). Minden lokdlisan kis C kategoridra

ev
C x cat(C,set) |© set természetes izomorfizmus.

cat(C,set)(Y—,—)
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5.13. Megjegyzés. Az 5.7 Tétel szerint értelmes a cat(C, set)(Y—, —) : Cxcat(C, set) —
set funktor. Azonban ha C nagy, akkor nem irhato

Coset)(—,—
C x cat(C, set) RESY cat(C, set)® x cat(C, set) cat(C,set)(—, )Set

kompozicioként, hiszen cat(C,set) nem feltétleniil lokalisan kicsi, igy a mésodik tag
értelmetlen lehet. (Kicsit) szamit a méret!

Bizonyitds. Az 5.7 Tételbsl rendelkezésiinkre all egy

Oy,
{ Fx _F) cat(C, set)(C(x, _)7 F) }(gc,F)e(Cxcat(C,set))O

izomorfizmus csalad. A tételben allitott természetessége az alabbi jobboldali négyszog
kommutativitasat jelenti.

x Fa:—>cat C,set)(C(z,—), F)
// | cat(C,set)(1,p)
cat(C, set)iC( -),1) \

(| C ﬂw set) Gz Fy*>cat (C,set)(C(y,—), F) cat(C,set)(C(z,—),G)

jwy cat(C,slt)(l,cp) /
o % cat(C,set)(C(f,—),1)

Gy % cat(C, set)(Cly, —), G)

Gf

cat(C,set)(Y —,—

(5.2)

Ezt ellendrizhetjiik két lépésben. ElGszor O, r természetessége z-ben — azaz (5.2)
kommutativitasa ¢ = 1 esetén (felsd fele):

Fa 222 cat(C, set) (C(x, —), F) P! (F-)(p)
Ff cat(C,set)l(lC(f,—),l) I I
Fy 22% cat(C,set) (Cy, =), ) (Ff)(p) ~ (F(=) o Ff)(p) = (F(= o £))(p)

kommutal F' funktor volta miatt.
Maésodszor O, p természetessége F-ben — azaz (5.2) kommutativitasa f = 1 esetén

(also fele):

Fxmcat(C,set)(C(:v, —), F) D (£=)(p)

P lcat(C,Set)(la@) I I

GI,G
G —cat(C,set)(C(z, =), &) @a(p) = (G(=) 0 @) (p) = (1) © F(=))(p)
kommutal ¢ természetessége miatt.
Ezzel rendelkezésiinkre all a mondott © természetes transzformécio.
Oy
Mivel az 5.7 Tétel szerint Fa — > cat(C, set)(C(z, —), F) bijekci6 minden z € C°

és F € cat(C, set)? esetén, a 4.7 Allitas szerint © természetes izomorfizmus. 0
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5.3. Alkalmazasok.

5.14. Példa. Tekintsiink egy tetszéleges G csoportot mint egy objektumi kategoriét
(lasd az 1.5 Példa (2.c) pontjat) és vizsgaljuk meg a cat(G, set) kategoriat.

Ennek objektumai a G — set funktorok. Egy ilyen funktor a G kategoria egyetlen
objektumat egy X halmazba viszi. A G kategoria valamely g nyilat (azaz a G csoport

egy ¢ elemét) pedig egy X ﬂX fiiggvénybe. A funktor axiémék — azaz az
egységnyilak és a kompozicid 6rzése — pontosan annak felelnek meg, hogy - a G
csoport hatasa az X halmazon. Az egyetlen dbrazolhaté G(*, —) : G — set funktor a
regularis G-hatasnak felel meg.

(X,)

X\

A cat(G, set) kategoria nyilai G ﬂ set természetes transzforméciok. Egy ilyen
~_ 7
(Yv')

természetes transzformacio egy f : X — Y fliggvénnyel adott, amire a természetessé-
gét kifejezd

*\/\ X ! Y
gL 9~(—)l g:(—)
f
* X Y

\_/

diagram kommutal minden g € G esetén. Azaz pontosan egy G-ekvivaridns f: X —
Y fliggvény.
Az 5.7 Tétel szerint tehat

X = cat(G,set)(G(x,—),(X,+)) ={ G — X ekvivarians fiiggvények },

ami Cayley-tételként ismert.
Alkalmazva ezt a regularis G-hatasra, a

G — { G — G ekvivarians fuggvények }, g (—)g

bijekciot kapjuk. Mellékesen bebizonyitottuk tehéat azt is példaul, hogy minden G —
G ekvivarians fiiggvény bijektiv.

5.15. Példa. Tetszsleges R gyftrire tekintsiik az 1.5 Példa (2.d) pontjaban latott
kategoria mat(R)°P ellentettjét. Barmely n objektumra — azaz természetes szamra
— a mat(R)°?(n, —) = mat(R)(—,n) : mat(R)°®® — set abrazolhat6 funktor az m
objektumot az n sorbodl és m oszlopbdl allo, R-beli elemd méatrixok halmazaba viszi.

Az n sort méatrixokon az elemi sormiiveletek kommutéalnak a megfelels oszlopszamu
matrixokkal valé jobbrol szorzéssal; azaz mat(R)(—,n) — mat(R)(—,n) természetes

transzformaciot definidlnak.
Az 5.7 Tételbsl

mat(R)(n,n) — cat(mat(R)°P, set)(mat(R)(—,n), mat(R)(—,n)), T—T(—)

bijekci6 adodik. Ez azt igazolja, hogy minden elemi sormiivelet egy n X n-es matrixszal
valo szorzés, ez a matrix pedig az n X n-es egységmaétrix képe.
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