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BEVEZETES A KATEGORIAELMELETBE
BME SPECI

BOHM GABRIELLA

HATODIK ORA: Adjunkci6. Két (majdnem) ekvivalens definicié és példék.

6. ORA

6.1. Definicio (Els6 valtozat). Lokalisan kis kategoriak kozotti adjunkcio alatt egy

L D(L(—-),—)
C D funktor part értiink, amire a C°P x D set funktorok természetesen
~__~ ~—_ 7
R C(—,R(-))
izomorfak.

Terminologia: L bal adjungdlt, illetve az R-nek bal adjungdltja. R jobb adjungdlt,
illetve az L-nek j0bb adjungdltja.
Jelolés: LA Rvagy L4 R:D — C.

Ennek a definicionak az értelmességéhez fel kellett tenniink, hogy a C és D katego-
ridk lokdlisan kicsik; igy a D(L(—),—) és C(—, R(—)) : C°® x D — set funktorok jol
definidltak. Tetszdleges kategoridk kozotti adjunkeio kicsit késsbb (lasd a 6.6 Defini-
ciot).

A D(L(—),—) = C(—, R(—)) természetes izomorfizmus (nem) egyértelmiiségére is
visszatériink jové oran, (lasd a 7.2 Tételt és 7.3 Kovetkezményét).

D(L(=),—)

~ U
A 6.1 Definici6 jelolésével, egy C°P x D H(P set természetes transzformécioé egy
C(—R(-))

Dy, . , , . , .
{ D(Lz,y) —= C(x, Ry) }secoyeno fiiggvény csaldddal adott, aminek természetessége
az alabbi diagram kommutativitasat jelenti:
D(L(-),-)

N Dy
(z,y) D(Lz,y) — C(z, Ry) hi ®,,(h)

(f,9) L D(Lf,9) j jC(f,Rg) [ [
D

(', ) D(La',y/) ;y/(:(as’, Ry') gohoLfw»®, ,(gohoLf)=Rgo®,,(h)of
/\/
C(—R(-))

A 4.7 Allités szerint ® pontosan akkor természetes izomorfizmus, ha minden o,
komponens bijekcio.
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L
N\

6.2. Példak. (a) Minden (lokalisan kis kategoriak kozotti) C D ekvivalen-
~__“~
R

cia adjunkci6. Legyen ugyanis « : idc — RL természetes izomorfizmus, és a

segitségével

®,, :=(D(Lz,y) ey C(RLx, Ry)cﬂ)C(x, Ry)), (Lz L y)— (22 RLz 2L Ry).
(6.1)
Ez bijekcié minden z,y objektum parra:
e Mivel R ekvivalencia, a 4.5 Allitas szerint hi és teli; tehét Ry, bijekcio.
o C(ag, 1) inverze C(a 1, 1).
Természetes: Minden h € D(Lx,y), f € C(a',z) és g € D(y,y’') esetén,

(6.1)

Ppry(goholLf) R(gohoLf)oa,

R funktor

Rgo RhoRLf oay
«@ term:észetes Rg o Rh oa, o f (6:1) Rg o (I)zy(h> o f

F=szabad
_—\
(b) set 1+ mnd: set(UM,S) = mnd(M, F'S) minden M monoidra és S halmaz-
0
U=felejts
ra a szabad monoid definicioja szerint. Természetességét ellendrizd.
-V
. RN
(c) Minden V' vektortérre vec L vec: barmely X és Y vektortérre
~_
vec(V,—)
vec(X @ VY) vec(X,vec(V)Y))

/ o o fw® =)
[z @v i g(z)(v)] « g

Természetességét ellendrizd.

(d) Barmely S halmaz esetén jelolje sub(S) azt a teli részkategoriat set|S-ben
aminek az objektumai az (A, A — §) részhalmazok. A 3.3 Példa (k) pont-
janak funktorait hattatva egy tetszdélegesen adott f : S — T fiiggvényre, két

I«
PR
adjunkciot kapunk: sub(7) —f*= sub(S).
\J:/
fi
disc
VRN
(e) cat —(-)°-=set, ahol disc barmely X halmazt az 1.5 Példa (2.a) pontjaban
Nt S
ind

latott X objektum halmazi diszkrét kategoriaba viszi, ind pedig a 4.18 Példa
(b) pontjaban latott X objektum halmazt indiszkrét kategoriaba. (A nyilakra
valo kiterjesztés mindkét esetben egyértelmd, ird le.)
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6.3. Feladat. Mutasd meg, hogy a (—)! : cat — set funktornak van bal adjungaltja
de nincs jobb adjungaltja.

. RS
6.4. Allitas. Lokdlisan kis kategoridk kozotti C D funktorokra az alabbi dllitd-
. ~__~
sok ekvivalensek. R
(i) L4 R.
(ii) R°P 4 L°® (ahol (—)°° a 3.8 Példa (g) pontjaban ldtott ellentett konstrukcidt
jeldli).

Bizonyitds. (i) teljesiilése esetén rendelkezésiinkre all a @, , : D(Lz,y) — C(x, Ry)
bijekciok csaladja, ami természetes z € C%ban, és y € D%ban. Segitségiikkel konst-
rualhato egy

—1

C(z, Ry) Sl D(Lz,y) == D°®(y, L°Px)

CoP(R°Py, x)

x-ben és y-ban természetes bijekcio csalad, azaz teljesiil (ii). (ii)=(i) dualitas révén.

O
L
RS
6.5. Tétel. Lokdlisan kis kategoridk kozotti C D funktorokra az aldabbi dllitasok
‘ ~__~
ekvivalensek. R
(i) L 4 R. idc R L
N
(ii) Léteznek C |n C és D I D természetes transzformdciok, amikre
\_p_ \\d/
idp
C=———=C C——=C
R AN ) S L
/ﬂg L\Mn/: “ >\Mn/q ﬂ5\\
identitds természetes transzformdciok.
Terminolégia. n az adjunkcié egysége, € az adjunkcid koegysége.
Mivel a (ii) rész azonossagai komponensekben kiirva az
id 2y
Ry Ry LRLx (A)
\ / . L, €Lz
és
MRy Ré‘y
RLRy Lz Lx

idr.

ekvivalens alakot oltik, tetszéleges y € D° és z € C° objektumokra, hdromszig-
azonossdgoknak (triangle identity) is hivjak Sket (alabb A jelolés utal egyikiikre vagy
maésikukra).

Bizonyitds. (1)=(ii) (i) teljesiilése esetén rendelkezésiinkre all a ®,, : D(Lz,y) —

C(z, Ry) bijekci6 minden z € C° és y € D objektumra. Segitségiikkel definialjuk 7
komponenseit:

®, . : D(Lx, Lx) — C(z, RLx), i(Lx) — 1. (6.2)
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Az fgy kapott { & = RLx },cco nyil csaldd természetes, azaz

id

«

n
T r——> RLx

q ‘| lm

x’ il

RL

jobboldali négyszoge kommutativ ® természetessége, azaz
®,y(gohoLf) = Rgo®, (h)of  VfeC(z' z), he D(Lx,y), g € D(y,y') (6.3)

miatt:
RLkon, = RLE o ®, 1,(i(L)) S @y 1o (L) ' By 1o (i(La')) 0 k) o k.
A fenti konstrukeiot alkalmazva a 6.4 Allitas R°P 4 L°P adjunkcidjara, a

o 1

Ryy -

: C(Ry, Ry) — D(LRy,y), i(Ry) — €. (6.4)

komponensekkel adott € : LR — idp természetes transzforméciohoz jutunk.
Az els§ haromszog-azonossag

6.2)

(6.4) .
Re y © "Ry = Re, o ®gy rry(i(LRy)) = 2 (I)Ryy(gy) ) i(Ry) Vy € D°

miatt, a masodik dualitds révén teljesiil; azaz a most igazolt azonossagot alkalmazva
a 6.4 Allitas R°® 4 L°P adjunkcidjara.
(i))=>(i) n és € segitségével legyen minden x € C%-ra és y € D%ra

®,,: D(Lz,y) — C(x, Ry), (Le 2 y)— (2 2 RLe 2 Ry)  (6.5)
-1 9 Lg y
@, C(z,Ry) — D(Lx,y), (z—Ry)— (Lrx—LRy—vy). (6.6)

Ezek egymés inverzei, mert

©,,(059)  E R@L(9) on L Rig,0 Lg) o,

R funktor 7 természetes R

RéTyORLgOT]a: é?yOTIRyOgég,

és dudlisan, @, (P, ,(h)) = h. Tehat @, , bijekcié minden 2 € CO-ra és y € D%-ra.
® természetessége 1 természetességébdl kovetkezik: minden f € C(a',x), h €
D(Lz,y), és g € D(y,y’) esetén

Dyy(gohoLf) E R(gohoLf)ons

n természetes

= RgoRhonzOf Rgo(bxy(h) [

R funktor

Rgo Rho RLf ony
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6.6. Definicio (Masodik alak). Tetszdleges kategoriak kozotti adjunkcio alatt egy
L
R
C D funktor part értiink, amire léteznek a 6.5 Tétel (ii) pontjaban latott haromszog-

~_
R

azonossagokat kielégité n : idc — RL és € : LR — idp természetes transzforméciok.

Az L 1 R jelolés az altalanossag ezen szintjén is hasznalatos.

L

Py
6.7. Példa. Ha C D lokilisan kis kategoridk kozotti ekvivalencia a : ide — RL

~_ “~
R

és f 1 idp — LR természetes izomorfizmusokkal, akkor a 6.2 Példa (a) pontjaban latott
L + R adjunkcio egységének @, . (i(Lx)) komponensei az alabbi médon szamolhatok
ki:

(b.r,Lz
/\
D(Lz, Lx) C(RLx,RLx) . C(z, RLx)
Lz,Lx Qg

i(Lx) —— R(i(Lx)) = i(RLx) ——— ay,

-1

Ry (1(RY)) komponensei pedig az alabbi médon:

koegységének P

-1
¢Ry,y

C(Ry, Ry)

D(LRy,y)

C(RLRy, Ry) —;

Clagy,l Ry p, =By "oL(—)oBLRy
. -1 — -1
Z(Ry) : aRy : /By ! o L(aRy) o ﬁLRy-

Vigyéazat, a naiv a : idc — RL é¢s 37! : LR — idp valasztés nem (feltétleniil) teljesiti
a haromszog-azonossigokat.

6.8. Feladat. Igazold, hogy tetszGleges kategoridk kozotti ekvivalencia adjunkcid a
6.6 Definici6 értelmében. (Hasznald a 6.7 Példaban az egységre és koegységre kapott
formulakat mint ansatzot.)

6.9. Feladat. Altalanositsd a 6.4 Allitast tetszoleges kategoridkra.

6.10. Feladat. Szamitsd ki a 6.2 Példa tobbi pontjaban az adjunkcio egységét és
koegységét. Ellendrizd a haromszog-azonossigokat.

6.11. Tétel. Egy L 4 R : D — C adjunkciora — n egységgel és € koegységgel — a
kévetkezd dllitasok teljestilnek.

(1) L hi < n, monomorfizmus minden x € C° esetén.

)
) L hi és teli < n természetes izomorfizmus.

) L ekvivalencia < n és € természetes izomorfizmus.

) R hi & ¢, epimorfizmus minden y € DY esetén.

) R teli < ¢, felhasadé monomorfizmus minden y € D° esetén.
) R hii és teli < € természetes izomorfizmus.

) R ekvivalencia < n és € természetes izomorfizmus.
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Fdleg pedig L ekvivalencia < R ekvivalencia.

Bizonyitds. (1) A 2.25 Allitas (i) pontja szerint 7, pontosan akkor monomorfizmus
minden z € C° esetén ha

Clzm) : Cz,2) = C(2, RLx),  frrmao f" " RLfop. 0.1, (Lf)
(6.7)
injekci6 minden x,z € C% esetén. Mivel @, 1, bijekcio minden z,z € C° esetén, ez
pontosan akkor teljesiil, ha

C(z,z) —» C(Lz, Lx), f— Lf (6.8)

injekci6 minden z, z € CY esetén, azaz L hi.

(2) A 2.25 Allitas (iv) pontja szerint 1, pontosan akkor felhasadé epimorfizmus
minden x € C° esetén ha (6.7) sziirjekci6 minden z,z € CY esetén; vagyis pontosan
akkor ha (6.8) sziirjekcié minden xz, z € CY esetén, azaz L teli.

(3) A 4.7 Allitas szerint 1 pontosan akkor természetes izomorfizmus, ha 7, kom-
ponensei izomorfizmusok minden z € C° esetén. A 2.26 Allitas (i) pontja szerint ez
ekvivalens azzal, hogy 71, monomorfizmus és felhasadé epimorfizmus minden z € C°
esetén. Tehat a fenti (1) és (2) pontok miatt ekvivalens azzal is, hogy L hii és teli.

(4) Ha n és e természetes izomorfizmusok, akkor a réviikon L és R egymas pszeudo
inverzei tehat ekvivalencia funktorok.

Ha L ekvivalencia, akkor a 4.15 Allitas szerint hii és teli, igy a fenti (3) pont szerint
7 természetes izomorfizmus.

Akkor a 4.7 Allitas miatt 7, izomorfizmus minden x € C° esetén igy a 3.23 Allitas
(c) pontja szerint Ln, is izomorfizmus minden z € C° esetén. A masodik haromszog-
azonossag szerint az Ln, izomorfizmus inverze er,, igy €1, is izomorfizmus minden
r € CY esetén. Ujra hasznalva, hogy L ekvivalencia, a 4.17 Tétel miatt lényegében
sziirjektiv az objektumokon. Valasszunk minden y € D%hoz egy z, objektumot C-
ben és egy k, : Lz, — y izomorfizmust C-ben. ¢ természetessége miatt ¢, = k, o
€1, © LRE, 1. Mivel ez izomorfizmusok kompoziciéja, maga is izomorfizmus. Igy a

4.7 Allitas miatt ¢ is természetes izomorfizmus.
(5) az (1) dualisa, (6) a (2) dualisa (7) a (3) dualisa és (8) a (4) dudlisa, nem
igényelnek kiilon bizonyitast. U

WIGNER F1zIKAT KUTATOKOZPONT, 1525 BUDAPEST 114, PF. 49
e-mail: bohm.gabriella@wigner.hu



	6. óra

