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BEVEZETES A KATEGORIAELMELETBE
BME SPECI

BOHM GABRIELLA

HETEDIK ORA:. Zsinér diagramok. Hasznalatuk az adjunkciok tulajdonsagainak
vizsgalatara.

7. ORA
7.1. Zsinor diagramok (string diagrams).
F
A természetes transzformaciok grafikus abrézolasara eddig a ¢ e D tipu-
G
su rajzokat hasznaltuk. Ma attériink egy ekvivalens, de gazdasigosabb és ligyesebb
jelolésre.
Els6 1épés. Tiikrozzik az abrat egy fiiggdleges tengelyre:
F F
C le D +—— D le C
G G

Ezzel a funktorokat dbrézol6 nyilak nem balrol jobbra mutatnak, hanem jobbrol balra.
Elénye, hogy a kompozicié sorrendje megfelel a rajzon lathaté sorrendnek:

C//( G C/( F C — CI/(G—F C
Masodik 1épés. Attériink a dualis grafra:
/\
D le C D 0| C ]
\/ —/
G G G

Elénye a kisebb, attekinthetébb abra. Tovabbra is fentrdl lefelé olvassuk (ausztral
konvencio). Vigyazat, az irodalomban megtalalhato a forditott konvencio is.

2020. maéarcius 26.


http://www.rmki.kfki.hu/~bgabr/

2 BOHM GABRIELLA

A C kategoria objektumait 1 — C funktorokként tekintve, és C nyilait koztiik
természetes transzformaciokként tekintve, ¢ természetessége ebben a jelolésben a

F F

ythZE,O]

I
6]

= Gho g,

@-----@--H

G G

alakot 6lti, minden h € C(z,y)-ra (a gyongyok szabadon cstsztathatok a zsinoérokon).

7.2. Adjunkciok tulajdonsagai — zsinér diagramok hasznalataval. Elsé gya-
korlatként irjuk at zsinér diagramokra egy L 4 R : D — C adjunkci6 egységét és

koegységét.
Egység:
C C C C
In !
L L }V_\L
D D
Koegység:

e Ak N

Konvencionk szerint az identitas funktornak megfelel§ (a kozépss abrakon sziirkével
rajzolt) vonalakat elhagyjuk (mint a jobboldali 4brakon).
A haromszo6g-azonossagok ebben a jelolésben:
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azaz a zsinor kanyarulatai kiegyenesithetdk.
Az L 4 R adjunkciohoz tartozé bijekcidk:

D, -1
D(Lz,y) — C(z, Ry) C(z,Ry) =

Egymas inverzei:

: ¢$7y
|_)

illetve

7.1. Feladat. Barmely L H R : D — Cés L' 4 R : D' — (' adjunkci6 esetén, és
barmely F' : C' — C és G : D’ — D funktor esetén konstruélj bijekciot az LF —
GL' és az FR' — RG természetes transzforméaciok kozott. Azokat a természetes
transzforméciokat amelyeket az a bijekcié kapcsol Ossze, tdrsaknak (mates) mondjuk
(az LA4R:D — Cés L' 4R : D' — C is adjunkciokra nézve).

Hogyan altalanositja ez a bijekci6 a fenti @, , bijekciokat?

LAR:D—->CL AR :D — Cé L" 4 R":D"— (" adjunkciok ese-

tén, és D" ZpED es %2 C funktorok esetén hogyan viselkedik a tars
konstrukci6 a ¢ : LF — GL' és ¢ : L'F" — G'L” természetes transzforméaciok

—QV
Béarmely f : V' — V' linearis leképezés egy vec ﬂ—@f vec természetes transz-
~N_ 7
—®V’
forméciot indukal. Mi a tarsa a 6.2 Példa (c) pontjaban latott — ® V' H vec(V, —)
adjunkciora nézve?
7.2. Tétel (Az adjungalt egyértelmiisége). Ha L 4 R és L 4 R is adjunkcio
— "\ illetve (~ eqységgel és \ illetve \_/ koegységgel — akkor létezik egy
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0: R — R természetes izomorfizmus amire

A,
A

Azaz komponensekben kitrva, minden x € C° és y € DY esetén

nh = 0Le © Ny és 8; o Lo, = ¢,

o=\ |
_/

. 773?2; R'ey . . .
(ennek komponensei g, := ( Ry —= R'LRy —> R’y ) minden y € D" esetén). Lé-
vén természetes transzformaciok Godement-szorzata és kompozicidja, o természetes
transzformécié. Annak igazolasara, hogy természetes izomorfizmus, konstrualjuk meg

az inverzét:
G )
A NG

Bizonyitds. Legyen

Erre

>
>

és szimmetrikusan a forditott sorrendben. Az allitdsban szerepld elsé egyenlGség:

1>

és a masodik:

>
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7.3. Kovetkezmény. Lokdlisan kis kategoridak kozotti L 4 R és L 4 R’ adjunkcick
esetén a 7.2 Tételben ldtott o természetes izomorfizmus segitségével minden h . Lr — y
nyilra

=)

7.4. Feladat. Ird at a 7.2 Tétel és a 7.3 Kovetkezmény bizonyitasat a hagyoméanyos
jelolésbe.

>

7.5. Feladat. Felhasznalva, hogy barmely L 4 R : D — C adjunkci6 esetén, minden
x € C%ra Lz a C(x, R(—)) : D — set funktor 4brézol6 objektuma, adj egy alternativ
bizonyitast a 7.2 Tételre a Yoneda-Lemma alkalmazéaséval.

7.6. Allitas. Ho L4R:C—Bés L' 4R :D — C, akkor L'L 4 RR'.

Bizonyitas. Legyen L' - R egysége Y koegysége U; és legyen L - R egysége
/
Neés koegysége \_. Akkor 'L 4 RR/ egysége és koegysége

és szimmetrikusan teljesiil a mésik haromszog-azonossag. 0
7.7. Feladat. Ird at a 7.6 Allitas bizonyitasat a hagyomanyos jelolésbe.

7.8. Feladat. Adj egy alternativ bizonyitast a 7.6 Allitasra a Yoneda-Lemma alkal-
mazaséaval (lasd a 7.4 Feladatot).

7.9. Allitas. (1) Minden bal adjungdlt funktor érzi az epimorfizmusokat.
(2) Minden jobb adjungdlt funktor érzi a monomorfizmusokat.

Bizonyitds. (1) Legyen L4 R : D — C, (" egységgel és \_/ koegységgel. Legyen
a lenti baloldali p : + — y epimorfizmus C-ben a jobboldali f és g : Ly — z pedig
parhuzamos nyilak D-ben amikre f o Lp = go Lp:
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Ezekre

® |0 ®» [lo @ @
Qj')=z> @=:> @=:>
o

amibdl az egyik haromszog-azonossiag miatt kovetkezik f = g, igy Lp epimorfizmus.
(2) dualitas révén. O

o
J
S
{9 '
J
S
{)

7.10. Feladat. Ird at a 7.9 Allitas bizonyitasat a hagyomanyos jelolésbe.
7.3. Monadok

7.11. Definici6. Egy monddot az alabbi adatok alkotjak.
e cgy C kategoria,
e egy T : C — C funktor,

e egy | = \[/ :TT — T szorzds és egy n = T cide — T eqgység természetes

transzformécio,

amire az alabbi — asszociativitas és egység — axiomak teljesiilnek.

Y

Komponensekben kifrva, minden € C%ra az alabbi diagramok kommutativak.

TTTz — TTx To —">TTx
uml l#z és nml \ L;U'z
TTx — Tx TTx — Tx
7.12. Példak. (a) Tetszdleges kategoria identitas funktora az identitas természe-

tes transzformaciokkal.
(b) Barmely (M, -, e) monoidra
e a set kategoria,
e az M x (—) : set — set funktor,
ea us:MxMxS—MxS, (a,b,s) + (a-b,s) és
ns:S — M xS, s (e, s)
komponensekkel adott természetes transzforméciok.
(c) Barmely (A, -, 1) algebrara a
e a vec kategoria,
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e az A® (—) : vec — vec funktor,
ea Uy ARARV - ARV, aRbR®V —a-b®v és
n:V—->ARV, v —1®v
komponensekkel adott természetes transzforméaciok.

7.13. Allitas. Minden L 4 R : D — C adjunkciora — 7 eqységgel és / koegy-
séggel — az alabbi adatok monddot alkotnak.

e a C kategoria,
e az RL : C — C funktor,
® apu =1/ |es n= O\ természetes transzformdciok.

Bizonyitds. Asszociativitas:

= U

Egység:

>
>

O

7.14. Feladat. Ird fel a 6.2 Példak adjunkcioi altal a 7.13 Allitas értelmében indukalt
monédokat.

Vajon a megfordités is igaz? Minden monéd elall ilyen moédon egy alkalmas ad-
junkciobol? Igen (bar ugyanahhoz a monadhoz kiilénb6zs adjunciok is létezheznek).
A lenti 7.17 Tétel barmely monadhoz egy kanonikus adjunkcié — az un. monddikus
adjunkcio — konstrukcioja.

7.15. Definicio. Egy adott (C,T,pu,n) monad FEilenberg—Moore-algebrdi alatt egy
(r € C° a € C(Tz,x)) part értiink, amire az alabbi — asszociativitési- és egység
axiomakat kifejez6 — diagramok kommutativak.

TTz L% Ty T
ML la nzl\
TxT-J; Tx—a>x

Eilenberg—Moore-algebrak (z,a) — (2/,a’) homomorfizmusai alatt olyan f € C(x,z’)
nyilakat értiink, amikre a kovetkezd diagram kommutativ.

T
Tx A Tx'
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7.16. Feladat. Igazold, hogy egy adott (C, T, 1, 7) monad Eilenberg—Moore-algebrai
mint objektumok, és homomorfizmusaik mint nyilak, kategoriat alkotnak. Jeldlése:
ct.
7.17. Tétel. Barmely (C,T, u,n) monddra az aldbbi dllitasok teljesiinek.

(1) Az

U:CT=C,  ((x,0) 1> (,d))m (za)

felegtd funkror jobb adjungdltja az
F:Co " (a2 ) m ((To ) —= (T2 ) )

funktornak. Ez a (C,T, pu,n) monddhoz tartozé monadikus adjunkcio. )
(2) Az (1) pont beli adjunkcid az adott (C, T, u,n) monddot indukdlja a 7.13 Alli-
tdsban latott modon.

Bizonyitds. (1) A mondott adjunkcio egysége n:idc - UF =T.
Az € : FU — idcr koegység komponense barmely (z,a) objektumnal CT-bél,
FU(x,a) = (T, j1,) = (v, a) .
- Ez nyil CT-ben a asszociativitdsa miatt.

- Természetes — azaz minden f € CT((z,a), (z/,a’)) nyilra

a
Ty ——=x

W

Ty —a'
a

kommutal — a homomorfizmus definici6ja miatt.
- Haromszog-azonossagok:

MU (z,a) Fng

U(z,a) UFU(z,a) Fx FUFx
N, e, S
N Sl e
x\ Tx\
U(z,a) Fux

a illetve p egység axidmaja miatt.

(2) Az UF és T funktorok egyenlGsége nyilvanvalo a konstrukeiobol. Az indukalt
UF monad egysége az F' - U adjunkci6 egysége; azaz az eredeti monéad egysége 1. Az
indukalt monad szorzasanak komponense barmely x € C° objektumnél Usp, = ju,,
igy az indukalt és az eredeti monad szorzasa megegyezik. 0

7.18. Feladat. Ird fel a 7.12 Példa monadjaihoz tartozo monadikus adjunkciokat.

7.19. Feladat. Tekintsiink egy (C, T, i, 7) monadot és egy L + R : D — C adjunkciot
ami a (C,T, u,n) monadot indukalja a 7.13 Allitas értelmében. Mutasd meg, hogy
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létezik egy egyértelmi K funktor ami kommutativva teszi az aldbbi diagramot,

c—Lt-.p

Fj /K/ lR

Cr'—=C
U
ahol F' és U ugyanaz, mint a 7.17 Tétel (1) pontjaban.
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