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BEVEZETES A KATEGORIAELMELETBE
BME SPECI

BOHM GABRIELLA

NYOLCADIK ORA: Kategoriai limesz — definiciok és példak.

8. ORA

Legyen (egész oran) J egy kis kategoria, C pedig egy lokalisan kis kategoria (igy
cat(J,C) — a J — C funktorok és természetes transzformécioik kategoridja — is
lokélisan kicsi).

8.1. Konstrukcié. Tekintsiik az alabbi const : C — cat(J, C) funktort.
Hatasa az objektumokon legyen

¢ — const, : J = C, (x—f>y)~—>(cz(—c>)c),

const,

. . . . /\ 2z 7 .
egy h € C(c,d) nyilat pedig kiildjon abba a J ﬂconsth C természetes transzforméci-

6ba, melynek minden komponense h: }n_s{
const.
x - c—" g
f i(c)l Li(d)
Y c—" +d.
/\CE/
8.2. Also kup (cocone). Jellemezziik egy tetszéleges F' : J — C funktorbol const.-be
F
ﬂw C természetes transzforméciokat:
const.
F
T < Fr 225 ¢

Py

y/\_Fy/—;c

const,
Azaz a jobb oldali identitas nyilat kontrahalva és a diagramot elforgatva azt kapjuk,

hogy egy ¢ : F — const. természetes transzformacio nyilak egy { F r 25 ¢ Faeo
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csaladjaval adott, melyre az alabbi haromszog kommutativ minden f € J! esetén:

F(s(f)) ) (8.1)
Py

L Fa(y)

Terminoldgia: Egy ¢ : F' — const, természetes transzforméaciot F' alatti (¢ csicsi,
ha fontos, J-vel indexelt) kipnak is hivunk. A (8.1) diagramok kommutativitasara
mint (alsd) kip feltételre hivatkozunk.

F

8.3. Definicié. Ha létezik a cat(J, C)(F,const_)) : C — set funktort abrézolé ob-
jektum, akkor azt F' kolimeszének (ha fontos, J-vel indexelt kolimeszének) hivjuk és
colimF-fel (néha colim;F-fel) jeloljiik.

8.4. Kovetkezmény. Ha létezik a kolimesz akkor izomorfizmus erejéig egyértelmi
(az 5.11 Kovetkezmény miatt).

Explicitebb, a gyakotlatban jobban alkalmazhatoé leiras is adhato.

8.5. Allitas. Tetszéleges F : J — C funktorra az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.
(i) Létezik F kolimesze, azaz eqy colimF objektum C-ben és egy

¢ : C(colimF, —) — cat(J, C)(F, const(_))

természetes izomorfizmus.

(ii) Létezik egy univerzalis F' alatti kip, azaz egy olyan T : F' — consteolimp termé-
szetes transzformdcio amin keresztil minden mds ¢ : F' — const. természetes
transzformdcio — azaz ¢ csucsu ' alatti kip — eqyértelmien faktorizdlodik.
Ez azt jelenti, hogy létezik pontosan egy h € C(colimF,c) nyil amire az aldb-
bi diagram kommutativ (azaz komponensekben, p, = h o 7, minden x € J°
esetén,).

©
F const,

-
b
-
-
T ~ “consty,
-~

consteolimp
cat(J,C)(F,const(_y)

- . .o . /\
Bizonyitds. (i)=(ii). ® pontosan akkor természetes, ha inverze, C [®' set ter-

N~
meészetes, azaz C(colimF,—)
-1
c/cat\(J\, C)(F, const,) 2= C(colimF, c) Q' ()
f cat(J,C)(lF,constf) C(coli!'nF,f) l I
v -1 v

dW(CO“mF, d) const; o = & ! (const; 0 ) = f o ()

utolso diagramjanak jobb alsd sarkaban lathato piros egyenl@ség teljesiil minden f €

C(e, d) nyilra.
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Legyen 7 := ®gimp(i(colimF’)). Univerzalitdsa abbol kovetkezik, hogy béarmely
@ : ' — const, természetes transzformécio és h : colimF' — ¢ nyil esetén

. @ bijekcid
@ =const, oT =

@g1(¢> — (I);l(consth o 7_) 1] terrgszetes

_ _ O} o (T)=i(colimF)
CI)C 1(@) =ho q)collimF<T) " A
O '(p) = h.

(ii)=(i). Minden ¢ € C° objektumra
®. : C(colimF, ¢) — cat(J, C)(F, const,) h + const, o T
bijekcioé T univerzalitasa miatt. Természetessége abbol kévetkezik, hogy minden k €
C(colimF, b) és h € C(b, ¢) nyilra
®.(h o k) = constye, © T = consty, o consty, o T = consty, o $,(k).
O

const,

VR
8.6. Felsd kap (cone). Egy JoP ﬂw C természetes transzforméacio egy { ¢ % g }eego
N

nyil csaladdal adott, amire F

C
N

P(f) —— F(s(f)

(8.2)

kommutativ minden f € J! esetén.

Terminolégia: Egy ¢ : const, — F' természetes transzformaciot F' folotti (¢ csicsi,
ha fontos, J-vel indezelt) kipnak is hivunk. A (8.2) diagramok kommutativitasara
mint (felsé) kip feltételre hivatkozunk.

8.7. Feladat. Barmely { ¢ —> Fiz },cp0 ktpra egy F : J°° — C funktor f5l5tt, igazold
a kovetkezdket.

(1) Barmely G : C — D funktorra { Ge 2% GFx }yep kip GF folott.

(2) Barmely w : F — H természetes transzformaciora { ¢ —> Fz =% Hz } e
kip H folott.

8.8. Definicié. Egy F': J°° — C funktor limesze az F°P : J — C°P funktor kolimesze
(amennyiben létezik). Mint ilyen, az alabbi ekvivalens adatokkal irhato le.
(i) Egy limF objektum C-ben és egy C(—,limF’) = cat(J°P, C)(const(_, F') termé-
szetes izomorfizmus.
(ii) Egy univerzdlis kup F 6lott. Azaz egy o : constjmpr — F természetes transz-
forméci6é amin keresztiil minden mas 1 : const, — F' természetes transzforméa-
ci6 egyértelmien faktorizal6dik 1) = o o const;, modon.

8.9. Kovetkezmény. Ha Iétezik a limesz akkor izomorfizmus erejéig eqyértelm.
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8.10. Definicio. Egy C kategoridban egy tetszéleges I halmazzal indexelt { b L ¢ Yier

nyil csalad egyiittesen monomorf (jointly monomorphic) ha barmely g, h € C(a, b) par-
huzamos nyilakra

(fiog=fioh Viel)= (g=nh).

Duaélisan, egy { ¢ Ty }ier nyilesalad C-ben egyiittesen epimorf (jointly epimorphic)
ha egytittesen monomorf C°P-ban. Azaz ha barmely ¢, h € C(b, a) parhuzamos nyilakra

(gofi=hof, Yiel)= (g=h).
8.11. Kovetkezmény. Bdarmely F : J — C funktorra a kovetkezdk teljesiilnek.

(1) A{limF 2 Fe Yeego limesz — ha létezik — egyiittesen monomorf.
(2) A{ Fz Y colimF }eego kolimesz — ha létezik — egyiittesen epimorf.
Bizonyitds. (1) Haa g és h € C(c,limF) nyilakra ¢, 09 = ¢,0h minden x € J? esetén,

akkor @ o const, = { ¢ = limF = Fa },cp0 és @ o consty, = { ¢ limF 25 Fa }rego
ugyanaz a kup F' folott; mely g és h révén is faktorizalodik a limesz univerzalis kipjan
keresztiil. Igy a faktorizéacio egyértelmisége miatt g = h. (2) duélisan. O

8.12. Lemma. (1) Ha létezik valamely F : J°® — C funktor limesze, akkor min-
den F'-fel természetesen izomorf funktor limesze létezik és izomorf F' limeszé-
vel.

(2) Ha létezik valamely F : J — C funktor kolimesze, akkor minden F-fel termé-
szetesen 1zomorf funktor kolimesze létezik és izomorf F' kolimeszével.

Bizonyitds. (1) Jelolje F' limeszét { limF’ L Fa Yeepo és legyen v 1 F' — G egy ter-

mészetes izomorfizmus. Ekkor { limF 2 e 2 Ge }oeso kip G fol6tt (lasd a 8.7
Feladatot), azaz az alabbi diagram kommutal minden f € J! esetén.

/“ mﬁ\

Pe(f) Ps(f)
/F(t(f)) — F<s<f>>\
Te(f) Vs(f)

G(t(/)) ~ G(s(f)

-1

Hasonloan, ha { ¢ 22 oo beeyo kup G folott, akkor { ¢ Y Ge T Fu }eeyo kup
F {616tt (ahol hasznéltuk, hogy a = természetes izomorfizmus minden komponense
izomorfizmus a 4.7 Allitas szerint). Igy F limeszének univerzalitasa miatt létezik egy
egyértelmd faktorizacié a bal oldalon — és ezért a jobb oldalon:

C Y C
| |
Y
Y Y
mEF T~ Fa limF Fa Ga.

Px Pz Yz

P
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Ez bizonyitja a { imF —> Fz —> Gz },ep kip univerzalitésat, azaz, hogy 6 a G

limesze.
(2) dualisan. O
8.13. Példak. (a) Az 1.5 Példa (1.a) pontjanak @ iires kategoriajabol (konvencio

szerint) pontosan egy F' funktor van barmely lokalisan kis C kategoriaba. Az
ez alatti és e feletti kiipok egyarant megegyeznek C objektumaival.

Igy tehat egy univerzalis F alatti kup egy olyan I objektum, amelybél bar-
mely objektumba pontosan egy nyil van. Az ilyen objektumot kezddobjektum-
nak (initial object) hivjuk.

Dualisan, egy univerzélis F' feletti kup egy olyan T" objektum, amelybe bar-
mely objektumbol pontosan egy nyil van. Az ilyen objektumot végobjektumnak
(terminal object) hivjuk.
halmaz, végobjektum a (barmely) szingleton halmaz. A 3.2 Allitas cat kate-
goridjaban a kezdGobjektum az 1.5 Példa (1.a) pontjanak @ iires kategoria,
végobjektum az 1.5 Példa (1.b) pontjanak 1 szingleton kategoria. Az 1.5 Pél-

c sz

sz 2

egységelembdl 4llo) monoid.
Egy D diszkrét kis kategoriabol C-be mené F' funktorok az objektum fiiggveé-
nylikkel adottak.

Egy F' : D — C funktor feletti kiap all egy ¢ € C° objektumbol és nyilak

tetszdleges f = { ¢t Py }repo csaladjabol, tovabbi megszoritas nélkil. A
kovetkezs abra kék kiupja univerzalis, ha rajta keresztiil minden f nyil csalad
egyértelmten faktorizalodik

C
! fo
|
\

Fx

[ Fy

yenO Pz

modon. Az Myepo F'y objektumot az { F'y},epo objektumok szorzatdnak hivjuk.
Ha a D diszkrét kategorianak véges sok {y1,...,y,} objektuma van, akkor
szokasos a MyepoF'y = Fyy X -+ x Fy, jelolés is.

Egy F alatti kup &ll egy ¢ € C° objektumbdl és nyilak egy tetszéleges f =
{fs : Fx — c}uepo csaladjabol, tovabbi megszoritas nélkiil. A kovetkezd abra
kék kipja univerzalis, ha rajta keresztiill minden f nyil csalad egyértelmtien
faktorizalodik

Fo— Ll Fy

yEDO

[
fa v
c
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modon. Az UyepoF'y objektumot az {Fy},epo objektumok ko-szorzatdnak
hivjuk. Ha a D diszkrét kategoridnak véges sok {y,...,¥y,} objektuma van,
akkor szokdsos a Uyepo F'y = Fy; + -+ - + Fy, jelolés is.

cz 2

szorzat:

X
|
L ontr@nae) SN
y
A Ax B B
a i (a,b) b
és hasonldan ketténél tobb faktor esetén.
A ko-szorzat a diszjunkt unio:
at (a, %)
(*,0) b
A A+ B B
(a,*)+f(a)
R O

Y

és hasonloan ketténél tobb faktor esetén.

Az 1.5 Példa (3.b) pontjanak vec kategoridjaban a szorzat a Descartes-
szorzat a ko-szorzat a direkt Osszeg.
Tekintsiik azt a harom objektumii span kategoriat melynek nyilai a kovetkez6-
ek: i(2)

Egy kup valamely F : span®® — C funktor folétt all egy ¢ € C° objektumbol
és harom {y, : ¢ = Fn}pc(s,.,y nyilbol, amire

c
Pz J Py
/¢\
Fx Fz Fy
Fl Fr

kommutativ. Mivel ¢, = Flo ¢, = Fr o ¢, redundans adat, inkabb

c—2 5 Fy (8.3)

For——Fz
Fl

kommutativ négyzetként szokés rajzolni. A kovetkezs dbra kék kupja univer-
zélis, ha barmely (8.3) kup — azaz az alabbi diagram kommutativ kiilseje —
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egyértelmien faktorizalodik rajta keresztiil a rajzon lathaté modon.

Py
\* -
Fx;Fy—J>Fy
ol
T Fr
Fx Fz

Fl

Az ilyen univerzalis kipot Fux HpfrF y wvisszahuzdsdanak (pullback) hiv-
juk.

Egy kip valamely F : span — C funktor alatt all egy ¢ € C° objektumbdl és
harom {¢, : F'n = c}uefa,zy) nyilbol, amire

Fp <P ]jz Fr Fy
C

kommutativ. Mivel ¢, = ¢, o Fl = ¢, o F'r redundans adat, inkabb

Fz-t Fy (8.5)

n| |

Fr——c
Px

kommutativ négyzetként szokés rajzolni. A kovetkezs dbra kék kupja univer-
zélis, ha barmely (8.5) kip — azaz az alabbi diagram kommutativ kiilseje —
egyértelmien faktorizalodik rajta keresztiil a rajzon lathaté modon.

Fr

Fz Fy (8.6)

N
N
C

Pz

Py

Az ilyen univerzalis ktipot Fz <— Fz XL Fy eldrekildésének (pushout) hiv-

juk.
Descartes-szorzat részhalmaza:
Fz <"~ Fa X Fy = {(a,b) € Fa x Fy|(FI)(a) = (Fr)(b)} Ry

a 1 (a,b) b.

Barmely C kis kategoriadban a komponalhaté nyilparok C1(>:§)C1 halmaza

S t . L.,
CO < C!' = (Y visszahuzésa set-ben.
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Ha specialisan F'y LL P2 részhalmaz beagyazasa, akkor (8.4) belss négy-
szoge a kovetkezd alakot oOlti:

Fl megszoritasa

(FD)~(Fy) Fy
| |
Fzx o Fz.

Igy ha még inkdbb megszoritva, Fa > Fa U Fy << Fy bagyazasok az unioba,
akkor (8.4) bels6 négyszogére a kovetkezot kapjuk:

FxnNFy Fy
Fx Fx U Fy.

Azaz a metszet egy bizonyos visszahiizas set-ben.
A set kategoriaban Fx Ff Fy a diszjunkt uni6 hanyados halmaza a ((F'1)(p), *)

~ (%, (Fr)(p), p € Fz reldci6 szerint (ahol [—] ekvivalencia osztalyt jeldl):

FxLFx;—Fy: (Fx+Fy)/~<LFy

at la, *]

[*, 0] ' b.

Ha specidlisan Fz << Fz = Fx N Fy>> Fy a metszet mint részhalmaz be-
agyazasai, akkor (8.6) belsé négyszoge ugyancsak a kovetkezs alakot olti:

Fxn Fy Fy
Fx Fz U Fy.

Azaz az uni6é egy bizonyos elérekiildés set-ben.
Tekintsiik azt a két objektumu E kategoériat melynek nyilai a kévetkezdk.

i(2) u i(v)
Cu — Y I

Egy kup valamely F' : E° — C funktor folott all egy ¢ € CY objektumbol és

két { ¢ 2= Fz | ¢4 Fy } nyilbol, amire

c és c
% X\ % X\
Fy . Fx Fy 7 Fx
kommutativ. Mivel ¢, = Fu o ¢, = Fd o ¢, redundans adat, inkdbb
c—2 o Fy Py (8.7)

Fd
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kommutativ willaként szokés rajzolni (ahol a kommutativitas az Fu o ¢, =
Fd o ¢, egyenlGséget jelenti). A kovetkezs abra kék villaja univerzalis, ha
barmely (8.7) villa egyértelmiien faktorizalodik rajta keresztiil a rajzon lathato
modon.

T (8.8)
| X

1

A Fu

e — Fy Fx

Az ilyen univerzalis villat F'u és F'd egyenlitdjének (equalizer) hivjuk.
Egy kup valamely F' : E — C funktor alatt all egy ¢ € C° objektumbol és

ket { Fo 2> ¢, Fy 2% c } nyilbol, amire

Fx fu Fy és Fx
& &

kommutativ. Mivel ¢, = ¢, o F'u = ¢, o F'd redundans adat, inkdbb

Fu Py

F
Fd Y

Fx

c (8.9)

kommutativ ko-villaként (cofork) szokas rajzolni (ahol a kommutativitas a ¢, o
Fu = ¢,0Fd egyenlGséget jelenti). A kévetkezd abra kék ko-villaja univerzalis,
ha barmely (8.9) ko-villa egyértelmtien faktorizalodik rajta keresztiil a rajzon
lathaté moédon.

Fu &y
Fz ; Fy q (8.10)
S
Py \

Az ilyen univerzalis ko-villat F'u és F'd ko-egyenlitdjének (coequalizer) hivjuk.

Az 1.5 Példa (3.a) pontjanak set kategoridjaban v : X — Y ésd: X — Y
fiiggvények egyenlitGje X részhalmaza: {z € Xu(x) = d(z)}. Az u és d
fiiggvények ko-egyenlitGje Y hanyados halmaza a u(zx) ~ d(z), z € X relacio
szerint.

Az 1.5 Példa (3.c) pontjanak mnd kategoridjaban v : X - Y ésd: X - Y
nyilak egyenlitéje X részmonoidja: {x € X|u(x) = d(z)}. (Az ilyen elemek
valoéban részmonoidot alkotnak ha u és d monoid homomorfizmusok.) Az és d
nyilak ko-egyenlit§je Y hanyados monoidja az u(z) ~ d(z), € X kongruencia
relacio szerint. (Kongruencia relacio alatt azt értjiik, hogy a ~ a' és b ~ 0 =
ab ~ a'l’; az e szerinti hanyados valoban monoid).

Ha specialisan d az X monoid minden eleméhez az Y monoid egység elemét
rendeli, akkor u és d egyenlitGje u magja, ko-egyenlit§jiik pedig u ko-magja.

Az 1.5 Példa (3.b) pontjanak vec kategoriajaban u: X — Y ésd: X —» Y
linedris leképezések egyenlitGje X altere: {z € X|u(z) = d(x)}. (Az ilyen
elemek valoban alteret alkotnak ha w és d linearisak.) Az w és d linearis
leképezések ko-egyenlitéje Y hanyados tere az {u(z) — d(z)}.ex altér szerint.
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Ha speciélisan d az X vektortér minden eleméhez az Y vektortér nulla elemét
rendeli, akkor u és d egyenlitGje u magja, ko-egyenlit§jiik pedig u ko-magja.
Barmely A algebra, M jobb, és N bal A-modulus esetén a vec-beli

hatas ® id

M®A®N M®N—M®a N

id ® hatas
ko-egyenlitében M és N A-modulus tenzorszorzata jelenik meg.

8.14. Feladat. Mi az 1.5 Példa (4.e) pontjanak szelet-kategoridjaban a kezd&objek-
tum és a végobjektum?

8.15. Feladat. (a) Mutasd meg, hogy ha D diszkrét kategorianak egyetlen objek-
tuma van (azaz az 1.5 Példa (1.b) pontjanak 1 szingleton kategoriaja) akkor
a: 1 — C limeszét az egyetlen objektum a altali képe és annak identitas nyila
alkotja.
(b) Igazold, hogy barmely n > 1 egész szamra ay X -+ X a, = (a1 X+ X Gp_1) X Q.
Ha tehat létezik minden a x b bindris szorzat, akkor (iteracio révén) létezik minden
ap X -+ X a, véges szorzat.

8.16. Feladat. Mutasd meg, hogy halmazok Descartes-szorzata specialis visszaht-
zasként is tekinthet§. Milyen kategoéridkban tekinthetd a szorzat specialis visszaht-
zasnak?

8.17. Feladat. Mutasd meg, hogy az 1.5 Példa (4.e) pontjaban latott szelet kategoria

c s

8.18. Feladat. Egy

Y
g
z

visszhtizas diagramra (barmely kategoridban) igazold a kovetkezdket.

(a) Ha f monomorfizmus akkor 7, is monomorfizmus.
(b) Ha f felhasad6 epimorfizmus akkor 7, is felhasadé epimorfizmus.
(c) Ha f izomorfizmus akkor m, is izomorfizmus.

8.19. Feladat. Mutasd meg, hogy ha egy

o ———> 0 ——> 0

R

o ———> 0 —> 0
kommutativ diagramban a jobb oldali négyzet visszahtzas, akkor a baloldali négyzet
pontosan akkor visszahtizés ha a diagram kiils6 négyszoge az.
8.20. Feladat. Mutasd meg, hogy barmely e o= egyenlitében 7 monomor-

fizmus. Duélisan, barmely a == b e ko-egyenlitében ¢ epimorfizmus.

8.21. Feladat. Egy tetsz&leges kategoria barmely f : x — y nyilara igazold az alabbi
allitasok ekvivalencidjat.
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(i) f monomorfizmus.
(ii) A kovetkezs diagram limesz.

Eddig csak kis J kategoridkkal indexelt un. kis limeszekrdl volt sz6. Univerzalis
kapként definidlhatunk nagy limeszeket is (ha nem tesziink megkotést J méretére).

8.22. Feladat. A 8.13 Példa (a) pontjaban a kezdGobjektumot mint specialis koli-
meszt definidltuk. Leirhat6 azonban egy nagy limeszként is. Mutasd meg, hogy I € C°
pontosan akkor kezdGobjektum a lokélisan kis C kategéridban, ha a C — C identités
funktor limesze.
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