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BEVEZETES A KATEGORIAELMELETBE
BME SPECI

BOHM GABRIELLA

KILENCEDIK ORA: Teljesség és véges teljesség.

9.1. Teljes kategoriak.

9.1. Definicid. Egy lokalisan kis C kategoria teljes (complete) ha minden kis J kate-
goria és minden F': J°? — C funktor esetén létezik F' limesze. C ko-teljes (cocomplete)
ha létezik minden kis J kategoridval indexelt kolimesz.

9.2. Megjegyzés. A nagy limeszekre vald teljesség bizonyos szempontbol érdekte-
len. Ha C kategoéria nyil halmazénak szamossaga kisebb mint valamely s, és létezik
C-ben minden k-nal kisebb szamossagu J kategoridval indexelt limesz, akkor C egy
elérendezett halmaz (kategoriaként tekintve mint az 1.5 Példa (2.b) pontjaban) —
azaz nincsenek parhuzamos nyilai — lasd a 3.7.3 Allitast itt:

Emily Riehl,

Category Theory in Context,

Aurora: Dover Modern Math Originals 2016.
www.math.jhu.edu » eriehl > context

Ez okbol csak a kis J kategoridkkal indexelt limeszekre valo teljességet targyaljuk.
9.3. Tétel. Az 1.5 Példa (3.a) pontjinak set kategoridja teljes.

Bizonyitds. A limesz explicit konstrukciojaval barmely kis J kategoria és F': J°P — C
funktor esetén.

Jelolje a szingleton halmazt 1 és azonositsuk barmely & halmaz elemeit a 1 — S
fiiggvényekkel.

A limF halmaz legyen

cat(J, set)(consty, ') = { F' folotti 1 csucsu kupok}

(értelmes ha J kicsi). Még explicitebben, egy 1 csucst kap F' {6lott all egy ¢ = {¢, €
Fx},epo elem csaladbol, melyre a kup feltétel szerint (Ff)(pir)) = @s(r) minden
f € J! esetén.

Barmely = € J° objektumra legyen

Tp  limF — Fux, O = Oy
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A {limF = Fz },cp0 csalad kip: minden f € J' nyil esetén

[imF

2
y o) / \

F(t(f)) o F(s(f)) pi(s) — feun) == Psn)

kommutativ mivel ¢ kip.

A {limF 2 Fx }rego kip univerzalis: barmely { S ¥ Fe }rego F feletti kupra és
h:8 — limF fiiggvényre

(e 0 h)(s) = Tu(h(s)) = h(s)e & tu(s)
pontosan akkor egyenléek minden s € S esetén ha h(s) = {¢,(s) € Far}yep —ez 1

csucsi kap mivel ¢ kap. Azaz barmely { S ¥ P }eego kup egyértelmiien faktoriza-

l6dik a { limF = Fx },cp0 kapon keresztiil az alabbi modon.

S
|
{:()} 0 | &

¥
lim £ Fz

O

9.4. Tétel. Ha eqy kis J°P kategoridbol eqy lokdlisan kis C kategoridaba mend F funk-

torra létezik a

limF———T[1Fz [T F(s(f))

zel0 d rest

eqyenlitd és a benne szerepld szorzatok ', akkor az igy definidlt limEF objektum az F
funktor limesze.

Kowvetkezésképpen C pontosan akkor teljes, ha létezik bene minden szorzat és minden
eqyenlitd.

Bizonyitds. Az F' funktor meghataroz két tovabbi funktort az alabbi diszkrét katego-
ridkbol C-be:

DY) — C, r— Fr és
DY) = C, f=F(s(f)).

Ha létezik ezek limesze — a két megfelel§ szorzat — akkor jelolje Gket rendre

{MFe2=Fzlep e { TLF(s(f)) == F(s(g)) }gen-

zel0 relt

LAz itt alkalmazott konvencié szerint az iires halmazt is tekinthetjiik diszkrét kategoriaként, ahogy
az 1.5 Példa (2.a) pontjaban. Az igy adodo diszkrét kategoria alatt az 1.5 Példa (1.a) pontjanak iires
halmazat értjiik. Ennek megfelelen objektumok iires halmazanak szorzata alatt a végobjektumot
értjiik (a ,minden szam nulladik hatvanya egy” analogiara). Igy a szorzatok létezésének feltevésébe
bele van értve a végobjektum — mint nullaszoros szorzat — létezése is.
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Utobbi univerzalitdsat hasznalva definidljuk az alabbi u és d nyilakat.

M Pz —""~ F(s(g)) M Pz —""~ F(t(g))
. \ .| o
N \
fglF(s(f)) —= F(s(g)) fglF(s(fD —= F(s(g))
Definialjuk a limF’ objektumot mint u és d
imF —<— [ Fz Z M F(s(f)) (9.1)
ze)0 et

egynlitgjét (ha létezik).
Az ezekkel az adatokkal definialt { limF - [1 Fx ZFz }zeo myil csaldd kup,

xe)0
azaz
lim £
Le
[ Fa
ze)0
o N
F(t(g)) F F(s(g))
g9
kommutativ minden g € J! esetén:
F d konstrukci6ja d e egyenlits u konstrukciéja
goTig) ©C€ = Tg0a0E€ = Tgouoe = Ts(g) © €.

A fenti { limF -5 [l Fo =5 Fz },cj0 kap univerzélis: a { [1 Fx == Fz },cj0 szorzat
IEJO mEJO

univerzalitdsa miatt barmely { ¢ = F }.epo kup F felett egyértelmiien faktorizalodik

? Pz (9-2)
h\l/ \

[ Fz - Fz
xEJO ®
mo6don. Mivel { ¢ Raay }.epo kip F felett,
h konstrukci6ja
Ps(g) = 9 0 ¢u(q) Vg e J! :

u és d konstrukcioja

Tsg) 0 h = Fgomygyoh Vgel

8.11 Kovetkezmény
Tgouoh=r1,0doh Vg e )t &

uoh=doh.
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Ebbdl és a (9.1) egyenlité univerzalitasabol kovetkezik egy egyértelmii k& € C(c, limF)
nyil létezése amire

_c
ko7 l
b - h
i u
limF —— [ Fz [ F(s(h))
zelo d relt

kommutativ, igy minden z € J° esetén

wzoeokzwzoh(gi)gpz.

Azaz barmely F {6l6tti { ¢ 2 F }.ey0 kap egyértelmiien faktorizalodik az univerzalis

{limF = [—loFx 2 Fz }.eypo kapon keresztiil az alabbi modon, minden g € J-re.
zel

O

A 9.4 Tétel duélisaként azt kapjuk, hogy egy lokalisan kis kategoria pontosan akkor
ko-teljes, ha létezik benne az 6sszes ko-szorzat és ko-egyenlits.

Az aldbbi tétel, és az azt kovetd megjegyzés beillesztését Szabé Csaba kolléga
emailben feltett okos kérdése motivéilta. Koszonet érte.

9.5. Tétel. Legyen C eqy lokdlisan kis kategoria, (C,T, p,m) eqy mondd és U : CT' —
C a 7.17 Tétel felejtd funktora. Bdrmely kis J kategoria esetén létezik mindazon
H : J°° — CT funktorok limesze melyekre létezik a J°P Lcerlc kompozit funktor
limesze. Tovdbba H limeszét az U funktor UH limeszébe viszi.

Bizonyitds. Egy, az allitasban szerepls H : J°P — CT funktor barmely = € J° ob-
jektumot egy Hz Filenberg-Moore T-algebrdba visz. Vezessiik be erre a Hx =
(ha, Thy = hy ) jeldlést.

Feltevéstink szerint létezik az UH funktor mondjuk { a>UHz =h, }rego -val
jelolt limesze. Alabb konstrualunk egy alkalmas T'a > a hatést, aminek segitségével
{ (a,0) 2= (hy, x2) = Hx }yep limesz (H limesze).

Mivel barmely f € J! nyilra

H f T-algebra
homomorfizmus

kua
UH [ o xu(p) © T'pu(p) = Xs(r) o TUH f o Ty “=" xs(p) © Tos(p)s
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az aldbbi diagram kiilseje kommutativ.

Ty(g) Tos(p)
Thus Ta Th(p)
| o«
Y
Xt(f) a Xs(f)
hu(s) T ha(p)

Igy a belsé kap univerzalitasa miatt létezik egy egyértelmd a nyil amire a diagram
kommutativ.
Minden z € J° objektumra

a konstrukcidja 1 természetes
Pzoa0op, =  XoeOoT@y0pa = Xa0ph, ©TT 0y
Xz asszociativ «a konstrukcidja « konstrukcidja
= Xz 0 TxXz 00T T, = xao0Tlp,oTa = pgoaocTa.

Mivel a 8.11 Kovetkezmény szerint a {@,}.ejo nyil csalad egyiittesen monomorf, ez
bizonyitja « asszociativitasat. Hasonlban,

p Xz egység
« konstrukcidja n természetes kompatibilitasa

P OQUOT), = XxOTSOxOT]a = Xz©MNh, OPz: = Pz
és a 8.11 Kovetkezmény egylitt bizonyitja o egység kompatibilitasat, amivel belattuk,
hogy (a, ) Eilenberg—Moore T-algebra.

Konstrukci6 révén (a, a) —= (hy, x») Eilenberg—Moore T-algebrak homomorfizmu-

sa minden z € JO esetén. Igy U hisége miatt { (a, ) —> (he, Xa) teeso kip H f5l6tt.

Ha { (b, ) 2> Ha = (hy,x.) } kap H 6l6tt, akkor { b UHz = h, } kap UH

f5lott (lasd a 8.7 Feladatot). Igy az UH funktor limeszének univerzalitdsa miatt
egyértelmten faktorizalodik

b

' Vo
k|l
Y

a——h

P z

modon. Mivel minden 2 € J° objektumra

Py T-algebra
« konstrukcidja k konstrukcioja homomorfizmus k& konstrukcioja

pso0a0Tk = x,0Tp,0Tk = xz0TY, = P08 = @,0kofp,
a 8.11 Kovetkezmeény segitségével latjuk, hogy (b, 5) -+ (a,a) Eilenberg-Moore T-
algebrak homomorfizmusa; és mint ilyen, az egyetlen amire a

(b, 8)

| Ve
kl

¥

(a,0) ———— (s, X2)

T
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faktorizacio fennall. Ez bizonyitja, hogy létezik H limesze melyet az U funktor konst-
rukci6 szerint U H limeszébe visz. U

9.6. Kovetkezmény. Bdrmely teljes C kategoridra és (C,T,u,n) monddra a CT
Filenberg—Moore-kategoria is teljes.

F=szabad
~—

9.7. Megjegyzés. A 6.2 Példa (b) pontjanak set 1 mnd adjunkcidja altal —
o -
U=felejts

a 7.13 Allitas értelmében — indukalt monad az Gn. szabad monoid mondd. Ennek
Eilenberg-Moore-algebrai a monoidok, lasd az 5.1.4 Példa (ii) pontjat és az 5.2.6 Példa
(ili) pontjat itt: www.math.jhu.edu » eriehl » context .

Igy a 9.3 Tétel és a 9.6 Kovetkezmény kombinaciojabol kovetkezik a monoidoknak
az 1.5 Példa (3.c) pontjaban megismert mnd kategoriajanak a teljessége.

P
--------

c st

més fontos kategoridnak a teljessége — melyek mind monddikusak egy teljes kate-
goria folott (azaz Eilenberg—Moore-kategoriai egy alkalmas monadnak ezen a teljes
kategorian).

A 9.5 Tétel dualizélasaval nem nyerhetds allitas ugyanezen felejté funktor kolime-
szekkel szembeni viselkedésére, hiszen a monad fogalma nem ondualis. Mégis, a ko-
vetkez$ hasonlo allitas igazolhato.

9.8. Feladat. Barmely J kis kategoriara, C lokalisan kis kategoriara és (C, T, i, n)
monédra igazold, hogy azoknak a H : J — CT funktoroknak amelyekre

(a) létezik U H kolimesze C-ben,
(b) T az UH kolimeszét TU H kolimeszébe viszi,
(¢) TT az UH kolimeszét TTU H kolimeszébe viszi,

létezik a kolimesze és azt U az U H funktor kolimeszébe viszi.
Miért van sziikség a (b) és (c) feltételekre?
9.2. Végesen teljes kategoriak.

9.9. Definicié. Egy J kategoriat végesnek mondunk, ha a nyilak J' halmaza véges
(és igy persze az objektumok J° C J! halmaza is véges).

9.10. Definicio. Egy lokalisan kis C kategoria végesen teljes (finitely complete) ha
minden véges J kategoria esetén és minden F' : J° — C funktor esetén létezik F
limesze. C végesen ko-teljes (finitely cocomplete) ha létezik minden véges J kategoriaval
indexelt kolimesz.

9.11. Tétel. Bdrmely lokdlisan kis C kategoridra az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.

(i) C végesen teljes.
(ii) C-ben létezik végobjektum, minden bindris szorzat és minden egyenlitd.
(iii) C-ben létezik végobjektum és minden visszahizds.

Bizonyitds. (1)=-(ii), (iil) trivialis.


https://www.google.com/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=2&cad=rja&uact=8&ved=2ahUKEwiA8YPAksznAhVPpIsKHcfWDvoQFjABegQIBhAB&url=http%3A%2F%2Fwww.math.jhu.edu%2F~eriehl%2Fcontext.pdf&usg=AOvVaw1p988G0R27rd6tJcMZtB-M

BEVEZETES A KATEGORIAELMELETBE 7

(iii)=(ii). Ha T végobjektum C-ben, akkor barmely a,b € C° objektumokra a
a X b

ﬂaj l!
a T

visszahtizasban megjelens a <-— a X b—%b adat szorzat. Ugyanis barmely z € C°
objektumra és f € C(x,a), g € C(z,b) nyilakra a

b ——

diagram kiilsé négyszoge kommutativ, igy a visszahiizas univerzalitdsa miatt létezik
egy egyértelmid xr — a X b nyil ami a diagramot kommutativva teszi. Ez bizonyitja

a a<—axb—>b szorzat univerzalitasat. Azaz (iii) teljesiilése esetén léteznek a
binéris szorzatok.

Bérmely a,b € C° objektumra és f,g € C(a,b) nyilra tekintsiik a b<—b x b—>=b
szorzat univerzalitasa segitségével definialt

a

nyilakat és
é a

e
ll L(f,g)
b

—>b><b

visszahtizasukat. A benne szerepld nyilakra
A konstrukcidja . (f,9) konstrukcha .
l = moAol=mo(f,g)oj foj és

A konst:rukciéja T 0 Aol — - (f, g) Oj (f,9) koritrukcwja go j,
] j s : . . "
igy e —= a—=b villa. Ezen villa univerzalitasa:
g
Barmely h € C(x,a) nyilra

(f,9) konstrukc1o ja

foh
o h.

(f.9) konstrukCIOJa

WloAOthAkonStYUkCIOJ th ’/Tlo(f ) oh
oh

WQOAOthAkOHSt:rukCiéjafoh 7]_20(][. )
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foh=goh &

8.11 Kovetkezmény
=

moAofoh=mo(f,g)oh é moAofoh=mo(fg)o
Aofoh=(fg)oh

Azaz h pontosan akkor teszi kommutativva az alabbi baloldali diagram kiilsejét, ha
villava teszi a jobboldali diagram fels6 agat:

I’\

e—'>a T
|
sl e N
Y L
a — b—A>bXb eﬁa—>

Azaz ha foh = go h, akkor a baloldali diagram visszahizasanak univerzalitasa
miatt 1étezik egy egyértelmi £ nyil, ami a baloldali diaramot kommutativva teszi. Ez
nyilvanvaléan az egyetlen nyil amely a jobboldali diagramot kommutativva teszi. Ez

bizonyitja, hogy e La az f és g egyenlitGje; ami tehat létezik.

(ii)=-(i). Ha J az iires kategoria, akkor F': J°® — C funktor limesze végobjektum,
ami feltevésiink szerint 1étezik. Ha J nem tires véges kategoria, akkor az F' limeszének
a 9.4 Tételben latott elsallitasaban felléps szorzatok végesek. Ha léteznek a bina-
ris szorzatok, akkor a 8.15 Feladat szerint minden véges szorzat létezik. Mivel az
egyenliték is léteznek feltevésiink szerint, létezik F' limesze is (a 9.4 Tételben latott
formaban). O

A 9.11 Tétel dualisaként az alabbit kapjuk.

9.12. Tétel. Barmely lokdlisan kis C kategoridra az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.
(i) C végesen ko-teljes.
(ii) C-ben létezik kezddobjektum, minden bindris ko-szorzat és minden ko-egyenlitd.
(iii) C-ben létezik kezddobjektum és minden eldrekildés.

9.13. Definicié. Egy G : C — D végesen teljes kategoriak kézott: funktort bal egzakt-
nak mondunk, ha 6rzi a véges limeszeket. Részletesebben, ha minden véges J kategoria

és minden F : J° — C funktor esetén GF : J°° — D limesze a { GlimF % GFx Fueso

alakban frhat6 az F funktor { limF == Fz },cj0 limeszének segitségével.
Duélisan, egy végesen ko-teljes kategoridk kozotti funktort jobb egzaktnak mondunk,
ha 6rzi a véges kolimeszeket a fenti értelemben.

9.14. Kovetkezmény. Tekintsiink eqy G funktort végesen teljes kategoridk kozott.

(1) Az alabbi dllitasok ekvivalensek egymdssal.
(i) G bal egzakt.
(ii) G 6rzi a végobjektumot, a bindris szorzatokat és az egyenlitdket.
(iii) G drzi a végobjektumot és a visszahizdsokat.
(2) Dudlisan, az aldbbi dllitdsok ekvivalensek eqgymdssal.
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(i) G jobb egzakt.
(ii) G Orzi a kezddobjektumot, a bindris ko-szorzatokat és az ko-egyenlitiket.
(i) G 0rzi a kezddobjektumot és az eldrekiildéseket.

Bizonyitds. (1) A 9.11 Tétel bizonyitdsdban lattuk, hogy minden véges limesz elgall
akar a (ii) akar a (iii) pontban felsorolt specialis véges limeszekként. (2) duélisan. [

9.15. Példak. (a) Az 1.5 Példa (3.a) pontjanak set kategoriaja ko-teljes. A 9.4
Tétel duélisa szerint ehhez elég a ko-szorzatok (diszjunkt unio) és ko-egyenlit&k
(hanyados halmaz az indukalt relacio szerint) létezése, amiket a 8.13 Példaban
lattunk.

(b) A 3.2 Allitas cat kategoridja teljes. Szorzatai az 1.5 Példa (4.c) pontjanak

F
Descartes-szorzat kategoriai. Barmely F' és G : C — D funktorok E — C :G; D

egyenlitGje az az E részkategoria C-ben, mekynek ¢ objektumaira Fc = Ge és
f nyilaira Ff = Gf. Igy cat teljes a 9.4 Tétel szerint.

Tobb igaz: cat ko-teljes is. A bizonyitas meghaladja egy bevezetd kurzus
kereteit de olvass utdana a 4.5.16 Kovetkezményben itt: www.math.jhu.edu
» eriehl » context

9.16. Feladat. Mutasd meg, hogy ha J-nek van I kezdGobjektuma, akkor minden
F . J — C funktorra limF = FI.

F

N\
9.17. Feladat. Egy teljes C kategoria esetén konstruélj minden J ﬂw C termé-
NN
G

szetes transzformacidhoz egy limF — limG nyilat funktoridlisan, azaz a kovetkezd
feltételeknek megfelelve.
F
e Konstrukciod az J ﬂld C identitas természetes transzforméciohoz az identi-

N_ 7
F

tas nyilat rendelje.
F

I\
N

H
hoz illetve ¥-hoz rendelt nyilak kompozici6jat rendelje.

s sz

9.18. Feladat. Mutasd meg, hogy ha C-ben létezik minden visszahtzas, akkor az 1.5
Példa (4.e) pontjédban latott Clx szelet kategoria végesen teljes minden x € C° esetén.

WIGNER F1zIKATI KUTATOKOZPONT, 1525 BUDAPEST 114, PF. 49
e-mail: bohm.gabriella@wigner.hu
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