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1. OrRA

KIVONAT. A kategoéria definicioja. Diszkusszio, példék, konstrukciok.

1.1. Definicié. Egy (kis) kategoria C az alabbi adatokkal adott:

e két halmaz: C° az objektumok halmaza és C' a nyilak halmaza
e négy fiiggvény:
O=—i—=C'« " CxcwC:={(a,b) eC xC"|s(a)=i(b)}

-
t

melyek eleget tesznek az alabbi axioméknak.
(i) s(aob) = s(b) és t(aob) =t(a) ha (a,b) € C! xco C,
(i) (aob)oc=uao (boc) ha (a,b) € C' xco C! ¢és (b, c) € C! xco Ct,
(iii) s(i(z)) =z = t(i(x)) ha z € CY,
(iv) aoi(s(a)) =a=1i(t(a)) oa ha a € C.

1.2. Interpretaci6é. Az s fiiggvény egy nyilhoz a forras objektumat, mig ¢ a cél
objektumét rendeli:

s(a) —>—=t(a).
(a,b) € C! xco C! pontosan akkor, ha komponalhatoak:
s(b) ——=t(b) = s(a) —*— t(a).

Az (i) axiéma szerint a o b a kompozit nyil:
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A (ii) axiéma szerint a kompozici6 asszociativ (azon nyil harmasokon amelyeken de-
finialt). A (ili) axioma szerinti
i(x)
r——z

nyilakrol (iv) axiéma azt mondja, hogy (lokalis) egységként viselkednek a kompozici-
ora nézve. A (iii) axioma miatt ¢ : C° — C! injektiv — C° tekinthets C! részhalmaza-
nak.

Szokasos jeloléssel C(z,y) := {a € C' | s(a) =z, t(a) =y} C C! az x — y nyilak
halmaza.

1.3. Méret kérdések. Nagy kategéridkban C° és C! nem feltétleniil halmazok, le-
hetnek nagyobb osztalyok. A halmazelméleti finomsagok (lasd Russel-paradoxon az
Osszes halmaz halmazarol) miatt megfelels 6vatossag sziikséges! Erdekldsknek:

Michael Shulman,
Set theory for category theory,
arXiv:0810.1279.

Egy C kategoria lokdlisan kicsi ha C(z,y) halmaz minden z,y € C° esetén.

1.4. Feladat. Az egység nyilak egyértelmiisége. Legyen = —  egy olyan nyil,
amire teljesiil @ o v = a minden olyan a nyil esetén, amire s(a) = z. Igazold, hogy
u=i(x).

1.5. Példak. (1) Konkrét, kis méretii példak.

(a) Ures kategoria @: @° és @' iires halmazok (a koztiik értelmezett egyér-
telmi fiiggvényekkel) — | nincs objektuma és nincs nyila”.

(b) Szingleton kategoria 1: 1° és 1' egy elemii (szingleton) halmazok (a koz-
tiik értelmezett egyértelmii fiiggvényekkel) —  egyetlen objektum és az
identitas nyila”.

(¢) Intervallum kategoria 2: 2° = {0,1} és 2! = {i(0),i(1), 01} —  két
objektum és koztiik egyetlen nem identitas nyil”.

(2) Bizonyos matematikai strukiarak mint specialis kategoriak.

(a) Halmaz. Tetszéleges S halmaz meghataroz egy D(S) diszkrét kategoriat

az aldbbi modon.

DS =5 & D)y = { IO Jar
az egyértelmien ad6dd kompozicioval — ,csak identitas nyilak”.

(b) Eldrendezett(?) halmaz (,pre-order”) — azaz eqy reflexiv és tranzitiv re-
lacioval elldtott halmaz. Tetsz6leges S halmazon értelmezett reldcio alatt
az 8 X § Descartes-szorzat halmaz egy I C S x S részhalmazat értjiik.
I C 8§ x S relacio reflexiv ha (x,x) € I minden z € S esetén.

I C 8§ x S relacio tranzitiv ha ((z,y) € I és (y,2) € I) = (x,z) € I.

(Példaul a valos szamok S = R halmazéan az I = {(z,y) e RxR |z < y}
relacio reflexiv és tranzitiv. Valamely P halmaz részhalmazainak S = 27
halmazan az [ = {(z,y) € 27 x 27 | z C y} relacio6 reflexiv és tranzitiv.)
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Minden reflexiv és tranzitiv (S, I) relacié meghataroz egy C(S, I) katego-
riat:
szingleton ha (z,y) € I

CS,N'=8 &  CSI)(z,y) = { o ha (z,y) ¢ I.

(¢) Monoid avagy egységelemes félcsoport. Monoid alatt egy - egységelemes
asszociativ szorzassal ellatott M halmazt értiink. Minden (M, -) monoid
meghatéaroz egy C(M, -) kategoriat:

C(M, -)° = szingleton és C(M, ) = M.
Az s és t fliggvények egyértelmiiek, a kompozicioé a - szorzas, i az egyetlen
elemet a szorzéas egység elemébe viszi.

(d) Mdtrizok. A véges matrixok melyek elemei egy tetszélegesen valasztott R
gytriiben vannak, meghataroz egy mat(R) kategoriat az alabbi modon:

mat(R)’ =N  ¢és mat(R)(n,m) = {n x m matrixok R-beli elemekkel}
a kompozicié pedig a matrix szorzés:

A B B-A

(3) Strukturaval ellatott halmazok (nagy) kategoriai.
(a) A halmazok set kategoriaja ahol

set’ = { halmazok } és set(z,y) = {x — y fiiggvények }
a kompozici6 pedig a fliggvények kompozicidja.
(b) A vektorterek vec kategoriaja ahol
vec” = { vektorterek } és  vec(x,y) = {x — y linearis leképezések }

a kompozici6 pedig a lineéris leképezések kompozicidja.
(¢) A monoidok mnd kategoriaja ahol

mnd” = { monoidok } és mnd(z,y) = {x — y monoid homomorfizmusok }

a kompozici6é pedig a monoid homomorfizmusok kompozicioja.
stb...
(4) Kategoriai konstrukeiok.
(a) Részkategoria. C' részkategoria C-ben ha C° C C° C't C C!,

i(C) C ) os(C)y CC? HC)CC? ésaobe Cha(a,b)eC xeoC
A C' C C részkategoria teli (,,full”) ha C'(z,y) = C(x,y) minden z,y € C"°

esetén.
(b) Ellentett (,,opposite”) kategoria. Barmely C kategoria CoP ellentettjében

CPO=C" & C®(a,y) = Cly ),

valamint az a € CP(x,y) = C(y,z) és b € C°P(y,z) = C(z,y) nyilak
kompozicidja az a o b € CP(x, z) = C(z,x) C-beli kompozicié.

(¢) Descartes-szorzat. Tetszoleges C és D kategoridk C x D szorzata az alabbi
adatokkal definialt.

(CxD)’=C"xD" &  (CxD)((z,y),(«',y)) = Clz,2') x D(y.y),
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az (f,9) € (CxD)((z,y),(',y)) &s (h,k) € (Cx D)((«,y), («",y"))
nyilak a kompozicidja pedig (ho f,kog) € (C x D)((x,y), (z",y")).
(d) Nyilak kategoridja. Barmely C kategoridhoz hozzéarendelhets a nyilainak
kategoriaja az alabbi médon.
Co=ct e Clab) ={(p.q) € C(s(a), s(b)) x C(t(a),1(b)) | qoa=bop}
s(a) —— s(b)
|

t(a) —— t(b)

a(p,q) € ?(a, b) és (k1) € ?(b, c) nyilak kompozicioja pedig

t(a) ——=t(b) l t(c) t(a) o t(c).
(e) Szelet (,slice”) kategoria. Barmely C kategoridhoz és kivalasztott = objek-
tuméhoz hozzarendelhets a C | x szelet kategoria az alabbi modon.

(Cla)={aeC |ta)=a} & (Cla)(ab)={pe Cls(a),s()) [bop=a)

s(a) —2— s(b)
N A

ape (Clx)(a,b)ésqe (Clx)(bc) nyilak kompozicidja pedig

s(a) 2= s(b) —=s(¢)  s(a) — 2 s(c)
NIZAEND

Példa az augmentalt k-vektorterek vec | k kategoriaja.
(5) Szdmitogép tudomdny motivdlta példa: Husk. A funkciondlis programozds alap
adatai a
e a tipusok: z,y,...
e minden tipusra az adott tipusa adatok,
e az x — y operacidk, amik minden x tipust adathoz egy y tipust adatot
rendelnek.
Példaul,
NAT tipusu adatok a természetes szamok,
BOOLEAN tipusu adatok true és false.
NAT — NAT operaciok id: n—n és
succ: n+—n+1.
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BOOLEAN — BOOLEAN operéiciok  id: { ‘ruerrtrue L
false — false
true — false

false — true

2n — true
2n+1 > false } han € N.

not :

NAT — BOOLEAN operécio even : {

A Husk kategoria az alabbi adatokkal definiélt.

Husk® = { tipusok } U {*} és
Husk(z, %) = szingleton Husk(x,z) = {z tipustu adatok} Husk(z,y) = {z — y operéaciok}

minden z,y tipusra. A kompozici6é az iteracié modulo jelentésbdl adodo rela-
ciok — példaul, minden n természetes szamra az alabbi diagramok kommuta-

tivitasa.
«+ % NAT  * ™ °BOOLEAN % ™ BOOLEAN % —2 - NAT NAT —< - NAT
x lsucc" k‘\ Lnot A lnot k‘\ Leven evenL leven
NAT BOOLEAN BOOLEAN BOOLEAN BOOLEAN — BOOLEAN

Haszna: az alabbi kommutativ diagramot hatarolé nyilak altal leirt programok
példaul ugyanazt csinaljak, de hatékonysaguk (pl. a lépések szama) elméleti
tuton Osszehasonlithato:

e — 0 O NAT —3<" __ NAT

even even
k L l

BOOLEAN — BOOLEAN

Kategoriaelmélet tovabbi alkalmazasai dinamikai rendszerekben, jatékelmélet-
ben, nyelvészetben, matematikai fizikiban stb. — t1l Osszetettek az els oréra.

1.6. Feladat. Miért tettiik fel a reflexivitast és a tranzitivitast az 1.5 Példa (2.a)
pontjaban?

1.7. Feladat. Adj meg egy S halmazt és rajta egy I relaciot ugy, hogy a 1.5 Példa
(2.a) pontjaban latott C(S, I) konstrukcié az (1.c) pont beli 2 intervallum kategoriat
adja.

1.8. Feladat. Igazold, hogy egy kategoria pontosan akkor diszkrét, ha minden rész-
kategoriaja teli.

1.9. Feladat. A Rel kategoria. Mutasd meg, hogy az alabbi adatok (nagy) kate-
goriat alkotnak.

Rel” = {halmazok}  és  Rel(A4,B)={I C Ax B},
I CAxBésJCB xC kompozicidja pedig
Jol={(a,c) e Ax B|3be B, amire (a,b) € I és (b,c) € J}.
Mik az egység nyilak?
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1.10. Feladat. Szabad kategoéria egy adott grafon. Mutasd meg, hogy tetszdle-
ges ['= (T° 'Y, s, ) graf meghatéroz egy C(T') kategoriat az alabbi modon.

C)’ =1 &s

C(M)! = {utak I''n} = {{a; € " }icy. . | s(aiyy) =t(a;) Vi=1,...n— 1},
és az utak kompozicidja az egymas utan irasukkal adodik. Mik az egység nyilak?

1.11. Feladat. Konstrualj tovabbi példékat (akar a sajat érekldési korod szerint).

2. ORA

KivoNAT. Specialis nyilak — izomorfizmus, epimorfizmus, monomorfizmus és fel-
hasado véltozatai.

Az alabbiakban C kategoria alatt az

O=—i—=C'< " CxcwC :={(a,b) eC xC"|s(a)=i(b)}

t

adatok el6z6 oran megismert Gsszességét értjiik.

2.1. Izomorfizmus. Alabb kategoridk invertalhato nyilaival ismerkediink.

2.1. Definici6. Barmely kategoria x A y nyila izomorfizmus ha létezik olyan y L
nyil amire go f =i(x) és fog=1i(y).

f
r—=Y Y

9.
z(x)\* I z(y\
T

x
jf
Y
Terminoloégia: g az f inverze (jelolése: g = f~1);
x és y izomorf objektumok (jelolése: = = y).

2.2. Példa. Minden x objektumra az i(z) egységnyil izomorfizmus, i(x) ™' = i(z) (igy
r = ).

2.3. Allitas. (i) Izomorfizmusok inverze egyértelmd.
(i) Bdrmely x —f>y izomorfizmus f~! inverze izomorfizmus és (f~1)7! = f.

(i) Ha x—f>y €s y—g> z kompondlhato izomorfizmusok, akkor g o f is izomor-
fizmus és (go f)~t = f~Lo g™t (,z0kni-cipd tétel”).

/

Bizonyitds. () Ha y >z ¢és y->z is inverze A y nyilnak, akkor

"=goilyy=gofog=i(x)og=g.
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Rajzban:

(ii) Definici6 szerint f~' o f = i(x) és fo f~' = i(y). Igy (i) szerint f~' egyértelmii
inverze f.
(i) go foflog !t =goi(y)og ! =gog ' =i(z)és floglogof=
froi(y)of=flof=i(x) Igy (i) szerint g o f egyértelmt inverze f~' o g~ '.
Rajzban:

1

g ! =t f g
Z—y — T ——y —

O

2.4. Definicié. Grupoid (magyarul???) alatt olyan kategoriat értiink, melynek min-
den nyila izomorfizmus.

A 2.2 Példabol és a 2.3 Allitashol a kovetkezs adodik.

2.5. Kovetkezmény. Minden C kategoriaban részkategoria az alabbi modon definidlt
maximalis grupoid G:

G’ =’ és G'={ feC| f izomorfizmus }.

2.6. Feladat. Egy monoidot egy objektumu kategoriaként tekintve (mint az 1.5 Példa
(2.c) pontjaban) mik az izomorfizmusok? Mely monoidok esetén lesz minden nyil
izomorfizmus (avagy mi az egy elemd@ grupoid)?

2.7. Feladat. Igazold, vagy ellenpéldaval cafold az alabbi &llitasokat. (Emlékezz,
hogy az 1.5 Példa (2.a) pontja szerint egy kategoria diszkrét ha minden nyila egység-
nyil.)
e Minden diszkrét kategoria grupoid.
e gy grupoidban barmely két objektum izomorf.
e Ha egy grupoidban nincsenek egymaéstol kiillonb6z6 izomorf objektumok, akkor
diszkrét.
e Ha egy el6rendezett halmaz kategoriaként tekintve (mint az 1.5 Példa (1.b)
pontjaban) grupoid, akkor diszkrét.

c sz

2.8. Példak. (a) A halmazok set kategoridjaban az izomorfizmusok pontosan a
bijektiv fiiggvények. Két halmaz tehat pontosan akkor izomorf, ha azonos a
szamossaguk.



8 BOHM GABRIELLA

c s

aris leképezések. Két vektortér tehat pontosan akkor izomorf, ha azonos a
dimenziojuk.

(¢) A monoidok mnd kategoridjaban az izomorfizmusok pontosan a bijektiv mo-
noid homomorfizmusok. (Feladat: mutasd meg, hogy ha egy monoid ho-
momorfizmusnak, mint fiiggvénynek van inverze, akkor az inverz is monoid
homomorfizmus.)

(d) Vigyazz: az elérendezett halmazok (mint objektumok) és az elérendezést 6rz6

c s

morfizmus. Példaul a

{r<yésaz <z} ->{a<b<c},

SIS
111
o o

bijektiv és az el6rendezést 6rz6 fliggvény inverze nem 6rzi az el6rendezést.

2.2. Monomorfizmus. Alabb megvizsgéaljuk, mit jelent az, ha egy nyillal ,balrél
lehet egyszertsiteni”.

2.9. Definicié. Barmely kategoria x EA y nyila monomorfizmus ha minden 2z L
6s z > x nyilpar esetén f o g = f o ¢’ pontosan akkor teljesiil, ha g = ¢'.

2.10. Példa. Minden =z A y izomorfizmus monomorfizmus: ha fog = f o ¢ akkor

g =i(x)og =fofogd =flofog=i(r)og=g.
Rajzban:

2.11. Peéldak. (a) set-ben a monomorfizmusok pontosan az injektiv fliggvények
(mivel barmely S halmaz elemei bijekcioban vannak a szingleton halmazbol
S-be mend fiiggvényekkel).

(b) vec-ben a monomorfizmusok pontosan az injektiv linearis leképezések (mivel
barmely V' vektortér elemei bijekcioban vannak az alaptestbsl V-be mend li-
nearis leképezésekkel).

(c) mnd-ben a monomorfizmusok pontosan az injektiv monoid homomorfizmusok
(mivel barmely M monoid elemei bijekcioban vannak a természetes szamok N
additiv monoidjabol M-be mend monoid homomorfizmusokkal).

(d) Egy monoidban mint egy objektumu kategoridban — lasd 1.5 Példa (2.c) pont-
ja — a monomorfizmusok pontosan a balrél egyszertsithets elemek.

(e) Egy el6rendezett halmazt kategoriaként tekintve — lasd 1.5 Példa (2.b) pontja
— minden nyil monomorfizmus (hiszen a parhuzamos nyilak mind egyenléek).
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2.12. Feladat. Mik a monomorfizmusok egy tetsz&leges csoport dbrazolasainak ka-
tegoridjaban?

2.13. Allitas. Tekintsiik eqy tetszdleges kategoria x —f>y €s y—g> 2z kompondlhato
nyilait.

(i) Ha f és g monomorfizmus, akkor go f is.

(ii) Ha g o f monomorfizmus, akkor f is.

Bizonyitds. (i) gofoh=gofoh "B foh=Ffokl fmgnop i
(i) foh=foll = gofoh=gofoh 2™ p=p. O

2.14. Feladat. Mutass példat x A Yy és y % komponéalhaté nyilakra, amikre go f
monomorfizmus de g nem.

A 2.2 és 2.10 Példak kombinéciojabol és a 2.13 Allitasbol az alabbi adodik.

2.15. Kovetkezmény. Minden C kategoriaban részkategoria az alabbi modon definidlt
M:
MY = C° és MY = { f € C' | f monomorfizmus }.

2.3. Epimorfizmusok. Dualisan, azon nyilakat tanulméanyozzuk, amelyekkel ,,jobb-
rol lehet egyszertsiteni”.

2.16. Definicié. Barmely kategoria x A y nyila epimorfizmus ha monomorfizmus

az ellentett kategériaban — azaz minden y 22 és Y Ay nyilpar esetén gof = ¢g'of
pontosan akkor teljesiil, ha g = ¢'.

2.17. Példak. (a) set-ben az epimorfizmusok pontosan a sziirjekciok.

Ha f : x — y sziirjekcio akkor minden y minden Y elemére talaljaté X € x
amire Y = f(X). Igy hagof = ¢g'of, akkor ¢/(Y) = g'o f(X) = go f(X) =Y,
tehat g = ¢. Igy f epimorfizmus.

A forditott kdvetkeztetést lassuk be indirekt dton. Ha f : x — y nem
sziirjekcio akkor legyenek g és ¢’ fliggvények y — {0, 1} az alabbi modon.

g(Y)=0VY ey, 9’(Y):{(1) EZ 52%3

Erre go f =¢' o f de g # ¢, tehat f nem epimorfizmus.

(b) vec-ben az epimorfizmusok pontosan a sziirjektiv linearis leképezések (hasonld
érvelés szerint, alterekkel operalva).

(c) mnd-ben minden sziirjektiv monoid homomorfizmus epi (pont mint set-ben)
de nem minden epi sziirjektiv: a természetes szdmok additiv monoidjanak
bedgyazasa az egész szamok additiv monoidjaba nyilvan nem sziirjektiv, de
epimorfizmus mnd-ben.

2.18. Megjegyzés. Mig set-ben egy nyil ami monomorfizmus (=injekci6) és epi-
morfizmus (=sziirjekcio) is, az izomorfizmus (=bijekcid), ez mas kategoridkban nincs
feltétlentl igy.
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mnd-ben a természetes szdmok additiv monoidjanak bedgyazasa az egész szamok
additiv monoidjaba monomorfizmus és epimorfizmus is, de nem izomorfizmus (nem
invertalhato).

A 2 intervallum kategoriaban — lasd 1.5 Példa (1.c) pontja — a 0 — 1 nyil mono
is, epi is, de nem izomorfizmus (nincs is szembe nyil).

A természetes szamok additiv monoidjaban, mint egy objektumu kategériaban —
lasd 1.5 Példa (2.c¢) pontja — minden nyil mono és epi is, de csak a 0 izomorfizmus.

A 2.13 Allitas dualisaként a kovetkezd igaz.

2.19. Allitas. Tekintsiik eqy tetszéleges kategoria —f>y €s y—g> 2z kompondlhato
nyilait.

(i) Ha [ és g epimorfizmusok, akkor g o f is.

(ii) Ha go f epimorfizmus, akkor g is.

2.4. Felhasad6 mono- és epimorfizmusok. Ezek olyan nyilak, melyeknek egyol-
dali inverze van:

2.20. Definicié. Barmely kategoria x N y nyila felhasadé monomorfizmus ha léte-
zik olyan y >z nyil — f egy szelése — amire go f = i(z).
Duaélis fogalomként, x A y felhasado epimorfizmus ha felhasadé monomorfizmus

az ellentett kategoriaban. Azaz létezik olyan y 2 nyil — f egy szelése — amire
fog=ily).
2.21. Példa. Minden izomorfizmus felhasadé monomorfizmus és felhasad6 epimorfiz-

mus is.

2.22. Allitas. A felhasadd monomorfizmusok monomorfizmusok, a felhasadd epimor-
fizmusok pedig epimorfizmusok.

Bizonyitds. Legyen g az x A y felhasad6 monomorfizmus egy szelése. Ha a valamely

s hres 2 Mg nyilakra f o h = f o h’ akkor
h'=i(x)oh'=gofoh'=gofoh=i(x)oh=nh
igy f monomorfizmus.

Ezt alkalmazva az ellentett kategéridban a masik — epimorfizmusokra vonatkozo
— allitas bizonyitasat kapjuk. 0

2.23. Allitas. Ha f o g felhasadd monomorfizmus akkor g is. Ha f o g felhasado
epimorfizmus akkor f is.

Bizonyitds. Ha h az f o g felhasad6 monomorfizmus egy szelése akkor h o f a g-nek
egy szelése.

Ezt alkalmazva az ellentett kategéridban a masik — epimorfizmusokra vonatkozo
— allitas bizonyitasat kapjuk. 0

2.24. Példak. (a) set-ben minden epimorfizmus felhasad (a kivilasztasi axioma
miatt) és minden monomorfizmus felhasad.
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(b) mnd-ben fel nem hasad6 epimorfizmus N — Z.

(c) A természetes szamok additiv monoidjaban mint egy objektumu kategériaban
— lasd 1.5 Példa (2.c) pontja — minden k& > 0 fel nem hasadé monomorfizmus
és fel nem hasadé epimorfizmus.

Barmely C kategoria x N y nyila és z objektuma meghatiroz két fiiggvényt az
alabbi modon:

C(z, f) : Clz,z) = C(z,9), g— fog
C(f,2): Cly,2) — C(x, 2), g gof.

2.25. Allitas. Bdrmely C kategoria x —f>y nyila

(i) monomorfizmus < C(z, f) : C(z,2) = C(z,y) injektiv minden z objektumra.
(ii) epimorfizmus < C(f,z) : C(y,z) — C(x, z) injektiv minden z objektumra.
(iii) felhasado monomorfizmus < C(f,z) : C(y,z) — C(x, z) szirjektiv minden z

objektumra.
(iv) felhasadd epimorfizmus < C(z, f) : C(z,2) — C(z,y) szirjektiv minden =z
objektumra.

Bizonyitds. (i) és (ii) maga a definicio.

(iii) Ha f felhasad6 monomorfizmus g szeléssel akkor minden h € C(z, z)-re h =
hoi(z) =hogo f. Igy C(f, 2) sziirjektiv.

Ha C(f,z) sziirjektiv minden z objektumra, akkor C(f,z) : C(y,x) — C(z,z) is
sziirjektiv. Tehat i(x) a képéhez tartozik, mas szoval létezik g € C(y, x) amire go f =
i(z). Igy f felhasadé monomorfizmus.

(iv) kovetkezik (iii)-at alkalmazva az ellentett kategoriaban. O

2.26. Allitas. Bdrmely C kategoria x A y nyila pontosan akkor izomorfizmus ha az
alabbi ekvivalens tulajdonsdgok barmelyike — igy mindegyike — teljesiil.

(i) f monomorfizmus és felhasaddé epimorfizmus.
(ii) f epimorfizmus és felhasadd monomorfizmus.
(iii) C(z, f) : C(z,2) = C(z,y) bijektiv minden z objektumra.
(iv) C(f,z2) : C(y, z) = C(x, z) bijektiv minden z objektumra.

Bizonyitds. Ha f izomorfizmus akkor (i-iv) mindegyike nyilvanvaloan teljestil.

Ha f felhasado epimorfizmus g szeléssel (azaz f o g = i(y)) akkor f o g of =
i(y)of = f= foi(zr). Ha f rdadasul monomorfizmus is, akkor ebbél g o f = i(x),
tehat g = f~. Igy (i)= f izomorfizmus.

A fenti érvelést az ellentett kategoriara alkalmazva (ii)= f izomorfizmus.

2.25 Allitas (i) és (iv) pontja miatt (iii) = (i), igy a fentiek szerint f izomorfizmus.

A fenti érvelést az ellentett kategoriara alkalmazva (iv)= f izomorfizmus. O

2.27. Feladat. Tekintsiink egy véges monoidot mint egy objektumi kategoriat (lasd
1.5 Példa (2.c) pontja). Igazold, hogy barmely nyilara az alabbi allitasok ekvivalensek:

e izomorfizmus
e monomorfizmus
e epimorfizmus.
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2.28. Feladat. Tekintsiink egy elérendezett halmazra mint kategoriara (lasd 1.5 Példa
(2.b) pontja). Igazold, hogy barmely nyilara az alabbi allitasok ekvivalensek:

e izomorfizmus
e felhasadd monomorfizmus
e felhasado epimorfizmus.

2.29. Feladat. Tekintsiik az 1.5 példa (4.e) pontjaban latott C | x szelet kategoria
konstrukciot.

e Mik az izomorfizmusok C | z-ben?
e Mik a monomorfizmusok C | xz-ben?
e Van olyan monomorfizmus C | z-ben ami C-ben felhasad de C | z-ben nem?

2.30. Feladat. Konstrualj példat az alabbi tulajdonsagi C' C C részkategoriakra
(lasd 1.5 Példa (4.a) pontja).

e Van olyan nyil ami C-ben izomorfizmus de C’-ben nem.

e Van olyan nyil ami C’-ben monomorfizmus de C-ben nem.

e Van olyan felhasad6é monomorfizmus C-ben ami C'-ben is nyil de ott nem hasad
fel.

P . .. f . . .
2.31. Definici6é. Barmely kategoéria x — x nyila idempotens ha fo f = f. Egy

. o o ) P, j . : .
idempotens nyil felhasad (,,splits”) ha léteznek = — 1y és y =z nyilak, amikre jop =
féspoj=i(y) (igy j felhasadd monomorfizmus és p felhasadd epimorfizmus).

f i(y)
r—> Yy—m—m—m>1
NSNS
Yy 1

2.32. Feladat. Igazold, hogy set-ben minden idempotens nyil felhasad. Mutass olyan
kategoriat, amiben ez nem teljesiil.

2.33. Allitas. Egqy idempotens nyil felhasaddsa izomorfizmus erejéig eqyértelmd.

Bizonyitas. Legyen

T . T [ [ [ Y
T T
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az idempotens f nyil két felhasadasa. A

J
y——=a—>1y

N

kommutativ diagram fiigg6leges nyila izomorfizmus. U

3. ORA
KivONAT. Funktorok — definici6 és a cat kategoria, példak, tulajdonsagok.
Arra keressiik a valaszt, hogy

Lha a (kis) kategoridk egy (nagy) kategoria objektumai, mik legyenek a nyilak?”

3.1. Definici6 és példak. Az alabbiakban C kategoria alatt az

O=—r—=C <2 C'xeC = {(a,b) €C xC | s(a)=t0)}

-
t

adatok elsd oran megismert Osszességét értjiik.

3.1. Definicié. Egy C -~ C' funktor két, C° Fewes ¢ Ben fiiggvénnyel adott
melyekre az alabbi axiomak teljesiilnek.
(i) 7(F°(x)) = F(i(x)) minden x € C° esetén,
(i) ' (FL(f)) = F°(s(f)) minden f € C! esetén,
(iii) ¢'(FY(f)) = FO(t(f)) minden f € C! esetén,
(azaz F' a { C(z,y) EJCI(FO(QI), F°(y)) }.yeco fiiggvénycsaladdal ekvivalens)
(iv) Fl(g) o F(f) = F'(go f) minden f € C! esetén amire s(g) = ¢(f).
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t6ba visz:
S(F'(9)) € F(s(9) = FOt(f)) E ¢ (F'(f).
Rajzban:
O=——=Cle°  CxcC :={(a,b)eC xC |s(a)=tb)}

-~

t
Fol lFl lleFl
S/

V=== <2 " xeo O = {(d, ) € C' x C'V | s/(a’) = #/(b)}

-t =
t/

(3.1)
diagram ,,soronként kommutdl (serially commutes)’.
Jelolés. A tovabbiakban a (—)° és (—)! fels6 indexeket elhagyjuk ha nem okoz zavart:
sokszor egyszertien Fz-et frunk FY(z) helyett és F f-et F'(f) helyett.

3.2. Allitas. A kategoridk mint objektumok, és a funktorok mint nyilak — szokdsosan
cat-tel jelolt — kategoridt alkotnak.

Bizonyitds. Barmely C Lo e oL komponalhaté funktorokat alkoto fiiggvé-
nyekre — az also6 és fels6 fél soronkénti kommutativitasa miatt — a teljes

S
- ©
Co i ct C! o C!
t
FO j L Ft l FlxF1!
s’ ,
=== " xcn C"
— i —
t/
GO j L Gt l FlxF1
S// O”
C//O 77 C//l C//l X ¢ C//l

t//

c sz

funktor adodik. Erre a kompoziciora a forras és cél kompatibilitas — 1.1 Definicio (i)
pontja — és az asszociativitas — 1.1 Definici6 (ii) pontja — nyilvanvalo.

A C->C identitas nyil a C°->C% &s C!->C! identitas fiiggvényekel adott
egységfunktor. 1.1 Definici6 (iii-iv) pontja nyilvanvalo. O

3.3. Példak. (a) Barmely kategoriabol az 1 szingleton kategoriaba (lasd az 1.5
Példa (1.b) pontjat) pontosan egy fiiggvény van.

(b) Barmely C kategoria esetén cat(1, C) elemei és C objektumai koézott bijektiv
kapcsolat van.

(c) Barmely C kategoria, és az 1.5 Példa (1.c) pontjaiban latott 2 intervallum
kategoria esetén cat(2, C) elemei és C nyilai kozott bijektiv kapcsolat van.

(d) Valamely (S, 1) és (S', I') elérendezett halmazokat kategoriaként tekinve (mint
az 1.5 Példa (2.b) pontjaban), az (S,I) — (S',I') funktorok az el6rendezést
6rz6 fiiggvények.

(e) Valamely M és M’ monoidokat egy objektumu kategoriaként tekinve (mint az
1.5 Példa (2.c) pontjaban), az M — M’ funktorok a monoid homomorfizmu-
sok.
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(f) Barmely C' C C részkategoria esetén (lasd az 1.5 Feladat (4.a) pontjat) a
C% — C% ¢s C'"' —— C! beagyazas fiiggvényekkel adott bedgyazds funktor.

(g) Barmely F': C — C' funktor meghataroz egy F°P : C°® — C'°P funktort az 1.5
Példa (4.b) pontjaban latott ellentett kategoridk kozott:
(FoP)0 . (CoP)Y = CO — CY = (CP)°, r+— Fx

(F°P)y o CP(x,2') = C(af,2) = C'(Fa!, Fx) = C°°(Fz, F2'), fw— Ff.

Ko6vetkezmény. (—)°P : cat — cat funktor.

(h) Barmely ' : C — C' és G : D — D’ funktorpar meghataroz egy F x G :
Cx D — C' x D funktort az 1.5 Feladat (4.c) pontjaban latott Descartes-
szorzat kategoriak kozott:

: Ff,.G
(29) 22 () = (Fo,Gy) 22 (R, Gy)
Kovetkezmény. x : cat x cat — cat funktor.

%
(i) Barmely F' : C — C' funktor meghataroz egy ? : 8 — (' funktort az 1.5
Példa (4.d) pontjaban latott nyil kategoriak kozott:

s(a) —=t(a) F(s(a) = /(F(a)) ~% ¢/(F(a)) = F(t(a))
p q — F(p)j jF(q)
s(b) —= t(b) F(s(b)) = 8/ (F(b) —= £'(F(b)) = F(£(b))

Kovetkezmény. (AS : cat — cat funktor.
(j) Egy CxD Descartes-szorzat kategoriabol (mint az 1.5 Feladat (4.c) pontjaban)
projekcio funktorok mennek C-be és D-be:

C<2-CxD-2-D, x—f>:c’<—|(x—f>x’,y—g>y’)l—> y .
(k) A hatvdny halmaz funktor csalad.
o Kép funktor (—). : set — set:
(—)° - set” — set?, S— S, ={T|T CS}
(—)ess :set(S, &) —=set(S,,S)), [ (fo: T f(T)={f(s) € §'s€T}).

o Oskép funktor (—)* : set® — set (alternativ terminologiaval: set — set
kontravaridans funktor):

(=)0 (set’P)? = set® — set?, S—8 =8, ={T|T CS}
()55 1set®(S, &) =set(S,S) =set(S",8%), [ (f:T=[HT)={s€Sf(s)€T}).
e (—) :set — set:
(—)P : set? — set?, S— 8 =8, ={T|T CS}
(s set(S, ) set(S,S), S (fi: Tods €8'1F () CTY.
(1) Barmely S halmaz S x (—) : set — set funktort indukal:

A—f>A’ — SxAﬂSxA’.

(m) Felejtd funktorok. Példaul
e grp — mnd — set,
e Clzx — C,
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k
e cat — graph et ke {0, 1}-re,
e rep(G) — vec — set, stb.
A forras kategoria objektumait a cél kategoria alulfekvé objektuméba viszik,
a nyilakon identitasként hatnak.
(n) Szabad funktorok. Példaul
e set — mnd,
e set — vec,
e graph — cat, stb.
A forras kategoria objektumait a cél kategoria szabad objektumaba viszik, a
nyilakon az egyértelmi kiterjesztésként hatnak.
(o) Hom funktorok. Minden lokdlisan kis C kategoria és barmely = objektuma az
alabbi funktorokat indukalja:

Cla,f)=rfo(-)

o C(z,—): C— set, y . y — C(x,y) C(z, ).
C(fx)=(=)of

o C(—,x):C%P — set, Yy’ —f>y — Cly,x) —= C(¢/, x).

C(f.9)=go(—)of

o C(—,—):C®PxC — set, (y’—f>y,z—g>z’ )= C(y, 2) C(y', 2").

3.4. Feladat. Igazold, hogy egy tetszéleges S halmazhoz rendelt D(S) diszkrét ka-
tegoriabol (lasd az 1.5 Példa (2.a) pontjat) a 2 intervallum kategoridba (lasd az 1.5
Példa (1.c) pontjat) mend funktorok és S részhalmazai kozott bijektiv kapesolat van.

3.5. Feladat. A monoidokat egy objektumu kategoriaként tekintve (mint az 1.5 Példa
(2.c) pontjaban) és a monoid homomorfizmusokat koztiik funktorokként tekintve (mint
a fenti 3.3 Példa (e) pontjaban), a monoidok és homomorfizmusaik mnd kategoridja
(1asd az 1.5 példa (3.c) pontjat) részkategoria a 3.2 Allitasbol ismert cat kategoriaban.
(a) Igazold, hogy a fenti 3.3 Példa (g) pontjaban latott (—)°P : cat — cat funktor
megszorithaté egy (—)° : mnd — mnd funktorra. Hogyan hat ez a megszori-
tott funktor az objektumokon és a nyilakon?
(b) Igazold, hogy a fenti 3.3 Példa (h) pontjaban latott x : cat x cat — cat
funktor megszorithat6 egy x : mnd x mnd — mnd funktorra. Hogyan hat ez a
megszoritott funktor az objektumokon és a nyilakon?

3.6. Feladat. Mutasd meg, hogy a 3.3 Példa (i) pontjaban latott ? funktor megszo-
rithato az (1.5 Példa (4.e) pontjaban latott) szelet kategoridk kozotti Cla — C'| Fa
funktorra minden z € C° esetén.

3.7. Feladat. A fenti 3.3 Példa (k) pontjaban latott funktorokra mely f fiiggvények
esetén lesz f. és fi egyenls?

3.8. Feladat. Mutasd meg, hogy a grp — mnd felejtd funktor monomorfizmus cat-
ban.

3.2. Specialis nyilak cat-ban. Megvizsgaljuk, mik az izo-, mono- (és nem annyira
az epi-) morfizmusok cat-ban.

3.9. Allitas. (a) Egy F : C — C' funktor pontosan akkor izomorfizmus cat-ban
ha az

FO.C%— ", {Fsy : Clz,y) = C'(Fz, Fy)} s yeco (3.2)
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fiigguények mindegyike bijekcio.
(b) F pontosan akkor monomorfizmus cat-ban ha a (3.2) figguények mindegyike
myjekcio.
Bizonyitds. (a) Ha (3.2) fiiggvényei mind bijekciok, akkor az inverz fiiggvények in-
verz funktort definidlnak, hiszen (3.1) soronkénti kommutativitasa miatt a fiiggéleges
nyilak megforditasédval nyert diagram is soronként kommutal.
Forditva, ha F-nek van G : C' — C inverze cat-ban, akkor a

G’ C" — C° {GFusry : C'(Fzx, Fy) — C'(GFz,GFy) = C'(x,y) }xyeco

fiiggvények rendre a (3.2) beliek inverzei.

(b) Legyenek G és G' : D — C funktorok amikre F'o G = F o G'. Akkor minden
z € D% esetén F(Gr) = F(G'w). Ha tehat F° injekcio, akkor Gz = G'z. Hasonlban,
minden f € D(z,y) esetén F(Gf) = F(G'f). Ha tehat Fgop oy = Forw gy injekeio,
akkor Gf = G'f tehat G = G’ igy F monomorfizmus.

A forditott kovetkeztetés igazolasdhoz hasznéljuk, hogy a 3.3 Példa (b) pontja sze-
rint minden z € C° indukal egy p, : 1 — C funktort (ami 1 egyetlen objektumat
x-be képezi). Valamely x és 2’ objektumokra F'(x) = F(z') pontosan akkor all fenn
ha F op, = F o p,. Ha F monomorfizmus cat-ban akkor ebbdl kévetkezik p, = p,
fgy * = 2/. Tehat F injekci6. Hasonloan, 3.3 Példa (c) pontja szerint minden
f € C(z,y) indukal egy ¢ : 2 — C funktort (ami 2 egyetlen nem identités nyilat f-be
képezi). Valamely f és f': x — y nyilakra F(f) = F(f’) pontosan akkor all fenn ha
Fogqs = Fogqp. Ha F monomorfizmus cat-ban akkor ebbdl kovetkezik ¢y = g igy
f = f'. Tehat F(z,y) injekcio. O

3.10. Megjegyzés. Az epimorfizmusokra nincs ilyen szép jellemzés cat-ban. Példa-
ul az N — 7 monoid homomorfizmust funktorként tekintve (mint a 3.3 Példa (e)
pontjaban) epimorfizmus cat-ban noha nem sziirjektiv a nyilakon.

3.11. Feladat. A 3.13 Példa funktorai koziil melyek monomorfizmusok cat-ban?

3.3. Funktorok tulajdonsagai. Olyan funktorokkal ismerkediink, amelyek a loké-
lis nyil halmazokon kiilonésen szépen viselkednek (injektivek, sziirjektivek, esetleg

bijektivek).

3.12. Definici6. Valamely F' : C — C’ funktor hi (faithful), ha minden z,y € C°
esetén
F.,: C(z,y) —» C'(Fx, Fy)
injekcio.
3.13. Példak. (a) Felejts funktorok.

(b) Részhalmazok beagyazas funktorai.
(c) 8 x (—) : set — set a 3.3 Példa (j) pontjaban.

3.14. Feladat. Milyen tulajdonsagu = objektumokra lesz hii a 3.3 Példa (o) pontjaban
latott C(x,—) : C — set funktor?

3.15. Definici6. Valamely F : C — C' funktor teli (full), ha minden z,y € CY esetén
F,,:C(z,y) —» C'(Fx, Fy)

sziirjekcio.



Erre
nem
maradt
1dd.

18 BOHM GABRIELLA

3.16. Példa. Teli részkategoridk beagyazas funktorai. Példaul grp — mnd, mnd —
cat, vecyy — vec. Tetszdlges részkategoriak beagyazas funktorai nmem telik: példaul
D(CY%) » C (lasd az 1.5 Példa (2.a) pontjat) tobbnyire nem teli (ha csak nem C
diszkrét).

3.17. Definici6é. Valamely F : C — C’ funktor ekvivalencia ha
e hii és teli, tovabba
e [ényegében sziirjektiv az objektumokon, azaz C' minden 2z’ objektumahoz talél-
hat6 egy z objektum C-ben egyiitt egy j. : Fz — 2’ izomorfizmussal C'-ben.

3.18. Példak. (a) Minden izomorfizmus ekvivalencia.
(b) Béarmely 6sszefiiggs G grupoid és x objektuma esetén a G(z, x) ~— G beagyazas
ckvivalencia (de nem izomorfizmus ha G-nek t6bb mint egy objektuma van).
(c) Barmely k testre a k-vektorterek kategoridja ekvivalens az 1.5 Példa (2.a)
pontjaban latott mat(k) kategoriaval.

3.19. Feladat. Tekintsiink M és N monoidokat mint egy objektumi kategoridkat
(lasd az 1.5 Példa (2.c) pontjat). Mit jelent egy M — N funktor hiisége, telisége,
ekvivalencia volta?

3.20. Feladat. Tekintsiink elérendezett S és T halmazokat mint kategoriakat (lasd az
1.5 Példa (2.b) pontjat). Mit jelent egy S — T funktor hiisége, telisége, ekvivalencia
volta?

3.4. Specialis nyilak 6rzése. [zo-, mono- és epimorfizmusok bizonyos funktorok
altali képét tanulményozzuk, oroklik-e az eredeti nyil speciélis tulajdonsagat.

3.21. Definicié. Egy F : C — C' funktor drzi (preserves) nyilak valamely tulajdon-
sdgat, ha minden ilyen tulajdonsagt C-beli f nyilra F'f ilyen tulajdonsagu (C'-beli
nyil).

3.22. bPéldak. (a) Az mnd — set felejts funktor 6rzi a monomorfizmusokat (lasd a
2.9 Definici6t): mnd-ben minden monomorfizmus injektiv. Nem 6rzi viszont az
epimorfizmusokat (lasd a 2.16 Definici6t): mnd-ben nem minden epimorfizmus
sziirjektiv (lasd a 2.17 Példa (c¢) pontjat).

(b) & x (=) : set — set a 3.3 Példa (1) pontjaban 6rzi a monomorfizmusokat és az
epimorfizmusokat.

(c¢) C(z, —) a 3.3 Példa (o) pontjaban 6rzi a monomorfizmusokat de nem feltétlentil
6rzi az epimorfizmusokat. Dualisan, C(—, z) a 3.3 Példa (o) pontjaban &rzi az
epimorfizmusokat de nem feltétleniil 6rzi a monomorfizmusokat.

3.23. Allitas. Minden funktor érzi

(a) a felhasadé monomorfizmusokat (ldsd a 2.20 Definicidt),
(b) a felhasado epimorfizmusokat (ldsd a 2.20 Definicidt),
(¢) az izomorfizmusokat (ldsd a 2.1 Definiciot).

Bizonyitds. (a) Ha f : x — y felhasadé monomorfizmus egy C kategoriaban g szeléssel,
akkor barmely F': C — C’ funktorra F' f felhasad6 monomorfizmus Fg szeléssel:

FgoFf=F(go f)=Fi(x)=14(Fx).
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(b) Dualitasbol.

(c) A 2.26 Allitas szerint egy f izomorfizmus felhasadé monomorfizmus és felhasado
epimorfizmus is. Az (a) ¢és (b) részek miatt akkor F'f is felhasadd monomorfizmus és
felhasado epimorfizmus is, barmely F : C — C’ funktor esetén. A 2.26 Allitas szerint
tehat izomorfizmus. O

3.24. Allitas. Minden ekvivalencia 6rzi
(a) a monomorfizmusokat (ldsd a 2.9 Definiciot) és
(b) az epimorfizmusokat (ldsd a 2.16 Definicidt).

Bizonyitds. (a) Legyen F' : C — C’ ekvivalencia és f : x — y monomorfizmus C-ben.
Legyenek h' és ¢’ : 2/ — Fax nyilak C’-ben, amikre F'f oh’ = Ff og. Mivel F
lényegében sziirjektiv az objektumokon, taldlhato egy z objektum C-ben és hozzé egy
j. : Fz — 2" izomorfizmus C'-ben. Mivel F, , sziirjekcio, a h'oj, és g oj, : Fz — Fx
nyilakhoz léteznek h és g : z — x nyilak amikre Fh=h'o0j, és F'g=¢' o j,. Igy

Ffo h! = Ffo ,(]/ P
FfoFhoj,'!=FfoFgoj; (—)oje
FfoFh=FfoFg @

F(foh)=F(fog).

Mivel F, , injekcio, ez pontosan akkor teljestil ha foh = fog. Mivel f monomorfizmus,

ez pontosan akkor teljesiil ha h = g. Ekkor h/ = Fho j;! = Fgo j-! = ¢ tehat Ff
monomorfizmus.
(b) szimmetrikusan. O

3.25. Feladat. Egy tetszsleges R gytirt modulusainak mod(R) kategoridjaban mely
M modulusokra 6rzi a 3.3 Példa (o) pontjaban latott mod(R)(M, —) az epimorfizmu-
sokat?

3.5. Specialis nyilak visszaverése. Egy nyilnak valamely funktor altali képérsl
tudva, hogy izo- mono- avagy epimorfizmus, megnézziik, vajon az eredeti nyil is
rendelkezett-e ezzel a specialis tulajdonsaggal.

3.26. Definicié. Egy F : C — C' funktor wvisszaveri (reflects) nyilak valamely tulaj-
donsagat, ha minden ilyen tulajdonsagu C'-beli g nyil esetén az Osszes olyan C-beli f
nyil is rendelkezik ezzel tulajdonsaggal amire F'f = g.

3.27. Példak. (a) Az mnd — set és cat — graph felejt6 funktorok visszaverik az

izomorfizmusokat.

(b) Az el6rendezett halmazok és elérendezést 6rz6 fiiggvények kategoriajabol set-
be mend felejté funktor nem veri vissza az izomorfizmusokat (lasd a 2.8 Példa
(d) pontjat).

(c) 8 x (—) : set — set a 3.3 Példa (j) pontjaban visszaveri a monomorfizmusokat
és az epimorfizmusokat.

(d) C(z,—) a 3.3 Példa (o) pontjaban visszaveri a monomorfizmusokat de nem
feltétleniil veri vissza az epimorfizmusokat. Dualisan, C(—,x) a 3.3 Példa
(o) pontjaban visszaveri az epimorfizmusokat de nem feltétleniil veri vissza a
monomorfizmusokat.

Erre
nem
maradt
1d0.
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3.28. Allitas. Minden hi és teli funktor visszaveri

(a) a felhasado monomorfizmusokat (ldsd a 2.20 Definiciot),
(b) a felhasado epimorfizmusokat (ldsd a 2.20 Definicidt),
(c) az izomorfizmusokat (ldsd a 2.1 Definiciot).

Bizonyitds. (a) Legyen F' : C — C' egy hi és teli funktor, f : x — y egy nyil C-ben
amire F'f felhasad6 monomorfizmus ¢’ : F'y — Fux szeléssel. Mivel F teli, létezik egy
g .y — x nyil C-ben amire ¢’ = Fg, igy

F(gof)=FgoFf=goFf=i(Fz)= Fi(z).
Mivel F' hii, ez pontosan akkor teljesiil ha go f = i(x) azaz f felhasadé monomorfizmus
g szeléssel.

(b) szimmetrikusan.

(c) Ha Ff izomorfizmus, akkor a 2.26 Allitas szerint felhasadé monomorfizmus és
felhasad6 epimorfizmus is. Igy az (a) és (b) rész miatt f is felhasadé monomorfizmus
és felhasado6 epimorfizmus is, ezért a 2.26 Allitas szerint izomorfizmus. O
3.29. Allitas. Minden hid funktor visszaveri

(a) a monomorfizmusokat (lasd a 2.9 Definicidt) és
(b) az epimorfizmusokat (ldsd a 2.16 Definicidt).
Bizonyitds. (a) Legyen F': C — C' egy hii funktor, f :  — y egy nyil C-ben amire
F'f monomorfizmus. Legyenek h és g : 2 — z nyilak C-ben amire foh = fog. Akkor
FfoFh=F(foh)=F(fog)=FfoFg.

Mivel F'f mono, ez pontosan akkor teljesiil ha FFh = F'g. Mivel I’ hii, ez pontosan
akkor teljesiil ha h = g, igy f monomorfizmus.
(b) szimmetrikusan. O

4. ORA

KIVONAT. Természetes transzformacié. Kategoriak ekvivalenciaja.

Arra a kérdésre keressiik a valaszt, hogy
Lha a C— C funktorok egy kategoria objektumai, mik legyenek a nyilak?”

4.1. Definicié és példak. Az alabbiakban C kategoria alatt az

CO=——=C'« % CxcwC :={(a,b) e C xC"|s(a) = i(b)}

-
t

adatok els6 oran megismert Osszességét értjiik (lasd az 1.1 Definiciot); F : C — C'
funktor alatt pedig a harmadik éran latott fiiggvényeket:
= C! - C! xco Ct:={(a,b) € C' x C! | s(a) =t(b)}

P

t
Fol LFI lFl x F1
s /

V===~ " xeo O = (V) € C" x C | §'(d) = '(V)},

-
t/




BEVEZETES A KATEGORIAELMELETBE 21
lasd a 3.1 Definiciét.

4.1. Definici6. Egy C ﬂnp C' természetes transzformdacio C'-beli nyilaknak egy
\_/
G

{ Fu 2% Gz },eco csaladjaval adott, melyre py0 Ff =Gf oy, minden f € C(z,y)
esetén. Rajzban:

m/\Fx o Gz
ft Ffl LGf
y\Fy_yGy

G

4.2. Allitas. A C — C' funktorok mint objektumok, és a természetes transzformdciok
mint nyilak eqy — szokdsosan cat(C, C')-vel jelolt — kategoridt alkotnak.

F
e
Bizonyitds. C—a— C' alkot6 nyilainak kompozicioja természetes transzformaéci-
ot ad: \H_V
H
Fr—"  Ge—" -~ Hx
Ff L L Gf L Hy
Py ——/—Gy ™ Hy

kommutéal minden f € C(x,y) esetén.
F

T ) i) o

Az C ﬂld C' identitas természetes transzformdcio az Fao — Fx identitas nyi-
\_/

lakkal adott. O

4.3. Példak. (a) Barmely S halmaz esetén, a 3.3 Példa (1) és (o) pontjaiban latott
set(S,—) set — —XxS

/

funktorokra set [Jev set :
set(S,—)xS \/
AT set(SARS 4 g (h, 2) —— h(z)

f\ set@,msl lf I I

evp

B SEXS—F (foha)— f(ie)

id

(b) A 3.3 Példa (k) pontjaban latott (—). : set — set funktorra
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id A A e A, r—— {2}
/_\
set@set : f] f] ) Lf* I ]
=) B =B, f@) —={f(2)}

(c) A 3.3 Példa (g) pontjaban latott funktor (—)°P : grp — grp megszoritaséara
id

id G/\ G e GeP gt gt
q
grp ()" grp: s f for ] [
e (=)
T (H R O T =S
(=)°r
id
7N
(d) A k test feletti vektorterek bedgyazasa a masodik duélisba vec ﬂ vec ter-
P 2 2 \—j
mészetes transzformaciot alkot: Oy
id
\/’\

Vi — (V* =k, ¢ — ¢(v))

Do T

W= f(v) = (W = ky =y (f(0))

(e) Barmely U vektortérre és a 3.3 Példa (o) pontjaban latott hom funktorra,

(—)eU*
(-)eU* V\/NV@)U* ——vec(U,V) VR @ —vp(—)
RN
vec ﬂ vec : fl f®1t lvec(U,f) I 1
~_ 7
W WS ol 0 05
vec(U,—)

(f) A 3.3 Példa (m) pontjaban latott felejt funktorokra
()"

(—)? T rr—° .ro et s(e)
— T\
graph\ﬂ;set : ft fll , lfo I I
(—)° N M0 fie) =5 (fl(e)) = fO(s(e))
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(g) A Godement-mivelet a A ¢ B |7 C természetes transzforméciokhoz
~_ 7 ~_ 7

F’ G
GF

. . /\ . .
az aldbbi nyilakkal adott A ﬂw C természetes transzformaciot rendeli:

G'F’
\/_\ /\ VFa G/F:EW)
\ G G'Ff /G’F’x
/ \ / Yl e
; v F'zx G i GF'xy F o
G'F / /
b e GPuga o
Y Fy GFy W\F/y\ G'F'y
% i G\apy> GF _—
Y Y
Fl
G/

A piros négyzetek o, az Osszes tObbiek v természetessége miatt kommutalnak.
4.4. Feladat. Mutasd meg, hogy a 3.3 Példa (k) pontjaban latott (—), : set — set
id
funktorra set ﬂsing set nem természetes transzformécio.
~_ 7
(=)
4.5. Feladat. (i) Igazold a 4.3 Példa (g) pontjaban latott Godement-mivelet
asszociativitasat: tetszéleges A ﬂgo B ﬂv C ﬂx D természetes transz-
P el H
formaciokra bizonyitsd be a x(y¢) és (x7)p természetes transzformaciok egyen-
16s6gét.
(ii) Igazold a kiézépsd négy felcserélési szabdlydt (middle four interchange law): a

/\/ﬂh
\/\"%

természetes transzforméciokra bizonyitsd be a (v'¢) o () és (7' o 7) (¢’ 0 )
természetes transzforméaciok egyenl@ségét.

4.2. Természetes izomorfizmus. Arra keressiik a valasz, hogy mik a funktorok
kozott az invertalhato nyilak.
F
r s, /\ 2 , ., a .
4.6. Definicio. Egy C ﬂgo C' természetes transzforméciot természetes izomor-
\_/

G
fizmusnak mondunk, ha invertalhato, azaz izomorfizmus cat(C, C’')-ben.
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- /\FA .
4.7. Allitas. Eqy C ﬂtp C' természetes transzformdcid pontosan akkor természe-
~_ 7

G
. Pz . . .
tes izomorfizmus, ha Fx —> Gx izomorfizmus C'-ben minden x € C° esetén.

Bizonyitds. Ha ¢ természetes izomorfizmus, akkor minden z € C° esetén
i(Gr) = (po 9071)1 =¥z 0 (@71)w ¢s i(Fz) = (9071 0 )y = (9071)1 © Pg-

Igy ¢, izomorfizmus (az inverze (p!),).
Forditva, tegyiik fel, hogy ¢, izomorfizmus minden z € C° esetén. Inverzeik termé-
szetes transzformaciot alkotnak

(o)™t

Gz Fx
Gfl ij
Gy Fy

()™t

kommutativitdsa miatt, minden f € C(x,y) esetén. Az igy konstrualt természetes
transzformécié nyilvanvaléan ¢ inverze. 0

4.8. Kovetkezmény. Természetes izomorfizmusok Godement-szorzata természetes
1zomorfizmus.

4.9. Példak. (a) Az 1 szingleton kategoria egyetlen — x-gal jelolt — objektumén
valo kiértékelés természetes izomorfizmus:

cat(1,—)
cat(1,~) C/Ncat(l,(:) O Co H+—— Hx
—~ T\
cat ﬂ(f)* set : Fl cat(]l,F)l lFO 1 [
2~

1D)— . po FH+ FHx

(=)°
(b) A 2 intervallum kategoria egyetlen — a-val jel6lt — nem identitas nyilan vald
kiértékelés természetes izomorfizmus:

cat(2,—)
cat(2,-) C /Ncat(Q,C) O @ H+——— Ha
—~— T\
cat ﬂ(f)a set : Fl cat(E,F)l iFl 1 I
— (-)a

(=)!

4.10. Feladat. A 4.3 Példa természetes transzforméacioi koziil melyek természetes
izomorfizmusok?

4.11. Feladat. Milyen U vektorterekre lesz a 4.3 Példa (e) részében latott természetes
transzforméacié természetes izomorfizmus?
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4.3. Ekvivalencia. A cat-beli izomorfizmusnal gyengébb ekvivalencia fogalmat ke-

resunk.

4.12. Definici6. Egy F' : C — D funktor ekvivalencia ha létezik egy olyan G : D — C
funktor, amire GF = idc és FG =2 idp — azaz léteznek

S0, o-ct,

c = cC & D= D
\id/ \id/
természetes izomorfizmusok.
Terminolégia. G az F' pszeudo- vagy gyenge inverze.
C és D ekvivalens kategoriak.
4.13. Allitas. (i) Egy ekvivalencia pszeudo inverze is ekvivalencia.

(ii) A pszeudo inverz — ha létezik — természetes izomorfizmus erejéig egyértelmd.

Bizonyitds. (i) G pontosan akkor pszeudo inverze F-nek ha F' pszeudo inverze G-nek.
(ii) Ha G és H : D — C is pszeudo inverze F-nek, akkor koztiik természetes izo-

morfizmus
id H

D C D C.

G id

F a
4.14. Lemma. Ha létezik C ﬂ99 C természetes izomorfizmus, akkor F hi.
id

Bizonyitds. Mivel barmely f € C(z,y) estén a
GFx ik x

ars | Lf

GFy Y

Py

diagram kommutativ, és a sorok invertalhatoak, F'f = F'g esetén
f=w0,0GFfoyr! =p,0GFgoyp’ =g,

igy F hd. O

4.15. Allitas. Minden ekvivalencia hii és tels.

Bizonyitds. A 4.14 Lemma szerint minden ekvivalencia hi.

Legyen F': C — D ekvivalencia pszeudo inverze G és legyen ¢ : GF — idc termé-
szetes izomorfizmus. Barmely g € D(Fz, F'y) nyil esetén a GF' funktor az

Gy

f=(x % GFx

GFy y)
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nyilat

GFf =y, ofop, =Gy
nyilba képezi. Mivel a 4.14 Lemma szerint G' hti, ebbdl kovetkezik g = F'f igy F' teli
volta. U

4.16. Kovetkezmény. Minden ekvivalencia visszaveri a felhasado mqnomorﬁzmuso—
kat, a felhasadd epimorfizmusokat és az izomorfizmusokat (lasd a 3.28 Allitdst) tovdbbd
a monomorfizmusokat és az epimorfizmusokat (lisd a 3.29 Allitdst).

4.17. Tétel. Egy ' : C — D funktor pontosan akkor ekvivalencia, ha az aldbbi
tulagdonsdgok mindegyike teljesil.
(i) F hi.
(il) F teli.
(iii) F lényegében sziirjektiv az objektumokon, azaz minden x € D°-hoz taldlhato

[

olyan z € C° amire x = Fx.

Bizonyitds. Ha F ekvivalencia, akkor (i) és (ii) teljesiil a 4.15 Allitas miatt. Ha G az
F pszeudo inverze, akkor minden = € D° esetén z = FGx tehat (iii) is teljesiil.

Forditva, feltételezve, hogy az (i-ii-iii) tulajdonsagok fennalnak, konstrualjuk meg
F pszeudo inverzét. Az (iii) tulajdonsagot hasznalva, minden x € D% hoz valasszunk
2, € CO-t és egy @, : ¥ — Fz, izomorfizmust D-ben. (Kivdlasztdsi axioma alkalmazd-
sal)

Hasznélva, hogy (i) és (ii) miatt F., . : C(z,2,) = D(Fz,, Fz,) bijekcio, vigye
G : D — C barmely f € D(x,y)-t az

o' ! Py

F;z’lzy(sz x y Fz, )

C(zs, 2y)-beli nyilba. Mas szoval, legyen Gz = 2, és FGf = p, 0 fop, L.
Ellenérizziik, hogy ezzel G funktort konstrualtunk! Minden z € D%ra

FG(i(z)) = py 0i(x) 0o ;' = ip,, = Fi(z,) = Fi(Gz).
Mivel (i) szerint F' hi, ebbdl kovetkezik, hogy G 6rzi az egység nyilakat. Minden

x I Y e komponalhato D-beli nyilparra

F(GgoGf) = FGgoFGf = p,0g0p, op,ofopt =p,0g0fop, ' =GF(gof).
Mivel (i) szerint F' hii, ebbdl kovetkezik, hogy G 6rzi a kompoziciot.

Mutassuk meg végiil, hogy az igy konstrualt G funktor F' pszeudo inverze. Amiatt,
hogy

¢ — s Fzy ——— FGux (4.3)
-1
i ;
! ¥ FGf
Yy
\lsﬁy
R — Fzy=——==FGy

kommutal minden f € D(z,y) esetén, a { x L FGx }zepo nyil csalad az egyik elvart
idp — F'G természetes izomorfizmust adja.
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Mivel (ii) szerint F' teli, minden 2z € C%ra létezik olyan v, € C(z, GFz) amire
Fi, = pp, : Fz — FGFz. Mivel (i-ii) miatt F hi és teli, a 3.28 Allitas szerint
visszeveri az izomorfizmusokat. Tehat pp, izomorfizmus volta miatt ¢, izomorfizmus.
Barmely h € C(z, 2') esetén alkalmazhatjuk (4.3) kommutativitasat f = Fh-ra:

@Fz:sz
_—

Fz FGFz

FhL lFGFh

F FGFZ.

Prz/= 2!

Hasznélva, hogy (i) szerint F' hii, ebbdl kovetkeztethetiink, hogy a { z Y GF }oeco
nyil csalad a masik elvart idc — GF' természetes izomorfizmust adja. O

4.18. Példak. (a) Minden izomorfizmus cat-ban ekvivalencia.
(b) Barmely X halmazhoz hozzarendelhetd az ind(X) indiszkrét kategoria:

ind(X)" = X és ind(X)(x,y) = szingleton Vz,y € X.

Az egyértelmii ind(X) — 1 funktor sziirjektiv az objektumokon és bijektiv a
lokélis nyil halmazokon. Igy a 4.17 Tétel szerint ekvivalencia.

(c) Tekintsiik az alabbi funktort a k test feletti vektortereknek az 1.5 Példa (3.b)
mat(k) kategoriaba. Legyen egy vektortér — azaz egy objektum — képe a
dimenzdja. A nyilakon valé hatas definiciojahoz rogzitsiink minden vektor-
téren egy bézist és legyen egy linears leképezés — azaz egy nyil — képe az
adott bazisban felirt matrixsza. Ez funktor, ami sziirjektiv az objektumokon
és bijektiv a lokalis nyil halmazokon. Igy a 4.17 Tétel szerint ekvivalencia.

4.19. Feladat. Konstruald meg a 4.18 Példa ekvivalenciainak pszeudo inverzeit és a
hozzajuk tartozé természetes izomorfizmusokat.

4.20. Allitas. Minden ekvivalencia érzi

(a) a monomorfizmusokat (ldsd a 2.9 Definicidt) és
(b) az epimorfizmusokat (ldsd a 2.16 Definicidt).

Bizonyitds. (a) Legyen F' : C — C ekvivalencia és f : x — y monomorfizmus C-ben.
Legyenek h' és ¢’ : 2/ — Fax nyilak C’-ben, amikre Ff o h’ = Ff og. Mivel F
lényegében sziirjektiv az objektumokon, talalhaté egy z objektum C-ben és hozza egy
J. : Fz — 2/ izomorfizmus C'-ben. Mivel F, , sziirjekcio, a h'o0j, és g'oj, : Fz — Fx

nyilakhoz léteznek h és g : z — x nyilak amikre FFh = h' o0 j, és Fg=¢' o j,. Igy

Ffohh=Ffogqg &
FfoFhoj'=FfoFgoj;t &"
FfoFh=FfolFyg &

F(foh)=F(fog).
Mivel F, ,, injekcio, ez pontosan akkor teljestil ha foh = fog. Mivel f monomorfizmus,
ez pontosan akkor teljesiil ha h = g. Ekkor b/ = Fhoj ;! = Fgoj ! = ¢ tehat Ff
monomorfizmus.
(b) szimmetrikusan. O
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Terminolégia. Ha valamely tulajdonsag nem 6rzddik vagy verddik vissza minden
ekvivalencia altal, akkor azt a kategoriaelméleti folklor orddgtdl valonak (evil) mondja,
és hasznalatat keriili. (Ilyen példaul egy kategoria objektumainak szama, lasd a 4.18
Példa (b) pontjat.)

5. ORA
K1voNAT. Abrazolhat6 funktorok és a Yoneda-lemma.

5.1. Abrazolhat6é funktorok. Egy lokalisan kis C kategoria objektumai és a C —
set funktorok kozott teremtenek kapcsolatot a 3.3 Példa (o) pontjanak C° > x
C(x,—) hom funktorai.

5.1. Definici6. Egy tetszbleges lokdlisan kis C kategoriabol set-be mend F' funktor
dbrdzolhato (representable) ha létezik olyan x objektum C-ben, amire F' és C(x,—) :
C — set természetesen izomorfak (azaz F' = C(z, —)).

Terminoldgia: z egy dbrdzolé objektum (representing object).

5.2. Példak. (a) A set — set identitas funktort abrazolja a {*} szingleton hal-
maz:
set({*},—)

set({3},-)
-

S set({*},S) -~ at—— a(x)

B

war foar— f(a(x)
id
(b) A grp — set felejtd funktort abrazolja az egész szamok additiv csoportja.
(c) A ring — set felejté funktor dbrazolhato.
(d) Barmely R gytri esetén a mod(R) — set felejtd funktor dbrazolhato.
(e) A (—)* : ring — set funktor, ami egy gytrtit az invertalhaté elemeinek halma-
zéba visz, abrazolhato.
(f) Az iso : cat — set funktor, ami egy kategoriat az izomorfizmus nyilainak
halmazaba visz, abrazolhato.
(g) (— )0 ~ cat(1, —) : cat — set; lasd a 4.9 (a) Példat.
(h) (=)' & cat(2,—) : cat — set; lasd a 4.9 (b) Példat.
(i) A 3.3 Példa (k) pontjaban latott (—)* : set®® — set dskép funktor abrazolhato.
(j) Barmely S, T halmazokra a set(— x S, T) : set®® — set funktor dbrazolhato.
(k) Béarmely V, W rogzitett vektorterekre a bilin(V, W|—) : vec — set funktor egy
tetsz6leges U vektorteret a V' x W — U bilineéaris fiiggvények halmazaba kiildi,
egy h: U — U’ linearis leképezést pedig a

bilin(V, W|U) — bilin(V,W|U"),  frshof
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fiiggvénybe. Ezt a bilin(V,W|—) : vec — set funktort abrazolja a V @ W
objektum vec-ben.

5.3. Feladat. Talald meg a hianyz6 abrazol6 objektumokat az 5.2 Példa abrazolhato
funktoraihoz.

5.4. Feladat. Add meg az Gsszes természetes transzforméaciot az 5.2 Példa (g) és (h)
pontjaiban latott (—)% és (=)' : cat — set funktorai kozott, mindkeét irdnyban.

5.5. Allitas. Minden dbrdzolhatd funktor érzi a monomorfizmusokat.

Bizonyitds. Legyen x tetsz6leges objektum, és f : v — w tetszGleges nyil egy lokalisan
kis C kategoridban.

Clz, f) : C(z,v) — C(z,w), h— foh

pontosan akkor injektiv minden z € C%ra ha f monomorfizmus. Tehat C(z, —) 6rzi
a monomorfizmusokat, igy minden vele természetesen izomorf funktor is. 0

5.6. Feladat. Az 5.5 Allitasra alapozva mutass nem abrazolhato funktorokat.
5.2. Yoneda-lemma. Az abrazol6 objektumok analzisének eszkoze.

5.7. Tétel (Yoneda-lemma — els alak). Bdrmely lokdlisan kis C kategdria tetszdleges
x objektuma, és barmely F' : C — set funktor esetén létezik eqy

Fx = cat(C,set)(C(x, —), F)
bijekcio. (Igy cat(C,set)(C(z,—), F) is halmaz!)
Bizonyitdas. Konstrualnunk kell egy
Clz,—)
O, r : Fx — cat(C,set)(C(z, —), F), D CWset
\E/

bijekciot, ahol ©, »(p) természetessége az alabbi jobboldali négyzet kommutativi-
tasat jelenti minden f € C(v,w) esetén:

Clz,—)
U\/NC<I,U) Sl Fu (5.4)
fJ C(I»f)j LFf
M Clw, w) (©z,r(P))w Fuw.
\_/
F

Barmely v € C° esetén a
(@x,F(p))v : C(Q?,'U) — FU? h‘ = (Fh)<p>
vélasztés természetes transzformaciot ad

C(z,v) M>Fv b (Fh)(p)

o) ] [
(©z,7(P))w

Clz, w) Fw fohF(foh)(p)=(FfoFh)(p)
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kommutativitasa miatt, minden f € C(v,w) esetén.

Ezzel rendelkezésiinkre all egy O, p : Fx — cat(C, set)(C(x, —), F') fliggvény minden
minden ¥ € C° és F € cat(C,set)? esetén. Annak igazolasara, hogy ez bijekcio,
konstrualuk meg az inverzét:

O, L :cat(C,set)(Clw, —), F) = Fa, B+ B.(i()).

I]

Az Fz halmaz minden p elemére, minden 5 : C(z, —) — F természetes transzformé-
ciéra és C minden y objektumaéra

0, 1 (02 r(p) =0, 1 (F=)(p)) = Foali(z))(p) = idp(p) = p
O, (0, 1(8))y = Ou,r(B:(i(x)))y = (Fry(—) 0 Ba)(i(x)) = (By o Clz, —))(i(x)) = By.
O

5.8. Feladat. Ird le a 3.3 Pé¢lda (k) pontjaban (és az 5.2 Példa (i) pontjaban) la-
tott (—)* : set®® — set Gskép funktor Osszes természetes endomorfizmusat (azaz a
(—=)* — (—)* természetes transzforméciokat). Ugyanezek a nyil csaladok természetes
endomorfizmusai a 3.3 Példa (k) pontjaban latott (—). : set — set kép funktornak is?

T6bb is igaz, mint amit eddig lattunk: az 5.7 Tétel bijekcidi természetes izomorfiz-
mussé allnak 0ssze — érsiik meg, milyen értelemben!

5.9. Definici6é. Barmely lokalisan kis C kategoria esetén (kontravaridns) Yoneda-
bedgyazds alatt az

Y:C o cat(Cset)®,  (z2y) e (Cly,—) Lz, -))

funktort értjiik.
5.10. Allitas. Az 5.9 Definiciéban ldatott Yoneda-bedgyazds hi és tels.
Bizonyitds. Az Y, ., : C(v,w) — cat(C,set)°®(Yv,Yw) lokalis nyil fiiggvények épp az
5.7 Tétel bizonyitasaban latott

Ou,cw,—) : C(v,w) — cat(C, set)(C(w, —), C(v, —))
bijekciok. O
5.11. Kovetkezmény. Természetesen izomorf funktorokat dabrazolo objektumok izo-
morfak.

Bizonyitds. Mivel az 5.10 Allitas szerint Y hti és teli, a 3.28 (c) Allitas szerint visszaveri
az izomorfizmusokat. O

5.12. Tétel (Yoneda-lemma — masodik alak). Minden lokdlisan kis C kategoridra

ev
C x cat(C,set) |© set természetes izomorfizmus.
cat(C,set)(Y—,—)

5.13. Megjegyzés. Az 5.7 Tétel szerint értelmes a cat(C, set)(Y —, —) : Cxcat(C,set) —
set funktor. Azonban ha C nagy, akkor nem irhato

C set)(—,—
C x cat(C, set) RELS cat(C, set)°P x cat(C, set) cat(Cset) (=) ot
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kompozicioként, hiszen cat(C,set) nem feltétleniil lokalisan kicsi, igy a mésodik tag
értelmetlen lehet. (Kicsit) szamit a méret!

Bizonyitds. Az 5.7 Tételbdl rendelkezésiinkre all egy

0.,
{ Fo —% cat(C,set)(C(z, =), F) }(a.r)c(Cxeat(Cet)®

izomorfizmus csalad. A tételben allitott természetessége az alabbi jobboldali négyszog
kommutativitasat jelenti.

x Fx —% cat(C, set)(C(z, —), F)
| cat(C,set)(1,¢)
cat(C, set)&lC( -),1) \

(| C ﬂcp set) Gz FyHcat (C,set)(C(y, —), F) cat(C,set)(C(z, —),G)

l@y cat(C,sclat)(l,ga) /
v Cat(C,set)(C(f,—),1)

Gy " cat(C, set) (C(y, —), G)

Gf

cat(C,set) (Y —,—

(5.5)

Ezt ellendrizhetjiik két 1épésben. ElGszor O, p természetessége x-ben — azaz (5.5)
kommutativitasa ¢ = 1 esetén (felss fele):

Fa 222 cat(C, set) (C(x, —), F) P (F=)(p)

Ff\ cat(C,set)l(lC(f,—),l) I I

Fy 2% cat(Cset)(Cy, ~). F)  (Ff)(p) = (F(=) o Ff)(p) = (F(~ o ))(p)

kommutél F' funktor volta miatt.
Maésodszor O,  természetessége F-ben — azaz (5.5) kommutativitasa f = 1 esetén
(also fele):

Fo 225 cat(C,set)(Clz, =), F)  p (F=)(p)

Do jcat(C,set)(l,tp) I I

GI,G
Gr — cat(C,set)(C(z, =), @) wa(p) = (G(=) © 2)(p) = (1) © F(=))(p)
kommutal ¢ természetessége miatt.
Ezzel rendelkezésiinkre all a mondott © természetes transzformacio.
Oq
Mivel az 5.7 Tétel szerint Fa —— cat(C,set)(C(x, —), F') bijekcié minden z € C°

és F € cat(C, set)? esetén, a 4.7 Allitas szerint © természetes izomorfizmus. O
5.3. Alkalmazasok.

5.14. Példa. Tekintsiink egy tetszéleges G csoportot mint egy objektumu kategoriat
(lasd az 1.5 Példa (2.c) pontjat) és vizsgaljuk meg a cat(G, set) kategoriat.

Ennek objektumai a G — set funktorok. Egy ilyen funktor a G kategoria egyetlen
objektumat egy X halmazba viszi. A G kategoria valamely g nyilat (azaz a G csoport

egy ¢ elemét) pedig egy X ﬁX fiiggvénybe. A funktor axiéomék — azaz az
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egységnyilak és a kompozicid érzése — pontosan annak felelnek meg, hogy - a G
csoport hatasa az X halmazon. Az egyetlen dbrazolhaté G(*, —) : G — set funktor a
regularis G-hatasnak felel meg.

(Xv')

T\

A cat(G, set) kategoria nyilai G ﬂ set természetes transzforméciok. Egy ilyen
~_ 7
(Yv')

természetes transzformacio egy f : X — Y fliggvénnyel adott, amire a természetessé-
gét kifejezd

*\/—\ X d Y
gt g (=) lg-()
f
* X Y

\_/

diagram kommutal minden g € G esetén. Azaz pontosan egy G-ekvivarians f: X —
Y fiiggvény.
Az 5.7 Tétel szerint tehéat

X = cat(G,set)(G(x,—),(X,)) ={ G — X ekvivarians fiiggvények },

ami Cayley-tételként ismert.
Alkalmazva ezt a regularis G-hatasra, a

G — { G — G ekvivarians fiiggvények }, g— (—)g

bijekciot kapjuk. Mellékesen bebizonyitottuk tehat azt is példaul, hogy minden G —
G ekvivarians fliggvény bijektiv.

5.15. Példa. Tetszbleges R gytiriire tekintsiik az 1.5 Példa (2.d) pontjaban latott
kategoria mat(R)° ellentettjét. Barmely n objektumra — azaz természetes szamra
— a mat(R)°®(n,—) = mat(R)(—,n) : mat(R)®® — set abrazolhat6 funktor az m
objektumot az n sorbdl és m oszlopbdol allo, R-beli elemt matrixok halmazaba viszi.

Az n sori métrixokon az elemi sormiiveletek kommutalnak a megfelels oszlopszamu
matrixokkal valo jobbrol szorzassal; azaz mat(R)(—,n) — mat(R)(—,n) természetes
transzforméaciot definidlnak.

Az 5.7 Tételbdl

mat(R)(n,n) — cat(mat(R)°?, set)(mat(R)(—,n), mat(R)(—,n)), T T(—)

bijekcio adodik. Ez azt igazolja, hogy minden elemi sormiivelet egy n X n-es matrixszal
val6 szorzés, ez a matrix pedig az n X n-es egységmatrix képe.
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6. ORA

KivoNaT. Adjunkcio. Két (majdnem) ekvivalens definicio és példak.

6.1. Definicio (Els6 valtozat). Lokalisan kis kategoriak kozotti adjunkcio alatt egy

L D(L(—-),—)
C D funktor part értiink, amire a C°P x D set funktorok természetesen
~__~ ~—_ 7
R C(—R(-))
izomorfak.

Terminoloégia: L bal adjungdlt, illetve az R-nek bal adjungdltja. R jobb adjungalt,
illetve az L-nek j0bb adjungdltja.
Jelolés: L4 Rvagy L4R:D — C.

Ennek a definiciénak az értelmességéhez fel kellett tenniink, hogy a C és D katego-
riak lokdlisan kicsik; igy a D(L(—),—) és C(—, R(—)) : C°® x D — set funktorok jol
definiadltak. Tetszdleges kategoridk kozotti adjunkeio kicsit késsbb (lasd a 6.6 Defini-
ciot).

A D(L(—),—) = C(—, R(—)) természetes izomorfizmus (nem) egyértelmiségére is
visszatériink jovs oran, (lasd a 7.2 Tételt és 7.3 Kovetkezményét).

D(L(=),—)

7 T\
A 6.1 Definici6 jelolésével, egy C°P x D ﬂ(b set természetes transzformacio egy
C(—R(-))
o
{ D(Lx,y) —= C(x, Ry) }secoyepo fiiggvény csaldddal adott, aminek természetessége
az aldbbi diagram kommutativitasat jelenti:
D(L(—-),—)
S By
(z,9) D(Lz,y) — C(z, Ry) h ®,(h)
(£,9) L D(Lf.9) j l C(f,Rg) [ [
‘PI/ / ) .
(', y) D(L2',y') ='C(z',Ry’) gohoLfw®,  (goholLf)=Rgo®d,,(h)of
~ T .

C(—R(-))

A 4.7 Allitas szerint ® pontosan akkor természetes izomorfizmus, ha minden D,y
komponens bijekcio.

L

X

6.2. Példak. (a) Minden (lokalisan kis kategoriak kozotti) C D ekvivalen-
N~
R

cia adjunkci6. Legyen ugyanis « : idc — RL természetes izomorfizmus, és a

segitségével

R z,y C O(x,l (%3

®,, = (D(Lz,y) —= C(RLz, Ry) (—>)C(x, Ry)), (Lz % y) — (22 RLx 2L Ry).

(6.6)
Ez bijekcié minden z, y objektum pérra:
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e Mivel R ekvivalencia, a 4.15 Allitas szerint hi és teli; tehat Ry, bijekcio.
e C(a,,1) inverze C(a;t, 1).
Természetes: Minden h € D(Lx,y), f € C(a',z) és g € D(y,y’) esetén,

D, y(goholLf) (66) R(gohoLf)oay

R funktor

RgoRhoRLf o aw
a természetes Rg o Rho a, 0 f (g) Rg o (I)xy(h) o) f

F=szabad
=\
(b) set L mnd: set(UM,S) = mnd(M, F'S) minden M monoidra ¢s S halmaz-
o -
U=felejts
ra a szabad monoid definicidja szerint. Természetességét ellendrizd.
—-®V
. ~7 N
(c) Minden V vektortérre vec L vec: barmely X és Y vektortérre
~_
vec(V,—)
vec(X @ V)Y) vec(X, vec(V,)Y))

/ o o fe® =)
2@ g(@)(v)] .

Természetességét ellendrizd.

(d) Barmely S halmaz esetén jelolje sub(S) azt a teli részkategoriat set] S-ben
aminek az objektumai az (A, A — §) részhalmazok. A 3.3 Példa (k) pont-
janak funktorait hattatva egy tetszdélegesen adott f : S — T fiiggvényre, két

I+
VTR
adjunkciot kapunk: sub(7) —f*> sub(S).
\J_/
fi
disc
PEEIRN
(e) cat —(-)°—=set, ahol disc barmely X halmazt az 1.5 Példa (2.a) pontjaban
Nt S
ind

latott X objektum halmazi diszkrét kategoriaba viszi, ind pedig a 4.18 Példa
(b) pontjaban latott X objektum halmazu indiszkrét kategoriaba. (A nyilakra
valo kiterjesztés mindkét esetben egyértelm, ird le.)

6.3. Feladat. Mutasd meg, hogy a (=)' : cat — set funktornak van bal adjungaltja
de nincs jobb adjungaltja.

L
. VRS
6.4. Allitas. Lokdlisan kis kategoridk kozotti C D funktorokra az aldbbi dllitd-
. ~_ "
sok ekvivalensek. R

(i) L4 R.
(ii) R°P 4 L°® (ahol (—)°° a 3.3 Példa (g) pontjdaban ldtott ellentett konstrukcidt
jeloli).
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Bizonyitds. (1) teljesiilése esetén rendelkezésiinkre all a @, : D(Lz,y) — C(z, Ry)
bijekciok csaladja, ami természetes z € C%ban, és y € D%ban. Segitségiikkel konst-
rualhato egy

—1
CoP(RPy, ) C(z, Ry) il D(Lz,y) == D(y, L°Px)

x-ben és y-ban természetes bijekci6 csalad, azaz teljesiil (ii). (ii)=(i) dualitas révén.

O
L
7 N\
6.5. Tétel. Lokdlisan kis kategoridk kozotti C D funktorokra az aldabbi dllitdsok
. N~
ekvivalensek. R
(i) L4 R. idc R L
PN
(i) Léteznek C ||n C és D | D természetes transzformdciok, amikre
L\)_ D /11% \\g//
idp
R AN ) S L
/ﬂs L\ﬂWA és >\ﬂ77/3 HE\
D=——D D=—D
identitds természetes transzformdciok.
Terminolégia. 7 az adjunkci6 egysége, € az adjunkcié koegysége.
Mivel a (ii) rész azonossagai komponensekben kiirva az
id
Ry Ry LRLx (A)
\ / L Lng ELx
és
MRy Rsy
RLRy Lz . Lx

ekvivalens alakot oltik, tetszéleges y € D° és x € CY objektumokra, hdromszig-
azonossagoknak (triangle identity) is hivjak cket (alabb A jelolés utal egyikiikre vagy
maésikukra).

Bizonyitds. (1)=(ii) (i) teljesiilése esetén rendelkezésiinkre all a ®,, : D(Lz,y) —

C(z, Ry) bijekci6 minden x € CY és y € D® objektumra. Segitségiikkel definialjuk 7
komponenseit:

®, 1. : D(Lz, Lx) — C(z, RLx), i(Lx) — . (6.7)

Az fgy kapott { # = RLx },cco nyil csaldd természetes, azaz

id

\/\xLRLx

| | e

/ !

T \m’/—i RLx'

RL
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jobboldali négyszoge kommutativ ® természetessége, azaz
P,y (gohoLf) = Rgo®, ,(h)of  VfeC(a,z), h € D(Lx,y), g € D(y,y") (6.8)
miatt:

RLkon, = RLko®, 1,(i(Lx)) "

6:8) (I)LL:E/(L]{Z) ((2) (I)g:’,Lac’ (Z(LJ,,)) ok (627) Ty © k.
A fenti konstrukciét alkalmazva a 6.4 Allitas R°P - L°P adjunkciojara, a

®, : C(Ry, Ry) — D(LRy,y),  i(Ry)+— &, (6.9)

Ry,y -
komponensekkel adott € : LR — idp természetes transzforméciohoz jutunk.
Az elsé haromszog-azonossag

(

6.7 . 6.8 6.9) .
Rtey 0 1Ry = Rz, 0 ®py pry(i(LRY)) =1 Pryy(ey) = i(Ry) vy € D

miatt, a masodik dualitas révén teljesiil; azaz a most igazolt azonossagot alkalmazva
a 6.4 Allitas R°® 4 L°P adjunkcidjara.
(i))=(i) n és e segitségével legyen minden x € C%-ra és y € D%-ra

®,,: D(Lz,y) — C(z, Ry), (Le 2 y)— (22 RLz 2 Ry) (6.10)
-1 . 9 Lg €y
®,,: Clz,Ry) — D(Lz,y), (z—Ry)— (Lzr— LRy —vy). (6.11)
Ezek egymés inverzei, mert
_ (6.10) _ (6.11)
Duy(®,4(9) = R(®,(0))0me =" R(g,0Lg)on,
R fgktor 7 természetes

Re, o RLgon, = REyOnRyogég7

és dudlisan, @, (P, ,(h)) = h. Tehat @, bijekcié minden z € CO-ra és y € D'-ra.
¢ természetessége 1 természetességébdl kovetkezik: minden f € C(2/,x), h €
D(Lz,y), és g € D(y,y’) esetén

Boy(gohoLf) 2 R(gohoLf)on, ™ Rgo RhoRLf on,

n természetes

S Rygo Rhonyo f "2 Rgo®,,(h)o f.
O

6.6. Definici6 (Masodik alak). Tetszdleges kategoriak kozotti adjunkcio alatt egy
L
7 N\
C D funktor part értiink, amire léteznek a 6.5 Tétel (ii) pontjaban latott haromszog-

~__“~
R

azonossagokat kielégité n :idc — RL és ¢ : LR — idp természetes transzformaciok.

Az L 1 R jelolés az altalanossag ezen szintjén is hasznalatos.

L

7 N\
6.7. Példa. Ha C D lokalisan kis kategoriak kozotti ekvivalencia « : idc — RL

~__
R

és B :idp — LR természetes izomorfizmusokkal, akkor a 6.2 Példa (a) pontjaban latott
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L — R adjunkcio egységének @, 1, (i(Lz)) komponensei az alabbi moédon szamolhatok
ki:

(I)Jc,L:c
/\
D(Lx, Lx) C(RLz,RLx) : C(xz, RLx)
Lz,Lx Qg,

i(Lx) ——— R(i(Lz)) = i(RLx) —— ay,
koegységének P y( i(Ry)) komponensei pedig az alabbi modon:

(bRy y

C(Ry, Ry)

C(RLRy, Ry) —

Clagy1) LRy,y:BZl_loL(_)OIBLRy
Z(Ry) f Oé;zzl/ f ﬁy_l o (aRy) BLRy

Vigyazat, a naiv « : idc — RL és 7' : LR — idp valasztéas nem (feltétleniil) teljesiti
a hadromszog-azonossagokat.

D(LRy,y)

6.8. Feladat. Igazold, hogy tetsz6leges kategoridk kozotti ekvivalencia adjunkcio a
6.6 Definici6 értelmében. (Hasznald a 6.7 Példaban az egységre és koegységre kapott
formulédkat mint ansatzot.)

6.9. Feladat. Altalanositsd a 6.4 Allitast tetszoleges kategoridkra.

6.10. Feladat. Szamitsd ki a 6.2 Példa tobbi pontjaban az adjunkcié egységét és
koegységét. Ellendrizd a haromszog-azonosségokat.

6.11. Tétel. Fgy L 4 R : D — C adjunkciora — n egységgel és ¢ koegységgel — a
kévetkezd dllitasok teljestilnek.

(1) L hii & n, monomorfizmus minden x € C° esetén.

) L teli < n, felhasaddé epimorfizmus minden x € C° esetén.

) L hil és teli < n természetes izomorfizmus.

) L ekvivalencia < n és € természetes izomorfizmus.

) R hit < &, epimorfizmus minden y € D° esetén.

) R teli < ¢, felhasadé monomorfizmus minden y € D° esetén.
) R hi és teli < ¢ természetes izomorfizmus.

) R ekvivalencia < 1 és € természetes izomorfizmus.

(2
(3
(4
(5
(6
(7
(8

Féleg pedig L ekvivalencia < R ekvivalencia.

Bizonyitds. (1) A 2.25 Allitas (i) pontja szerint 7, pontosan akkor monomorfizmus
minden x € C° esetén ha
C(z,mz) : C(z,2) — C(z, RLx), frmnzof

RLfon. "2 @, . (Lf)

(6.12)
injekci6 minden x,z € C° esetén. Mivel ®, 1, bijekcio minden z,z € C° esetén, ez
pontosan akkor teljesiil, ha

C(z,z) —» C(Lz, Lx), f— Lf (6.13)

injekcié minden z, z € C% esetén, azaz L hi.

n termeszetes
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(2) A 2.25 Allitas (iv) pontja szerint 7, pontosan akkor felhasadé epimorfizmus
minden x € C° esetén ha (6.12) sziirjekcié minden z, 2z € C° esetén; vagyis pontosan
akkor ha (6.13) sziirjekcié minden z, 2 € CY esetén, azaz L teli.

(3) A 4.7 Allitas szerint 1 pontosan akkor természetes izomorfizmus, ha 7, kom-
ponensei izomorfizmusok minden z € C° esetén. A 2.26 Allitas (i) pontja szerint ez
ekvivalens azzal, hogy 7, monomorfizmus és felhasad6 epimorfizmus minden z € C°
esetén. Tehat a fenti (1) és (2) pontok miatt ekvivalens azzal is, hogy L hii és teli.

(4) Ha n és e termeészetes izomorfizmusok, akkor a réviikon L és R egymas pszeudo
inverzei tehéat ekvivalencia funktorok.

Ha L ekvivalencia, akkor a 4.15 Allitas szerint hii és teli, igy a fenti (3) pont szerint
7 természetes izomorfizmus.

Akkor a 4.7 Allitas miatt 7, izomorfizmus minden = € C° esetén igy a 3.23 Allitas
(c) pontja szerint Ln, is izomorfizmus minden z € C° esetén. A masodik haromszog-
azonossag szerint az Ln, izomorfizmus inverze er,, igy €r, is izomorfizmus minden
r € C° esetén. Ujra hasznalva, hogy L ekvivalencia, a 4.17 Tétel miatt lényegében
sziirjektiv az objektumokon. Valasszunk minden y € D%hoz egy z, objektumot C-
ben és egy k, : Lz, — y izomorfizmust C-ben. ¢ természetessége miatt ¢, = k, o
€Lz, © LRk, 1. Mivel ez izomorfizmusok kompoziciéja, maga is izomorfizmus. Igy a

4.7 Allitas miatt ¢ is természetes izomorfizmus.
(5) az (1) dualisa, (6) a (2) dualisa (7) a (3) duélisa és (8) a (4) dualisa, nem
igényelnek kiilon bizonyitast. 0

7. ORA

KIVONAT. Zsinér diagramok. Hasznalatuk az adjunkciok tulajdonsagainak vizsga-
latara.

7.1. Zsinor diagramok (string diagrams).
F

A természetes transzforméciok grafikus abrazolasara eddig a ¢ le D tipu-
~_ _

G
st rajzokat hasznéltuk. Ma attériink egy ekvivalens, de gazdasigosabb és iigyesebb
jelolésre.

Els6 1épés. Tiikrozziik az abrat egy fiiggbleges tengelyre:
F F
C e D +—— D le C
G G

Ezzel a funktorokat dbrézol6 nyilak nem balrol jobbra mutatnak, hanem jobbrol balra.
Elénye, hogy a kompozicié sorrendje megfelel a rajzon lathaté sorrendnek:

G F GF

c =

C//( C/ ¢
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Masodik 1épés. Attériink a dualis grafra:

F F F
o e e o7 1 =
\G/ G/ G

Elénye a kisebb, attekinthetébb abra. Tovabbra is fentrdl lefelé olvassuk (ausztral
konvencio). Vigyazat, az irodalomban megtalalhato a forditott konvencio is.

A C kategoéria objektumait 1 — C funktorokként tekintve, és C nyilait koztiik
természetes transzformaciokként tekintve, ¢ természetessége ebben a jelolésben a

F F

pyo Fh =[p| = ¥

@-----@--&

G G v

alakot 6lti, minden h € C(z,y)-ra (a gyongyok szabadon cstsztathatok a zsinérokon).

7.2. Adjunkcidk tulajdonsagai — zsinér diagramok hasznalataval. Els6 gya-
korlatként irjuk &t zsinor diagramokra egy L 4 R : D — C adjunkci6 egységét és

koegységét.
Egység:
C C C C
In !
L L }m
D D
Koegység:

C/L‘/HDNC C%%C M

Konvencionk szerint az identitas funktornak megfelel§ (a kozépsd abrakon sziirkével
rajzolt) vonalakat elhagyjuk (mint a jobboldali abrékon).
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A haromszog-azonossagok ebben a jelolésben:

N %/ -

illetve

L C—=C L L
\ 7
L=D |dc L L=D |dC L L=
=\ q/ ‘
D———D L L
azaz a zsinor kanyarulatai kiegyenesithetdk.
Az L 4 R adjunkciohoz tartozé bijekciok:

Py,
D(Lz,y) — C(z,Ry)

@Hi

Egymas inverzei:

L Pay N
= -
illetve
' cp;y; D,y
= -

7.1. Feladat. Barmely L H R : D — Cés L' 4 R : D' — (' adjunkci6 esetén, és
barmely F' : C' — C és G : D’ — D funktor esetén konstruélj bijekciot az LF —
GL' és az FR' — RG természetes transzforméaciok kozott. Azokat a természetes
transzforméciokat amelyeket az a bijekcio kapesol Ossze, tdrsaknak (mates) mondjuk
(az LA4R:D — Cés L' 4R : D' — C is adjunkciokra nézve).

Hogyan altalanositja ez a bijekci6 a fenti @, , bijekciokat?

LAR:D—-C L AR D — Cé L"4R":D"— C adjunkciok ese-

tén, és D” EpED e %9 funktorok esetén hogyan viselkedik a tars
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konstrukcio a ¢ : LF — GL' és ¢ : L'F" — G'L” természetes transzformaciok

-®V
Barmely f : V — V' linearis leképezés egy vec ﬂ—@f vec természetes transz-
\_/
,®V/
forméciot indukal. Mi a tarsa a 6.2 Példa (¢) pontjaban latott — ® V' H vec(V, —)
adjunkciéra nézve?

7.2. Tétel (Az adjungalt egyértelmiisége). Ha L 4 R és L 4 R is adjunkcio

— "\ illetve (~ egységgel és \ illetve \_/ koegységgel — akkor létezik egy
0: R — R természetes izomorfizmus amire

- De/ NG \__/
Azaz komponensekben kitrva, minden x € C° és y € DY esetén

/ - /
My = 0Lz © Nz és g 0 Loy =¢,y.

o=\ |
NI

. 773'3y R'ey . . 2
(ennek komponensei g, := ( Ry —= R'LRy —> R’y ) minden y € D esetén). Lé-
vén természetes transzformaciok Godement-szorzata és kompozicidja, o természetes
transzformécié. Annak igazolasara, hogy természetes izomorfizmus, konstrualjuk meg

az inverzét:

G )

R NG
Erre

SRV

Bizonyitds. Legyen
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és szimmetrikusan a forditott sorrendben. Az allitdsban szerepld elsé egyenlGség:

a

1>

és a masodik:

>

0

7.3. Kovetkezmény. Lokdlisan kis kategoridak kozotti L 4 R és L 4 R adjunkcick
esetén a 7.2 Tételben ldtott o természetes izomorfizmus segitségével minden h : Lx — y
nyilra

=)

//4‘\
1)
N,

7.4. Feladat. Ird 4t a 7.2 Tétel és a 7.3 Kovetkezmény bizonyitasat a hagyomanyos
jelolésbe.

7.5. Feladat. Felhasznalva, hogy barmely L 4 R : D — C adjunkci6 esetén, minden
z € Cora Lz a C(x, R(—)) : D — set funktor 4brézol6 objektuma, adj egy alternativ
bizonyitast a 7.2 Tételre a Yoneda-Lemma alkalmazasaval.

7.6. Allitas. Hao L4R:C—Bés L' 4R :D—C, akkor L'L 4 RR'.

Bizonyitas. Legyen L' - R’ egysége )\ és koegysége U; és legyen L - R egysége
/

" Neés koegysége \_'/. Akkor 'L 4 RR' egysége és koegysége

és szimmetrikusan teljesiil a méasik haromszog-azonossag. 0
7.7. Feladat. Ird 4t a 7.6 Allitas bizonyitasat a hagyomanyos jelélésbe.

7.8. Feladat. Adj egy alternativ bizonyitast a 7.6 Allitasra a Yoneda-Lemma alkal-
mazasaval (lasd a 7.4 Feladatot).



BEVEZETES A KATEGORIAELMELETBE 43

7.9. Allitas. (1) Minden bal adjungdlt funktor érzi az epimorfizmusokat.
(2) Minden jobb adjungdlt funktor érzi a monomorfizmusokat.

Bizonyitds. (1) Legyen L4 R : D — C, "\ egységgel és \_/ koegységgel. Legyen
a lenti baloldali p : © — y epimorfizmus C-ben a jobboldali f és g : Ly — z pedig
parhuzamos nyilak D-ben amikre f o Lp = go Lp:

: | |
® WD @

Ezekre

® |0 » [lo @ @
DD > | D-|D = [D-|DF

o
J
S
e '
U
S
{s)

amibdl az egyik haromszog-azonossig miatt kovetkezik f = g, igy Lp epimorfizmus.
(2) dualitas révén. O

7.10. Feladat. Ird 4t a 7.9 Allitas bizonyitasat a hagyomanyos jeldlésbe.

7.3. Monadok. Kategoridk nagy és fontos osztéalyat (beleértve a pontozott halma-

------------

c sz

goriajat, stb.) tudjuk leirni monadok segitségével — mint alabb bevezetett Eilenberg—
Moore algebraik kategorait. Ennek egy szép alkalmazéasat fogjuk latni a 9.5 Tételben.

7.11. Definicié. Egy monddot az aldbbi adatok alkotjak.

e egy C kategoria,
e egy T : C — C funktor,

® egy L = \[/ 2 TT — T szorzds és egy n = T cide — T egység természetes
transzformaécio,

amire az alabbi — asszociativitas és egység — axiomak teljesiilnek.

Y
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Komponensekben kifrva, minden = € C%-ra az alabbi diagramok kommutativak.

TTTz 2 TTa Te —"~TTs
ITTe ——Tx TTe ——Tx
M Ha
7.12. Példak. (a) Tetszoleges kategoria identitas funktora az identitas természe-

tes transzformaciokkal.
(b) Barmely (M, -, e) monoidra
e a set kategoria,
e az M x (—) : set — set funktor,
ea pus:MxMxS—MxS, (a,b,s) +— (a-bys) és
ns:S— MxS, s — (e, 8)
komponensekkel adott természetes transzforméciok.
(c) Barmely (A, -, 1) algebrara a
e a vec kategoria,
e az A® (—) : vec — vec funktor,
ea Uy ARARV - ARV, aRb®v —a-b®v és
n:V—=>ARYV, v = 1®uv
komponensekkel adott természetes transzformaciok.

7.13. Allitas. Minden L 4 R : D — C adjunkcidra — 7 eqységgel és / koegy-
séggel — az aldbbi adatok monddot alkotnak.

e a C kategoria,
e az RL : C — C funktor,
® apu =\ | ¢s n= "\ természetes transzformdciok.

Bizonyitds. Asszociativités:

= U -TU

Egység:

1>
1>

O

7.14. Feladat. Ird fel a 6.2 Példak adjunkcioi altal a 7.13 Allitas értelmében indukalt
monadokat.

Vajon a megforditéas is igaz? Minden monéd el6all ilyen modon egy alkalmas ad-
junkciobol? Igen (bar ugyanahhoz a monadhoz kiilonb6z6 adjunciok is létezheznek).
A lenti 7.17 Tétel barmely monadhoz egy kanonikus adjunkcié — az tn. monddikus
adjunkcio — konstrukcioja.
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7.15. Definicio. Egy adott (C,T,pu,n) monad FEilenberg—Moore-algebrdi alatt egy
(r € C° a € C(Tz,x)) part értiink, amire az alabbi — asszociativitési- és egység
axiomakat kifejez6 — diagramok kommutativak.

TTxiTx T
uzL la nzl\

Eilenberg—-Moore-algebrak (z,a) — (z’,a’) homomorfizmusai alatt olyan f € C(z, )
nyilakat értiink, amikre a kovetkezd diagram kommutativ.

T
Tx L Tx'

a\ La’
x x
!

7.16. Feladat. Igazold, hogy egy adott (C, T, y,7) monad Eilenberg—Moore-algebrai
mint objektumok, és homomorfizmusaik mint nyilak, kategoriat alkotnak. Jelolése:
CT,

7.17. Tétel. Barmely (C,T, u,n) monddra az aldbbi dllitasok teljestilnek.
(1) Az
U:CT=C,  ((x,0) > (d)) e (z>a)

felejtd funkror jobb adjungdltja az
T h / Th ’
F:C—(C, (x=2" )= ((Tr,p,) — (T2, i) )

funktornak. Ez a (C,T, pu,n) monddhoz tartozé monadikus adjunkcio. )
(2) Az (1) pont beli adjunkcid az adott (C, T, u,n) monddot indukdlja a 7.13 Alli-
tdsban latott modon.

Bizonyitds. (1) A mondott adjunkci6 egysége n :idc - UF =T.
Az ¢ : FU — idcr koegység komponense barmely (z,a) objektumnal CT-bél,
FU(x,a) = (Tx, py) — (2, a) .

- Ez nyil CT-ben a asszociativitdsa miatt.
- Természetes — azaz minden f € CT((z,a), (z/,a’)) nyilra

Tr—2>z

o

Ty —=a'
a

kommutal — a homomorfizmus definiciéja miatt.
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- Haromszog-azonossagok:

U(z,a) —="  UFU(z,a) Fi e ~FUFs
N
Ny e P To " 7Ty
\ la Ue(z,a) \ l“z fre
T Tx
I N
U(z,a) Fx

a illetve p egység axiéméaja miatt.

(2) Az UF és T funktorok egyenlGsége nyilvanvalo a konstrukciobol. Az indukalt
U F monéd egysége az F' 4 U adjunkci6 egysége; azaz az eredeti monad egysége 1. Az
indukalt monad szorzasanak komponense barmely x € C° objektumnél Usp, = jig,
igy az indukalt és az eredeti monad szorzasa megegyezik. 0

7.18. Feladat. Ird fel a 7.12 Példa monadjaihoz tartozé monadikus adjunkciokat.

7.19. Feladat. Tekintsiink egy (C, T, 1, 7) monadot és egy L < R : D — C adjunkciot
ami a (C, T, u,n) monadot indukalja a 7.13 Allitas értelmében. Mutasd meg, hogy
létezik egy egyértelmi K funktor ami kommutativva teszi az aldbbi diagramot,

L
E—

C
/
F K
|
' ——
U

R

Nh=<=——0

ahol F' és U ugyanaz, mint a 7.17 Tétel (1) pontjaban.

8. ORA

KivonaT. Kategoriai limesz — definiciok és példak.

Legyen (egész oran) J egy kis kategoria, C pedig egy lokalisan kis kategoria (igy
cat(J,C) — a J — C funktorok és termeészetes transzformécioik kategoridja — is
lokélisan kicsi).

8.1. Konstrukcié. Tekintsiik az alabbi const : C — cat(J, C) funktort.
Hatéasa az objektumokon legyen

¢~ const. : J — C, (x—f>y)H(c—>c),
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conste

. . .. . e /\ .
egy h € C(c,d) nyilat pedig kiildjon abba a J ﬂconsth C természetes transzformaci-

N
6ba, melynek minden komponense h: consty
const.
x — c—" 4
f i(C)l Li(d)
Y \j d
consty
8.2. Also kip (cocone). Jellemezziik egy tetszéleges F' : J — C funktorbol const.-be
F
/\ )
a J ﬂtp C természetes transzformaciokat:
N 4
const.
F
T < Fr -2 ¢

| e e
Py

y\_Fy/—;C-

conste
Azaz a jobb oldali identitas nyilat kontrahalva és a diagramot elforgatva azt kapjuk,

hogy egy ¢ : F — const. természetes transzformacié nyilak egy { F ey Yaego
csaladjaval adott, melyre az aldbbi haromszog kommutativ minden f € J! esetén:

F(s(f)) ——L— F(i(f)) (8.14)
Ps( )

RNt

Cc

Terminoldgia: Egy ¢ : F' — const, természetes transzforméciot F' alatti (¢ csicsi,
ha fontos, J-vel indexelt) kipnak is hivunk. A (8.14) diagramok kommutativitasara
mint (alsé) kup feltételre hivatkozunk.

8.3. Definici6é. Ha létezik a cat(J, C)(F, const_y) : C — set funktort abrazolé ob-
jektum, akkor azt F' kolimeszének (ha fontos, J-vel indexelt kolimeszének) hivjuk és
colimF-fel (néha colim;F-fel) jeloljiik.

8.4. Kovetkezmény. Ha létezik a kolimesz akkor izomorfizmus erejéig egyértelmi
(az 5.11 Kévetkezmény miatt).

Explicitebb, a gyakotlatban jobban alkalmazhato6 leiras is adhato.

8.5. Allitas. Tetszéleges F : J — C funktorra az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.
(i) Létezik F kolimesze, azaz egy colimE objektum C-ben és egy
® : CcolimF, —) — cat(J, C)(F, const(_))

természetes izomorfizmus.
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(ii) Létezik egy univerzalis F' alatti kip, azaz egy olyan T : F' — consteolimp termé-
szetes transzformdcio amin keresztil minden mds ¢ : F' — const,. természetes
transzformdcio — azaz ¢ csucsu ' alatti kip — eqyértelmien faktorizdlodik.
Ez azt jelenti, hogy létezik pontosan egy h € C(colimF,c) nyil amire az aldb-
bi diagram kommutativ (azaz komponensekben, o, = h o 7, minden x € J°
esetén,).

)
F const,
7
-
T .~ “consty,
-~
ConStcoIimF

cat(J,C)(Ficonst(_y)

. . .o . /\
Bizonyitds. (i)=(ii). ® pontosan akkor természetes, ha inverze, C [®7' set ter-

N
mészetes, azaz C(colimF,—)
-1
c\/cat\(.l\, C)(F, const,) s C(colimF, ¢) 7y D 1 (p)
f cat(J,C)(lF,constf) C(colilmF,f) [ I
v -1 v

dW(colimF, d)  const;opi—=® ' (const; o) = fod (p)
utolsé diagramjanak jobb als6 sarkédban lathato piros egyenl@ség teljesiil minden f €
C(c, d) nyilra.

Legyen 7 := ®yimp(i(colimF)). Univerzalitasa abbol kovetkezik, hogy béarmely
@ : F' — const, természetes transzformacié és h : colimF — ¢ nyil esetén

@, bijekci6
@ = const, oT =

D1 (p) = D (consty, o T)

®-1(p) = hod_

c colimF

;N (p) = h.

c

P természetes
=
(7) @;ﬁmF(Tgi(colimF)
(i))=-(i). Minden ¢ € C° objektumra
®.. : C(colimF, ¢) — cat(J, C)(F, const,) h + const, o T

bijekcié 7 univerzalitdasa miatt. Természetessége abbol kovetkezik, hogy minden k €
C(colimF, b) és h € C(b, ) nyilra

®.(h o k) = constyer © T = consty, o consty, o T = consty, o Dy(k).
O

const,

IR
8.6. Fels6 kup (cone). Egy JP |v C természetes transzformaci6 egy { ¢ % Py }aeo
N

nyil csaldddal adott, amire F

C
N

F(t(f)) ——— F(s(}))

(8.15)
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kommutativ minden f € J! esetén.

Terminolégia: Egy ¢ : const, — F' természetes transzformaciot F' folotti (¢ csicsi,
ha fontos, J-vel indexelt) kipnak is hivunk. A (8.15) diagramok kommutativitasara
mint (felsd) kip feltételre hivatkozunk.

8.7. Feladat. Barmely { ¢ —> Fiz },cp0 ktpra egy F : J° — C funktor f5l6tt, igazold
a kovetkezdket.

(1) Barmely G : C — D funktorra { G2 GFy }reso kap GF 616tt.

(2) Barmely w : F — H természetes transzforméaciora { ¢ Fr 2% Hr o
kap H {olott.

8.8. Definici6. Egy F': J°® — C funktor limesze az F°P : J — C° funktor kolimesze
(amennyiben létezik). Mint ilyen, az alabbi ekvivalens adatokkal irhato le.
(i) Egy limF objektum C-ben és egy C(—,lim[") = cat(J°P, C)(const(_), F') termé-
szetes izomorfizmus.
(ii) Egy univerzdlis kup F f6lott. Azaz egy o : constimp — F' természetes transz-
forméci6é amin keresztiil minden mas 1 : const, — F' természetes transzforma-
ci6 egyértelmien faktorizalodik ) = o o const, mddon.

8.9. Kovetkezmény. Ha létezik a limesz akkor izomorfizmus erejéig egyértelm.

8.10. Definicio. Egy C kategoriaban egy tetszéleges I halmazzal indexelt { b L ¢ Yier

nyil csalad egyiittesen monomorf (jointly monomorphic) ha barmely g, h € C(a, b) par-
huzamos nyilakra

(fiocg=fioh Viel)= (g=nh).

Dualisan, egy { ¢; i b }ier nyilesalad C-ben egyiittesen epimorf (jointly epimorphic)
ha egytiittesen monomorf C°P-ban. Azaz ha barmely ¢, h € C(b, a) parhuzamos nyilakra

(gofi=hof;, Yiel)= (g=nh).
8.11. Kovetkezmény. Bdrmely F : J — C funktorra a kévetkezdk teljesiilnek.
(1) A { imF 2 Fa },cp limesz — ha létezik — egyiittesen monomorf.
(2) A{ Fx 2 colimF }eeso kolimesz — ha létezik — egyiittesen epimorf.
Bizonyitds. (1) Haa g és h € C(c,limF) nyilakra ¢, 09 = ¢,0h minden x € J° esetén,

akkor ¢ o const, = { ¢ limF 2 Fr brego és poconst, = { ¢ Lo limF 25 Fr Yo
ugyanaz a kap F' f616tt; mely g és h révén is faktorizalodik a limesz univerzalis kiipjan
keresztiil. Igy a faktorizéacio egyértelmisége miatt g = h. (2) duélisan. O

8.12. Lemma. (1) Ha létezik valamely F : J°® — C funktor limesze, akkor min-
den F'-fel természetesen izomorf funktor limesze létezik és izomorf F limeszé-
vel.

(2) Ha létezik valamely F : J — C funktor kolimesze, akkor minden F-fel termé-
szetesen izomorf funktor kolimesze létezik és izomorf F kolimeszével.

Bizonyitds. (1) Jelolje F' limeszét { limF L Fa }rego €s legyen v 1 F' — G egy ter-

mészetes izomorfizmus. Ekkor { limF 2 e Gr }oeso kip G folétt (lasd a 8.7
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Feladatot), azaz az alabbi diagram kommutal minden f € J! esetén.

/“ mﬁ\

Pe(f) Ps(f)
/F(t(f)) — F<s<f>K
Te(f) Vs(f)

G(t(/)) = G(s(f)

—1
Hasonléan, ha { c 22 Gou beepo kip G folott, akkor { ¢ Y2 Ge B Fu }reso kup
F {616tt (ahol hasznaltuk, hogy a = természetes izomorfizmus minden komponense
izomorfizmus a 4.7 Allitas szerint). Igy F' limeszének univerzalitdsa miatt létezik egy
egyértelmd faktorizacié a bal oldalon — és ezért a jobb oldalon:

C Vs C
| |
| : \ Gx | ' :
Y
Y \
mF i Fa limF Fa Ga.

Px Pz Y

tha

Ez bizonyitja a { imF 2% Fo 2% Ga }rego kip univerzalitdsat, azaz, hogy 6 a G
limesze.
(2) duélisan. O

8.13. Példak. (a) Az 1.5 Példa (1.a) pontjanak & tires kategoriajabol (konvencio
szerint) pontosan egy F' funktor van barmely lokalisan kis C kategoridba. Az
ez alatti és e feletti kiipok egyardnt megegyeznek C objektumaival.

Igy tehat egy univerzalis F alatti kap egy olyan I objektum, amelybdl bar-
mely objektumba pontosan egy nyil van. Az ilyen objektumot kezddobjektum-
nak (initial object) hivjuk.

Duélisan, egy univerzélis F' feletti kip egy olyan 1" objektum, amelybe bér-
mely objektumbol pontosan egy nyil van. Az ilyen objektumot végobjektumnak
(terminal object) hivjuk.

c sz
sz 02

cz 2

vektortér, végobjektum nincs. (Miért?) Az 1.5 Példa (3.c) pontjanak mnd
kategoriajaban a végobjektum és a kezdGobjektum is az egy elemii (csak az
egységelembdl allo) monoid.
(b) Egy D diszkrét kis kategoriabol C-be mend F funktorok az objektum fiiggveé-
nyiikkel adottak.
Egy F : D — C funktor feletti kiup all egy ¢ € C° objektumbol és nyilak

tetszoleges f = { ¢z Fye }repo csaladjabol, tovabbi megszoritas nélkil. A
kovetkezs abra kék kipja univerzélis, ha rajta keresztiil minden f nyil csalad
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egyértelmien faktorizalodik

c
I
fu
I
\

[ Fy

yen?

o Fx

modon. Az Myepo F'y objektumot az { F'y},epo objektumok szorzatdnak hivjuk.
Ha a D diszkrét kategorianak véges sok {y1,...,y,} objektuma van, akkor
szokasos a MyepoF'y = Fyy X - -+ X Fy, jelolés is.

Egy F alatti kup &ll egy ¢ € C° objektumbdl és nyilak egy tetszéleges f =
{fs : Fx — c},epo csaladjabol, tovabbi megszoritas nélkiil. A kovetkezd abra
kék kipja univerzalis, ha rajta keresztiill minden f nyil csalad egyértelmtien
faktorizalodik

modon. Az UyepoF'y objektumot az {F'y},cpo objektumok ko-szorzatdnak
hivjuk. Ha a D diszkrét kategoridnak véges sok {1, ..., y,} objektuma van,
akkor szokasos a Uyepo F'y = Fy; + -+ - + Fy, jelolés is.

Az 1.5 Példa (3.a) pontjanak set kategoridjaban a szorzat a Descartes-
szorzat:

X
[
L antr@nae) SN
¥
A Ax B B
a i (a,b) b
és hasonldan ketténél tobb faktor esetén.
A ko-szorzat a diszjunkt unio:
at (a, *)
(*,b) b
A A+ B B
(a,*)+f(a)
; (bpg ) f
¥
X

és hasonloan ketténél tobb faktor esetén.
Az 1.5 Példa (3.b) pontjanak vec kategoridjaban a szorzat a Descartes-
szorzat a ko-szorzat a direkt Osszeg.
Tekintsiik azt a harom objektumii span kategoriat melynek nyilai a kévetkez6-
ek: i(2)
i(z) l <’\)' r i(y)
C T<—2—>Y Q
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Egy kup valamely F : span®® — C funktor folétt all egy ¢ € C° objektumbol
¢és harom {¢, : ¢ = F'n}peqa,.yy nyilbol, amire

c
e

\

Fz o Fy

kommutativ. Mivel ¢, = Flo ¢, = Fr o ¢, redundans adat, inkdbb

)

Fx

x
Fl

c—2 s Fy (8.16)

wyl |

Fr——Fz
Fl

kommutativ négyzetként szokas rajzolni. A kovetkezd abra kék kupja univer-
zélis, ha barmely (8.16) kip — azaz az alabbi diagram kommutativ kiilseje —
egyértelmien faktorizalodik rajta keresztiil a rajzon lathaté modon.

Py
\& -
Fa:;Fy—y>Fy
NG
T Fr
Fx Fz

Fl

Az ilyen univerzalis kipot Fx Ap L F y wvisszahizasdanak (pullback) hiv-
juk.

Egy kip valamely F : span — C funktor alatt all egy ¢ € C° objektumbdl és
harom {¢, : F'n — clnefa,yy nyilbol, amire

Fp < Ijz Fr Fy
C

kommutativ. Mivel ¢, = ¢, o Fl = ¢, o F'r redundans adat, inkdbb

Fz-t Fy (8.18)

| |

Fr——c
©a

kommutativ négyzetként szokés rajzolni. A kovetkezs dbra kék kupja univer-
zélis, ha barmely (8.18) kip — azaz az alabbi diagram kommutativ kiilseje —
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egyértelmien faktorizalodik rajta keresztiil a rajzon lathaté modon.

Fz—2" o Fy (8.19)

FxTFw;-Fy

N
N
&

Pz

Py

Az ilyen univerzalis kupot Fx By i Fy elorekiildésének (pushout) hiv-
juk.

Az 1.5 Példa (3.a) pontjanak set kategoridjaban a F' X Fy visszahtuzas a
Descartes-szorzat részhalmaza: :

Fz <" FuXFy = {(a,b) € Fx x Fy|(Fl)(a) = (Fr)(b)} L Fy
a i (a,b) b.

Barmely C kis kategériaban a komponélhaté nyilparok Clé%Cl halmaza
CO< !5 Y visszahtzasa set-ben.

Ha specialisan F'y L% Pz részhalmaz bedgyazasa, akkor (8.17) belsé négy-
szoge a kovetkezé alakot Olti:

F'l megszoritasa

(FO)~(Fy) Fy
| |
Fz Fz.

Fl

Igy ha még inkdbb megszoritva, Fa > Fa U Fy << Fy bagyazasok az unioba,
akkor (8.17) bels négyszogére a kovetkezst kapjuk:

FxnNFy Fy
Fz FzU Fy.

Azaz a metszet egy bizonyos visszahuzas set-ben.
A set kategoridban Fx ;— Fy a diszjunkt uni6 hanyados halmaza a ((F1)(p), *)

~ (%, (Fr)(p)), p € Fz reléci6 szerint (ahol [—] ekvivalencia osztalyt jelol):

Fx#F:v;ﬂFFy: (F$—{—Fy)/~<LFy

at la, *]
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Ha specidlisan Fr << Fz = Fax N Fy>> Fy a metszet mint részhalmaz be-
agyazasai, akkor (8.19) bels6 négyszoge ugyancsak a kovetkezs alakot olti:

FxnNFy Fy
Fz Fx U Fy.

Azaz az unié egy bizonyos elérekiildés set-ben.
Tekintsiik azt a két objektumu E kategoriat melynek nyilai a kévetkezsk.

i(x) u i(y)

Egy kup valamely F' : E? — C funktor f6l6tt all egy ¢ € CY objektumbol és

két { c 2 Fr ciFy } nyilbol, amire

c és c
Fy e Fz Fy 7 Fz
kommutativ. Mivel ¢, = F'uo ¢, = F'd o ¢, redundans adat, inkabb
c—2 o Fy Py (8.20)
Fd

kommutativ villaként szokés rajzolni (ahol a kommutativitas az Fuoyp, = Fdo
@, egyenlGséget jelenti). A kovetkezd abra kék villaja univerzalis, ha barmely
(8.20) villa egyértelmtien faktorizalodik rajta keresztiil a rajzon lathaté modon.

x (8.21)
| X

'

Y Fu

e —F Fy Fx

Az ilyen univerzalis villat Fu és F'd egyenlitdjének (equalizer) hivjuk.
Egy kup valamely F' : E — C funktor alatt &ll egy ¢ € C° objektumbol és

két { Fr2%e, Fytic } nyilbol, amire
és Fx

Fx fu Fy
C C

kommutativ. Mivel ¢, = ¢, o Fu = ¢, o F'd redundans adat, inkabb

Fu Py

F
Fd Y

Fzx

c (8.22)

kommutativ ko-villaként (cofork) szokas rajzolni (ahol a kommutativitas a ¢, 0
Fu = ¢,0Fd egyenlGséget jelenti). A kévetkezd abra kék ko-villaja univerzalis,
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ha barmely (8.22) ko-villa egyértelmten faktorizalodik rajta keresztiil a rajzon
lathaté modon.

Fu &y
Fux Fy q (8.23)
S
Py \,

Az ilyen univerzalis ko-villat Fu és F'd ko-egyenlitdjének (coequalizer) hivjuk.

Az 1.5 Példa (3.a) pontjanak set kategoridjaban u : X - Y ésd: X —» Y
fiiggvények egyenlitGje X részhalmaza: {z € Xu(zx) = d(z)}. Az u és d
fiiggvények ko-egyenlitGje Y hanyados halmaza a u(z) ~ d(z), z € X relacio
szerint.

Az 1.5 Példa (3.c) pontjanak mnd kategoridjaban v : X — Y ésd: X - Y
nyilak egyenlitGje X részmonoidja: {x € X|u(x) = d(z)}. (Az ilyen elemek
valoban részmonoidot alkotnak ha u és d monoid homomorfizmusok.) Az u és d
nyilak ko-egyenlit§je Y hanyados monoidja az u(x) ~ d(z), z € X kongruencia
relacio szerint. (Kongruencia relaci6 alatt azt értjiik, hogy a ~ a’ és b ~ b =
ab ~ d'l'; az e szerinti hanyados val6ban monoid).

Ha specialisan d az X monoid minden eleméhez az Y monoid egység elemét
rendeli, akkor u és d egyenlitGje u magja, ko-egyenlit§jiik pedig u ko-magja.

Az 1.5 Példa (3.b) pontjanak vec kategoriajaban u: X — Y ésd: X — Y
linearis leképezések egyenlitGje X altere: {z € X|u(z) = d(z)}. (Az ilyen
elemek valoban alteret alkotnak ha w és d linearisak.) Az w és d lineéris
leképezések ko-egyenlit§je Y hanyados tere az {u(z) — d(z)}.ex altér szerint.

Ha specialisan d az X vektortér minden eleméhez az Y vektortér nulla elemét
rendeli, akkor u és d egyenlitGje u magja, ko-egyenlit§jiik pedig u ko-magja.

Béarmely A algebra, M jobb, és N bal A-modulus esetén a vec-beli

hatas ® id

M®A®N M@&N—M®®s N

id ® hatéas

ko-egyenlitében M és N A-modulus tenzorszorzata jelenik meg.

8.14. Feladat. Mi az 1.5 Példa (4.e) pontjanak szelet-kategoridjaban a kezd&objek-
tum és a végobjektum?

8.15. Feladat. (a) Mutasd meg, hogy ha D diszkrét kategorianak egyetlen objek-
tuma van (azaz az 1.5 Példa (1.b) pontjanak 1 szingleton kategoriaja) akkor
a: 1 — Climeszét az egyetlen objektum a altali képe és annak identitas nyila
alkotja.
(b) Igazold, hogy barmely n > 1 egész szamra a3 X -+ - X a, = (a1 X+ X p_1) X Q.
Ha tehat létezik minden a X b bindris szorzat, akkor (iteracio révén) létezik minden
a; X -+ X a, véges szorzat.

8.16. Feladat. Mutasd meg, hogy halmazok Descartes-szorzata specialis visszaht-
zésként is tekinthets. Milyen kategoridkban tekinthetd a szorzat speciélis visszahu-
zasnak?

8.17. Feladat. Mutasd meg, hogy az 1.5 Példa (4.e) pontjaban latott szelet kategoria

c s 2
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8.18. Feladat. Egy

Ty

Y
g
Z

visszhtizas diagramra (barmely kategoridban) igazold a kovetkezdket.

(a) Ha f monomorfizmus akkor , is monomorfizmus.
(b) Ha f felhasad6 epimorfizmus akkor 7, is felhasadé epimorfizmus.
(c) Ha f izomorfizmus akkor , is izomorfizmus.

8.19. Feladat. Mutasd meg, hogy ha egy

kommutativ diagramban a jobb oldali négyzet visszahtizéas, akkor a baloldali négyzet
pontosan akkor visszahtuzas ha a diagram kiils6 négyszoge az.

8.20. Feladat. Mutasd meg, hogy barmely e La=b egyenlitében j monomor-
fizmus. Duélisan, barmely a == b e ko-egyenlitében ¢ epimorfizmus.

8.21. Feladat. Egy tetszdleges kategoria barmely f : x — y nyilara igazold az alabbi
allitasok ekvivalencidjat.

(i) f monomorfizmus.
(ii) A kovetkezd diagram limesz.

Eddig csak kis J kategoridkkal indexelt an. Fkis limeszekrdl volt sz6. Univerzalis
kapként definidlhatunk nagy limeszeket is (ha nem tesziink megkotést J méretére).

8.22. Feladat. A 8.13 Pé¢lda (a) pontjaban a kezddobjektumot mint specialis koli-
meszt definidltuk. Leirhat6 azonban egy nagy limeszként is. Mutasd meg, hogy I € C°
pontosan akkor kezdGobjektum a lokélisan kis C kategoéridban, ha a C — C identités
funktor limesze.
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9. ORA

KivonAaT. Teljesség és véges teljesség.

9.1. Teljes kategoriak. A kis kategoridkkal indexelt limeszek létezését, és a létezés
feltételeit vizsgaljuk.

9.1. Definicid. Egy lokalisan kis C kategoria teljes (complete) ha minden kis J kate-
goria és minden F' : J°° — C funktor esetén létezik F' limesze. C ko-teljes (cocomplete)
ha létezik minden kis J kategoridval indexelt kolimesz.

9.2. Megjegyzés. A nagy limeszekre valo teljesség bizonyos szempontbol érdektelen.
Ha C kategoria nyil halmazénak szédmossaga kisebb mint valamely &, és 1étezik C-ben
minden x-nal kisebb szamossagu J kategoriaval indexelt limesz, akkor C egy el6ren-
dezett halmaz (kategoriaként tekintve mint az 1.5 Példa (2.b) pontjaban) — azaz
nincsenek parhuzamos nyilai — lasd a 3.7.3 Allitast itt: www.math.jhu.edu > eri-
ehl » context Ez okbol csak a kis J kategoridkkal indexelt limeszekre valo teljességet
targyaljuk.

9.3. Tétel. Az 1.5 Példa (5.a) pontjanak set kategdridja teljes.

Bizonyitds. A limesz explicit konstrukcidjaval barmely kis J kategoria és F': J°P — C
funktor esetén.

Jelolje a szingleton halmazt 1 és azonositsuk barmely S halmaz elemeit a 1 — S
fiiggvényekkel.

A limF halmaz legyen

cat(J, set)(consty, F') = { F' folotti 1 csucsu kupok}

(értelmes ha J kicsi). Még explicitebben, egy 1 csicsu kup F {6lott all egy ¢ = {p, €
Fx}iepo elem csaladbol, melyre a kup feltétel szerint (Ff)(pir)) = @s(r) minden
f € J! esetén.

Barmely = € J° objektumra legyen

Tp  imF — Fux, O Py
A {limF = Fz },cp csalad kip: minden f € J' nyil esetén

limF

TN N

F(t(f)) 7 F(s(f)) i) = Feun) == @5t

kommutativ mivel ¢ kip.

A {limF = Fx }rego kap univerzalis: barmely { S ¥ Fe }uego F feletti kupra és
h:S8 — limF fiiggvényre

(T2 0 h)(5) = Tu(h(s)) = h(s)a & u(s)


https://www.google.com/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=2&cad=rja&uact=8&ved=2ahUKEwiA8YPAksznAhVPpIsKHcfWDvoQFjABegQIBhAB&url=http%3A%2F%2Fwww.math.jhu.edu%2F~eriehl%2Fcontext.pdf&usg=AOvVaw1p988G0R27rd6tJcMZtB-M
https://www.google.com/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=2&cad=rja&uact=8&ved=2ahUKEwiA8YPAksznAhVPpIsKHcfWDvoQFjABegQIBhAB&url=http%3A%2F%2Fwww.math.jhu.edu%2F~eriehl%2Fcontext.pdf&usg=AOvVaw1p988G0R27rd6tJcMZtB-M
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pontosan akkor egyenléek minden s € S esetén ha h(s) = {1.(s) € Fr}oepp —ez 1

csucsa kap mivel ¢ kap. Azaz barmely { S Ry }eego kup egyértelmien faktoriza-

16dik a { limF = Fx },c0 kapon keresztiil az alabbi médon.

S
|
{6 (e | &

Y
limFE Fx

0

9.4. Tétel. Ha eqy kis J°P kategoridbol eqy lokdlisan kis C kategoridaba mend F funk-

torra létezik a

limf —<—~ [ Fx [ F(s(f))

ze)0 d rest

eqyenlitd és a benne szerepld szorzatok ', akkor az igy definidlt limEF objektum az F
funktor limesze.

Kowvetkezésképpen C pontosan akkor teljes, ha létezik bene minden szorzat és minden
eqyenlitd.

Bizonyitds. Az F funktor meghatéaroz két tovabbi funktort az alabbi diszkrét katego-
riakbol C-be:

D(J%) — C, r— Fr és
DY) — C, f=F(s(f)).

Ha létezik ezek limesze — a két megfelel§ szorzat — akkor jelolje Gket rendre

{MFr2=Fzlep & { TLF(s(f)) == F(s(g)) }gen-

ze)0 relt
Utobbi univerzalitdsat hasznalva definidljuk az alabbi u és d nyilakat.

Ts(9) Tt(g)

M Fo—~ F(s(g)) M Fe """~ F(t(g))
. \ . s
Y Y
f';'lF(S(f)) —= F(s(9)) glF(S(f)) — F(s(9))
Definialjuk a limF' objektumot mint u és d
limF ——~ [ Fz Z M1 F(s(f)) (9.24)
ze)0 rest

egynlitgjét (ha létezik).

LAz itt alkalmazott konvencié szerint az iires halmazt is tekinthetjiik diszkrét kategoriaként, ahogy
az 1.5 Példa (2.a) pontjaban. Az igy adodo diszkrét kategoria alatt az 1.5 Példa (1.a) pontjanak iires
halmazat értjiik. Ennek megfelelen objektumok iires halmazanak szorzata alatt a végobjektumot
értjiik (a ,minden szam nulladik hatvanya egy” analogiara). Igy a szorzatok létezésének feltevésébe
bele van értve a végobjektum — mint nullaszoros szorzat — létezése is.
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Az ezekkel az adatokkal definialt { limF - [l Fo "> Fz }.cp0 nyil csalad ktp,

azaz <t
IirIF
|_|OF£L‘
y zel w
F(t(g)) e F(s(g))

kommutativ minden g € J! esetén:

F d konstrukci6ja d e egyenlits u konstrukcitja
g o Tyg) ©€ = Tg0a0€ = Tgouoe = Ts(g) © €.

A fenti { limF —% [l Fo =% Fz },cj0 kap univerzélis: a { [1 Fz == Fz },cj0 szorzat
xe)0 2eJ0

univerzalitésa miatt barmely { ¢ —= Fz },cy0 ktp F felett egyértelmten faktorizalodik

IC ©2 (9.25)
hwll \

[ Fx — Fz
:cEJO z
modon. Mivel { ¢ = F }.epo kip F felett,
h konstrukciéja
Ps(g) = Fg O Pi(g) Vg S J =4 !

u és d konstrukcioja
-

Tsg) 0 h=Fgomygyoh Vgel

8.11 Kévetkezmé
Tgouoh=7,0doh Vg € J &y
uoh=doh.

Ebbdl és a (9.24) egyenlits univerzalitasabol kovetkezik egy egyértelmi k € C(c, limF')
nyil létezése amire

_c

k o7 l

re - h
e g u
limF’ [ Fz [ F(s(h))
zeld d sedt
kommutativ, igy minden z € J° esetén
(9.25)

m,0eok=m,0h =" ,.
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Azaz barmely F {6l6tti { ¢ 2 }.ey0 kap egyértelmiien faktorizalodik az univerzalis

{limF = [_IOFSL’ 2 Fz }.eyo kapon keresztiil az alabbi médon, minden g € J-re.
zed

limF

Pt(g) l Ps(9)
[l Fx
ﬂ—t(% ze)0 Q
F(t(g)) i F(s(g))

O

A 9.4 Tétel dualisaként azt kapjuk, hogy egy lokalisan kis kategoria pontosan akkor
ko-teljes, ha létezik benne az Gsszes ko-szorzat és ko-egyenlits.

Az alabbi tétel, és az azt kovetd megjegyzés beillesztését Szabd Csaba kolléga
emailben feltett okos kérdése motivalta. Koszonet érte.

9.5. Tétel. Legyen C eqy lokdlisan kis kategoria, (C,T, p,m) eqy mondd és U : CT' —
C a 7.17 Tétel felejtd funktora. Bdrmely kis J kategoria esetén létezik mindazon

H : J°P — CT funktorok limesze melyckre létezik a J°P Lcerlc kompozit funktor
limesze. Tovdbbd H limeszét az U funktor UH limeszébe viszi.

Bizonyitds. Egy, az allitasban szerepls H : J°° — CI' funktor barmely z € J° ob-
jektumot egy Hax Eilenberg—Moore T-algebraba visz. Vezessiik be erre a Hxr =
(hg, Thy *= hy ) jeldlést.

Feltevésiink szerint létezik az UH funktor mondjuk { a > UHz = hy },ep0 -val

jelolt limesze. Alabb konstrualunk egy alkalmas 7T'a > a hatést, aminek segitségével
P

{ (a,@) = (hy, Xz) = Hx },cpo limesz (H limesze).
Mivel barmely f € J! nyilra

H f T-algebra
homomorfizmus ka
UH [ o xus) o Tpuy) = Xs(p) © TUHf o Top) “=" Xs(p) © Ts(p);
az alabbi diagram kiilseje kommutativ.
T Tos(s)
Thyy Tla Th(y)
| «
¥
Xt(f) a Xs(f)
ha(p) T hs(r)

Igy a belsé kap univerzalitasa miatt létezik egy egyértelmd a nyil amire a diagram
kommutativ.
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Minden z € J° objektumra

« konstrukcidja 1 természetes
Pz © X O g = X;rOTSOwO,ua = X:voluhxoTTSOx
Xz asszociativ «a konstrukcidja « konstrukcidja
= XzoTlxgo00TTp, = xgoTp,oTa = ¢,oaoTa.

Mivel a 8.11 Kovetkezmény szerint a {y;}.ejo nyil csalad egyiittesen monomorf, ez
bizonyitja o asszociativitasat. Hasonloan,

Xz egyscg
« konstrukcidja n természetes kom}z)atibilitésa

PrOO0My = Xa0T@PeONa = XeOMn, ©Pz = P
és a 8.11 Kovetkezmény egyiitt bizonyitja o egység kompatibilitasat, amivel belattuk,
hogy (a, ) Eilenberg-Moore T-algebra.

Konstrukei6 révén (a, o) == (hy, x») Eilenberg-Moore T-algebrak homomorfizmu-

sa minden z € JO esetén. Igy U hisége miatt { (a, ) —> (he, Xo) teeso kip H f5l6tt.

Ha { (b, 8) 2> Ha = (hs,x.) } kap H f6l6tt, akkor { b-2> UHz = h, } kap UH
folstt (lasd a 8.7 Feladatot). Igy az UH funktor limeszének univerzalitdsa miatt

egyértelmten faktorizalodik
' o
Kl
v

a T hz
modon. Mivel minden z € J° objektumra

g T-algebra
a konstrukcioja k konstrukcidja homomorfizmus & konstrukci6ja

pzoaoTk = x,o0Tp, 0Tk = x,0TY, = P,08 = @,0kof,

a 8.11 Kovetkezmény segitségével latjuk, hogy (b, ) e (a,a)) Eilenberg-Moore T-
algebrak homomorfizmusa; és mint ilyen, az egyetlen amire a

(b, 8)

' P
k|

Y

faktorizaci6 fennall. Ez bizonyitja, hogy létezik H limesze melyet az U funktor konst-
rukci6 szerint U H limeszébe visz. O

9.6. Koévetkezmény. Bdrmely teljes C kategoridra és (C,T,u,n) monddra a CT
Filenberg—Moore-kategoria is teljes.

F=szabad
/X

9.7. Megjegyzés. A 6.2 Példa (b) pontjanak set 1 mnd adjunkcidja altal —
0
U=felejts
a 7.13 Allitas értelmében — indukalt monad az an. szabad monoid mondd. Ennek
Eilenberg—Moore-algebrai a monoidok, lasd az 5.1.4 Példa (ii) pontjat és az 5.2.6 Példa

(iii) pontjat itt: www.math.jhu.edu > eriehl > context .


https://www.google.com/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=2&cad=rja&uact=8&ved=2ahUKEwiA8YPAksznAhVPpIsKHcfWDvoQFjABegQIBhAB&url=http%3A%2F%2Fwww.math.jhu.edu%2F~eriehl%2Fcontext.pdf&usg=AOvVaw1p988G0R27rd6tJcMZtB-M
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Igy a 9.3 Tétel és a 9.6 Kovetkezmény kombinaciojabol kivetkezik a monoidoknak

Hasonléan igazolhatd a pontozott halmazok kategéridajanak, a csoportok kategori-
ajanak, az Abel-csoportok kategoriajanak, a gytrik kategoridjanak, a kommutativ
gytrtk kategoridjanak, barmely R gytrd modulusainak kategoériajanak, és egy csomod
més fontos kategoridanak a teljessége — melyek mind monddikusak egy teljes kate-
goria folott (azaz Eilenberg—Moore-kategoriai egy alkalmas monadnak ezen a teljes
kategorian).

A 9.5 Tétel dualizalasaval nem nyerhets allitas ugyanezen felejté funktor kolime-
szekkel szembeni viselkedésére, hiszen a monad fogalma nem 6ndualis. Mégis, a ko-
vetkez6 hasonlo &llités igazolhato.

9.8. Feladat. Barmely J kis kategoriara, C lokalisan kis kategoriara és (C, T, u,n)
monédra igazold, hogy azoknak a H : J — CT funktoroknak amelyekre

(a) létezik UH kolimesze C-ben,
(b) T az UH kolimeszét TU H kolimeszébe viszi,
(¢) TT az UH kolimeszét TTU H kolimeszébe viszi,

létezik a kolimesze és azt U az U H funktor kolimeszébe viszi.
Miért van sziikség a (b) és (c) feltételekre?

9.2. Végesen teljes kategoriak. Erdsebb allitasok igazolhatok, ha a véges katego-
riak altal indexelt limeszek 1étezésére szoritkozunk.

9.9. Definicié. Egy J kategoriat végesnek mondunk, ha a nyilak J' halmaza véges
(és igy persze az objektumok J° C J! halmaza is véges).

9.10. Definicio. Egy lokalisan kis C kategoria végesen teljes (finitely complete) ha
minden véges J kategoria esetén és minden F' : J°° — C funktor esetén létezik F
limesze. C végesen ko-teljes (finitely cocomplete) ha létezik minden véges J kategoriaval
indexelt kolimesz.

9.11. Tétel. Bdrmely lokdlisan kis C kategoridra az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.

(i) C végesen teljes.
(ii) C-ben létezik végobjektum, minden bindris szorzat és minden egyenlitd.
(i) C-ben létezik végobjektum és minden visszahizds.

Bizonyitds. (1)=-(ii), (iil) trivialis.
(iii)=-(ii). Ha T végobjektum C-ben, akkor barmely a,b € C° objektumokra a

b
|
T

TB

aXxXb——s

X
mj
a
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visszahtzasban megjelend a <-— a x b-"% b adat szorzat. Ugyanis barmely z € C°
objektumra ¢és f € C(z,a), g € C(z,b) nyilakra a

diagram kiilsé négyszoge kommutativ, igy a visszahiizas univerzalitasa miatt létezik
egy egyértelmi x — a X b nyil ami a diagramot kommutativva teszi. Ez bizonyitja

a a<-axb->b szorzat univerzalitasat. Azaz (iii) teljesiilése esetén léteznek a
binaris szorzatok.

Béarmely a,b € C° objektumra és f,g € C(a,b) nyilra tekintsiik a b Zox b2
szorzat univerzalitasa segitségével definialt

b a
/é\ /fig\

nyilakat és
é a

e
ll L(f,g)
b

—>b><b

visszahuzéasukat. A benne szerepld nyilakra

A konstrukcidja (f g) konstruk0103a . .
l = moAol=mo(f,g)o foj és
(f g) konstrukc103a

lAkonst:rukci()Ja WQOAOZ—TI'QO<f g) goj,

j f
igy e —L . a—=1b villa. Ezen villa univerzalitasa:
9

Barmely h € C(x,a) nyilra

7 o Ao f oh A konstrukCIOJa f oh 70 (f, g) oh (f.9) kon:strukci(’)ja f oh
Ty 0 Ao f oh A konstrukcha f oh 0 (f, g) oh (f,9) kon:strukaéja oh.
Igy
f (@] h e g o) h =

8.11 Kovetkezmény
=

moAofoh=mo(f,g)oh é moAofoh=mo(fg)oh
Aofoh=(fg)oh
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Azaz h pontosan akkor teszi kommutativva az alabbi baloldali diagram kiilsejét, ha
villava teszi a jobboldali diagram fels6 agat:

”C’\

e—1—>a T
|
l l(f,g) k;l\
A
a— b—>b><b e——>aq——<b
A J g

Azaz ha f oh = go h, akkor a baloldali diagram visszahiizasanak univerzalitasa
miatt létezik egy egyértelmd £ nyil, ami a baloldali diaramot kommutativva teszi. Ez
nyilvanvaléan az egyetlen nyil amely a jobboldali diagramot kommutativva teszi. Ez

bizonyitja, hogy e La az f és g egyenlitGje; ami tehat létezik.

(ii)=(i). Ha J az {ires kategoria, akkor F': J°® — C funktor limesze végobjektum,
ami feltevésiink szerint létezik. Ha J nem iires véges kategoria, akkor az F' limeszének
a 9.4 Tételben latott elgallitidsaban felléps szorzatok végesek. Ha léteznek a bina-
ris szorzatok, akkor a 8.15 Feladat szerint minden véges szorzat létezik. Mivel az
egyenlitSk is léteznek feltevésiink szerint, létezik F' limesze is (a 9.4 Tételben latott
forméaban). O

A 9.11 Tétel dualisaként az alabbit kapjuk.

9.12. Tétel. Bdrmely lokdlisan kis C kategoridra az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.

(i) C végesen ko-teljes.
(ii) C-ben létezik kezddobjektum, minden bindris ko-szorzat és minden ko-egyenlitd.
(i) C-ben létezik kezddobjektum és minden eldrekildés.

9.13. Definicié. Egy GG : C — D végesen teljes kategoridk kézott: funktort bal egzakt-
nak mondunk, ha 6rzi a véges limeszeket. Részletesebben, ha minden véges J kategoria

és minden F' : J°® — C funktor esetén GF : J° — D limesze a { GlimF' S GFua Yoo

alakban irhato az F' funktor { limF’ L Fa }rego limeszének segitségével.
Duélisan, egy végesen ko-teljes kategoridk kozotti funktort jobb egzaktnak mondunk,
ha 6rzi a véges kolimeszeket a fenti értelemben.

9.14. Kovetkezmény. Tekintsiink eqy G funktort végesen teljes kategoridk kozott.

(1) Az alabbi dllitasok ekvivalensek egymdssal.
(i) G bal egzakt.
(ii) G 6rzi a végobjektumot, a bindris szorzatokat és az egyenlitdket.
(iii) G drzi a végobjektumot és a visszahizdsokat.
(2) Dudlisan, az aldbbi dllitdsok ekvivalensek egymdssal.
(i) G jobb egzakt.
(ii) G Orzi a kezddobjektumot, a bindris ko-szorzatokat és az ko-egyenlitdket.
(i) G Orzi a kezddobjektumot és az eldrekiildéseket.

Bizonyitds. (1) A 9.11 Tétel bizonyitdsaban lattuk, hogy minden véges limesz el$all
akar a (ii) akar a (iii) pontban felsorolt speciélis véges limeszekként. (2) duélisan. [
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9.15. Példak. (a) Az 1.5 Példa (3.a) pontjanak set kategoriaja ko-teljes. A 9.4
Tétel duélisa szerint ehhez elég a ko-szorzatok (diszjunkt unio) és ko-egyenliték
(hanyados halmaz az indukalt relaci6 szerint) létezése, amiket a 8.13 Példaban
lattunk.

(b) A 3.2 Allitas cat kategoridja teljes. Szorzatai az 1.5 Példa (4.c) pontjanak

F
Descartes-szorzat kategoriai. Barmely F' és G : C — D funktorok E— C %; D

egyenlit§je az az E részkategoria C-ben, mekynek ¢ objektumaira Fc = Ge és
f nyilaira Ff = Gf. Igy cat teljes a 9.4 Tétel szerint.

Tobb igaz: cat ko-teljes is. A bizonyitas meghaladja egy bevezet§ kurzus
kereteit de olvass utana a 4.5.16 Koévetkezményben itt: www.math.jhu.edu
» eriehl » context

9.16. Feladat. Mutasd meg, hogy ha J-nek van I kezd&objektuma, akkor minden
F:J — C funktorra limF = F1I.

F

o N\
9.17. Feladat. Egy teljes C kategoria esetén konstruélj minden J ﬂw C termé-
7
G

szetes transzforméaciohoz egy limF — limG nyilat funktoridlisan, azaz a kovetkezd
feltételeknek megfelelve.

F

P
e Konstrukciod az J ﬂid C identités természetes transzformaciohoz az identi-
N_ 7
F

tas nyilat rendelje.
F

1\
N

H
hoz illetve ¥-hoz rendelt nyilak kompozicidjat rendelje.

s st

9.18. Feladat. Mutasd meg, hogy ha C-ben létezik minden visszahtzas, akkor az 1.5
Példa (4.e) pontjdban latott Cx szelet kategoria végesen teljes minden z € C° esetén.

10. ORA

KivoNAT. Limeszek 6rzése, visszaverése és elGallitasa.

Legyen (egész oran) J egy kis kategoria, C egy lokalisan kis kategoria, és IC a J°P — C
fuktorok egy osztalya.

10.1. Definicié. Egy lokélisan kis D kategoria és egy G : C — D funktor esetén azt
mondjuk, hogy

o G Orzi (preserves) a KC-tipust limeszeket ha barmely F' € K-ra

P . Goq .
{cL> FuYpep limesz = { Ge -5 GFx }yep limesz.


https://www.google.com/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=2&cad=rja&uact=8&ved=2ahUKEwiA8YPAksznAhVPpIsKHcfWDvoQFjABegQIBhAB&url=http%3A%2F%2Fwww.math.jhu.edu%2F~eriehl%2Fcontext.pdf&usg=AOvVaw1p988G0R27rd6tJcMZtB-M
https://www.google.com/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=2&cad=rja&uact=8&ved=2ahUKEwiA8YPAksznAhVPpIsKHcfWDvoQFjABegQIBhAB&url=http%3A%2F%2Fwww.math.jhu.edu%2F~eriehl%2Fcontext.pdf&usg=AOvVaw1p988G0R27rd6tJcMZtB-M
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o G visszaveri (reflects) a K-tipusu limeszeket ha barmely F' € IC-ra és barmely
{ ¢ 2% Fa },ep kupra

{ GcG—ﬁ GFzx }yep limesz = ¢ Fa }oeyo limesz.

o (G eldallitja (creates) a K-tipusu limeszeket ha barmely F' € K-ra
létezik GF limesze = létezik F' limesze

tovabba G 6rzi és visszaveri a K-tipustu limeszeket.

G 6riz/ visszaver/ elddllit valamely J — C tipusa kolimeszeket ha 6rzi/ visszaveri/
elgallitja a megfelelg J°P — C°P tipust limeszeket.

A 8.12 Lemmabol azonnal adodik a kovetkezd.

10.2. Kovetkezmény. (1) Ha egy funktor 6rzi a K-tipusi limeszeket, akkor min-
den vele természetesen izomorf funktor is 6rzi a limeszeket.
(2) Ha egy funktor visszaveri a K-tipusi limeszeket, akkor minden vele természe-
tesen izomorf funktor is visszaveri a limeszeket.
(3) Ha egy funktor eldallitja a KC-tipusi limeszeket, akkor minden vele természete-
sen izomorf funktor is elddllitja a limeszeket.

10.1. Elsallitas.

10.3. Példa. A 9.5 Tétel szerint barmely (C,T,u,n) monad CT Eilenberg—Moore
kategoriajabol a C-be mend felejts funktor (lasd a 7.17 Tételt) elSallitja az Osszes
limeszt.

A 9.8 Feladat szerint ez a felejté funktor elGallitja azokat a kolimeszeket, amelyeket

T és TT OGriz.

10.4. Feladat. Bizonyitsd be, hogy minden ekvivalencia funktor elGallitja a limesze-
ket.

10.2. Visszaverés.

10.5. Allitas. Minden hi és teli funktor visszaveri a limeszeket.

Bizonyitds. Tekitsiink F : J® — C és G : C — D funktorokat ahol G hii és teli.
Legyen { ¢ => Fz },cy olyan kap F f&lott, amire { Ge% GF }rego a GF limesze.

Barmely { a Rl beego F folotti kapra { Ga “ GF }reso kip GF folott (lasd
a 8.7 Feladatot). Igy GF limeszének univerzalitasa miatt létezik egy egyértelmd k
nyil ami az aldbbi baloldali diagramot kommutativva teszi.

a
I Gy I P

1k | 1
\ Y

GFx c

Gos P

Mivel G hii és teli — igy C(a, ¢) = D(Ga, Gc) bijekciot indukal — létezik egy egyértel-
mU [ nyil C-ben amire k = GIl. G hiisége miatt ez az [ nyil adja a jobboldali diagram

egyértelmi faktorizaciojat, bizonyitva, hogy { ¢ Ry A }rego az F limesze. O
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10.3. Orzés.
10.6. Tétel. Minden dbrdzolhato C — set funktor drzi a limeszeket.

Bizonyitas. Legyen F' : J°° — C limesze {cﬁF T }pep. Akkor barmely r € C°

objektumra { C(r,c) clres) C(r, Fz) }pepo kap az C(r, F(—)) : C — set funktor folott

(lasd a 8.7 Feladatot).
Barmely { S 2> C(r, Fx) }pep kapra C(r, F(—)) folott az alabbi baloldali diagram

kiilseje kommutativ minden f € J! nyil esetén. Kiértékelve ezen kommutativ diagram
egyenld fiiggvényeit az S halmaz barmely z elemén azt kapjuk, hogy a jobboldali
diagram kiilseje is kommutativ:

S
|
| w
A

C(r, c)

9t(f)

Ts(f) o) (2)

C(Tv‘Pt(f/)) C\(Nﬂs M)
e L
C(r, F(t(f))) C(r, F(s(f))) F(t(f))

A jobboldali diagram belsé kupjanak univerzalitdsa miatt létezik egy egyértelmi u(z)

C(r,Ff)=F fo—

nyil C-ben amire a jobboldali diagram kommutativ. Ezen nyilak { r “2 . }.es csalad-
jat tekinthetjiik mint azt az egyértelmd u : S — C(r, ¢) fiiggvényt amire a baloldali
diagram kommutativ. Ez bizonyitja a baloldali diagram belsé kiipjanak univerzalita-
sat, igy azt, hogy a C(r, —) : C — set funktor 6rzi a limeszeket.

A 10.2 Kovetkezmény (1) pontja szerint tehat minden abrazolhaté funktor 6rzi a
limeszeket. U

10.7. Tétel (RAPL?). Minden jobb adjungdlt funktor 6rzi a limeszeket.
Bizonyitds. Tekintsiink egy L 4 R : C — D adjunkciot n egységgel és € ko-egységgel.

Legyen F : J® — C limesze { ¢ == Fx },cp. Ekkor {RC%RF.%‘ teeo kup RF
folott (lasd a 8. 7 Feladat (1) pontjat).
Lipy

Barmely { d Y RFx }eeso kupra RF {6l6tt, { Ld — LRFx },cj0 kuip LRF folott

(l. 8.7 (1) Feladat); és igy € természetessége miatt { Ld™% LRFa &2 Py }rego kap

F folott (lasd a 8.7 Feladat (2) pontjat). Tehat F' limeszének univerzalitdsa miatt
létezik egy egyértelmi k£ nyil amire a lenti baloldali diagram kommutativ.

Ld Y LRFuz d RFx
| na l 7 természetes np Fm
" era RLd — 1% RLRFm A
: Rk j REFz
N Re RFu

2Right Adjoints Preserve Limits
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Ugyanerre a k nyilra a jobboldali diagram is kommutativ. Mivel a baloldali és
jobboldali diagramokat kommutativva tévs, bal oszlopukban allé6 nyilak koézott bi-
jekcio van (az adjunkci6é definicioja miatt), a jobboldali diagramban a tetszéleges

© . c. . Ry
{d Y2 RFx }eeyo kup egyértelmii faktorizaciojat latjuk a { Re 2 RFz }zego kipon
keresztiil. Ez igazolja utobbi univerzalitasat, azaz hogy 6 RF' limesze. 0

Egyszerd dualités révén kapjuk a kévetkezdt.
10.8. Tétel (LAPC®). Minden bal adjungdlt funktor 6rzi a kolimeszeket.

10.9. Példak. (a) Barmely, halmazok kézotti f : S — T fiiggvényre az alabbiak
teljesiilnek.
o Az dskép funktor f* :sub(T) — sub(S) 6rzi az uniot és a metszetet.
o A kép funktor f. :sub(S) — sub(7T) 6rzi az uniot.
Ugyanis a metszet limesz, és az unié kolimesz sub(S)-ben (lasd a 8.13 Példa
(c) pontjat). Az f* egyszerre bal adjungalt és jobb adjungélt, mig f, bal
adjungalt, lasd a 6.2 Példa (d) pontjat.
(b) Barmely U, V, W vektorterekre

U (VeW)2UeV)s ([UaW).

Ugyanis a direkt 0sszeg a ko-szorzat vec-ben (lasd a 8.13 Példa (b) pontjat)
U ® — : vec — vec pedig bal adjungalt, lasd a 6.2 Példa (c) pontjat.
(c) Barmely A, B,C halmazokra
e AX(B+C)=(AxB)+ (AxC().
o set(A, B x C) = set(A,B) x set(A,C).
o set(B+C,A) = set(B, A) x set(C, .A).
Ugyanis az Ax — - set(A, —) : set — set adjunkci6 bal adjungélt tagja 6rzi a +
(diszjunkt uni6) ko-szorzatot, jobb adjungélt tagja pedig 6rzi a x (Descartes-)
szorzatot. Végil a set(—, A) - set(—, A) : set°®® — set adjunkci6 bal adjungalt
tagja 6rzi a ko-szorzatot; igy set 4+ ko-szorzatat set°? ko-szorzatdba — azaz set
X szorzataba viszi.
(d) Tetszoleges S, R gytrikre és M R-S bimodulusra az M ®g — : mod(S) —
mod(R) funktor — lévén bal adjungalt — jobb egzakt.

10.4. Limeszek felcserélhetSsége.

10.10. Konstrukci6é. Tekintsiink két kis kategoriat, K-t és J-t; ezek Descartes-
szorzata K x J is kis kategoria. Ha egy lokalisan kis C kategoridban létezik vala-

mely F : (K x J)°®° = K% x J® — C funktor limesze, akkor arra vezessiik be a
N Pk,j

{ ILTF(kJ) —= F(k,J) }rjyexoxao jelolést.
Barmely rogzitett & € K® objektumra F' indukal egy

F(i(k).g)

Flk,=):J®=C,  (j72%j)— (F(k,j)

F(k,j"))

k

funktort. Ha ennek létezik a limesze, akkor arra a { imF(k, j) — F(k, j) e jelolést
hasznaljuk. Ha ez a limesz létezik minden k € K%ra, akkor minden f € K! és g € J!

3Left Adjoints Preserve Colimits
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nyil esetén

Fi(s(/)).) e UL o Nfj) = F(f.ilsla)) @ F(H().0) © M)

= F(f,i(s(g))) o N,

azaz az alabbi diagram kiilseje kommutativ:

Mo X
F(t(f). t(g)) imE(t(f), ) F(t(f). s(g))
: imE(f.5)
Y
F(£,i(t(9)) limF (s(f), §) F(£,i(s(9)))
F(s(f),t(9)) D) F(s(f),s(9))

Igy a belsé kup univerzalitiasa miatt létezik egy egyértelmid I|mF (f,7) nyil amire a

diagram kommutativ. Definialjuk segitségével a kovetkezs funktort:

limF(£.7)

imF(—, ) K® > C, (K >k)o( lim (k. ) imF (K, 5) ).
Ha ennek létezik a limesze, akkor azt jelolje “;En limF'(k, j).
J
Szimmetrikusan, K és J szerepét felcserélve bevezethetjiik a Ii;EnF (k,—=):JP = C
funktort és ennek lim Ii}l;nF (k,j) limeszét.

Az 6ra hatralévs részében bebizonyitjuk, hogy ha mindketten jol definidltak, akkor
lim IlmF(k J) és I|m IlmF(k j) izomorf objektumok C-ben.

Hogy valamivel kezzelfoghatobb legyen az allitas, alljon itt el6bb egy példa.

10.11. Példa. Legyen K a két objektumu diszkrét kategoria — mint a 8.13 Példa (b)
pontjaban — és legyen J a 8.13 Példa (d) pontjaban latott két objektumu kategoria:

i(p) i(q) i(z) u i(y)
K:( Cp qQ ) J:( Cx_>—d>y3 )

Egy F : (K x J)°° — set funktor négy halmazzal és négy fliggvénnyel adott:

F(i(p),u) F(i(q)u)
F(p,x) = F(p,y) F(q,x)

(i(p),d) F(i(q).d)

F(q,y).

Mint a 10.10 Konstrukeié altalanos esetében, tekintsiikk a F'(p,—) : J° — set és
F(q,—) : J°® — set funktorok limeszét. A 8.13 Példa (d) pontja szerint ezek rendre a
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kovetkezs egyenlitsk:

i F( ) E( ) F( ) F(i(p),u) F( )

Im ,J) = — , ) —/—=r(p,y

J b b b F(i(p),d)

. . F(i(q),u)

limF'(q,j) =: E(q) — F(q,2) ——= F(q,y).
J F(l(q)vd)

Ez az objektum fliggvénye a E := limF(—, j) : K — set funktornak (a nyil fiiggvényt
meghatéarozza, hogy K diszkrét). A 8.13 Példa (b) pontja szerint ennek limesze a
lim lim (K, j) = limE(k) = E(p) x E(q)

Descartes-szorzat halmaz. Ennek elemei a (a € E(p),b € E(q)) parok, azaz olyan
(a € F(p,z),b € F(q,x)) parok amikre

F(i(p),u)(a) = F(i(p),d)(a) s F(i(q),u)(b) = F(i(q), d)(b).

Cseréliik meg most K és J szerepét, és tekintsiik a F'(—,x) : K — set és F/(—,y) :
K°P — set funktorok limeszét. A 8.13 Példa (b) pontja szerint ezek rendre a

imF(k, x) = F(p,z) x Fq, ) limF'(k,y) = F(p,y) x F(q,y)

Descartes-szorzat halmazok. Ezt az Iilan(ky —) = F(p,—) x F(q,—) objektum fligg-

vényt kiterjeszthetjik egy limF(k, —) : J°° — set funktorra, nyilakon val6 hatasahoz
k

az utobbi szorzat univerzalitasat hasznalva:

F(p,z) <— F(p,x) x F(q,7) — F(q,7)

|
F(i(p),u) l Ii,gnF(k,u):(F(z‘ip),u),F(i(q),u)) LF(i(q),u)

F(p,y)=— F(p,y) x F(q,y) —= F(q,y)

F(p,z) <— F(p,x) x F(q,7) — F(q,7)

I
F(i(p),d) l IipF(k,d):(F(iép),d)yF(i(q),d)) LF(i(q),d)

F(p,y)=— F(p,y) x F(q,y) —= F(q,y)

Az igy nyert limF(k, —) : J°° — set funktor limesze a 8.13 Példa (d) pontja szerint az
k

i limE(k, §) = E(p. @) — Flp, ) x Flg,a) ~i@RLEDD 0 Flay)
iImim yJ) = b,q) —= p,x) X q,x p,y) X q,Y
ik (F(i(p),d),F (i(q),d))

egyenlitd. Ennek elemei az olyan (a € F(p,z),b € F(q,x)) parok amikre

(F(i(p), u)(a), F(i(g), u) (b)) = (F(i(p), d)(a), F(i(q),d) (D))
Ebben a példaban jol lathato, hogy lim limF(k,j7) = E(p) x E(q) — az egyenlitdk

szorzata — és limlimF(k, j) = E(p,q) — a szorzatok egyenlitdje — azonos halmazok.
7 k

Az altalanosan érvényes allités igy fogalmazhato meg.
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10.12. Tétel. Tekintsiink két kis kategoridt, K-t és J-t, eqy lokdlisan kis C kategoridt,
eqy F' - (Kx J)°P — C funktort és haszndljuk a 10.10 Konstrukcio jeléléseit. Ha létezik
az 0sszes

{imF(k, ) ke, {imF(k, )}bep, limlimF(k, j), limmF(k, j)
limesz, akkor lim limF'(k,j) és lim Ii]EnF(k,j) izomorfak egymdssal és ILmF(k,j)—vel.

Bizonyitds. A Yoneda-Lemma — illetve 5.11 Kovetkezménye — miatt pontosan akkor
teljestl

limlimF'(k, j) = imF(k, j) = lim lim F'(k, j)
ha léteznek
C(r. limlimF (k. ))  C(r, imF(k, j)) = C(r, lim mF (k. 7))

r-ben természetes izomorfizmusok. A 10.6 Tétel szerint az abrazolhaté funktorok
6rzik a limeszeket, igy a fenti feltétel tovabb irhato a

limlim C(r, F'(k, j)) = lim C(r, F(k, j)) = limlim C(r, F'(k, j))
ekvivalens alakba. Mivel az f € C(r/,r) nyilak C(r, F(—,—)) ﬂC(r/, F(—,-))
természetes transzformaciot indukalnak (K x J)°° — set funktorok kozott, elég a
H : (K x J)°° — set funktorokban természetes

im limH (k. ) 2= lim H (k. j) = lim im H (k. j)

izomorfizmusokat konstrualnunk. Szimmetria megfontolasokbol ebbdl is elég mondjuk
a baloldaliakat, a jobboldaliakat azutdn J és K szerepének felcserélésével kapjuk.

A 9.3 Tétel bizonyitasaban lattuk, hogy H : (K x J)°® — set funktorok lime-
szét expliciten fel tudjuk irni mint a H f6lotti, szingleton halmaz csicsa kipok
halmazat. Emlékeztetsiil, egy H f0lotti, szingleton halmaz csicsa kup all egy-egy
hij; € H(k,j) elembdl minden k € K%ra és j € J%-ra, mely elemekre a kup feltétel
szerint H(f, g)(hu(p)1g)) = hs(f),s(9) Minden f € K' és g € J! nyil esetén. Témoren, H
limeszét a Ilicr?H(k,j) — H(k,j),

h={hy; € H(k, )IH(f, 9)(he(p)e(9)) = Ps(prsta)s Y €K', g € I ko > Ty

jes
(10.26)
fiiggvények alkotjak, midén £k befutja K és j befutja J objektumainak halmazat.
Ugyanigy, rogzitett k € K® esetén egy kip a H(k, —) : J°° — set funktor f6l6tt

nk = {néc € H(k7])|H<Z(k)7g)(nf(g)) = nI;(g)a vy € Jl}jEJO
alaka; H(k,—) : J°P — set limeszét a
{limH(k,j) — H(k,j),  n*—nl}cp (10.27)

fliggvények alkotjak. Tehat a limH (—,7) : K% — set funktor f6l6tt egy kip

n = {n* € imH(k, j)limH(f,j)(n"V) = n*V, Vf € K} jeno
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alakia. Mivel a 8.11 Kovetkezmény szerint a (10.27) fiiggvény csalad egytittesen mo-

nomorf, limH (f,7)(n')) = n*Y) pontosan akkor telesiil ha H(f,i(j))(nz(f)) = n;(f)

minden j € J%-ra. Eszerint egy IimH (—,7) : K — set folotti kap az ekvivalens
{n} € H(k. )| H(i(k). 9)(nfy)) = n,)Vg € I & H(Li(1)(n]7) = niVf € Ko
JEJ

alakban is irhat6. Ez pont ugyanaz az adat, ami (10.26)-ben egy H : (K x J)°P — set
f5l6tti kapot ir le. Igy arra jutottunk, hogy I|mH (k,j) — a H feletti kupok halmaza

— és limlimH (k,j) — a limH(—, j) feletti kupok halmaza — izomorfak.
k j J

Mivel ebben az izomorfizmusban térnek el egymastol a (10.26) és a
lim limH (k, j) = imH (k, j) — H(k,j), nw n" s nk (10.28)

egyiittesen monomorf fliggvények is, ugyanebben térnek el egymastol a kovetkezd
diagramok bal oszlopaiban all6 (a 8.7 Feladatban latott tipusu kupok faktorizaciojaval
definialt) fiiggvények is, minden y : H — H' természetes transzformacié és minden
ke K° és j € J° objektum esetén.

(10.26) (10.28)

||mH(k: ])—>H(k‘ 7) ||£n||mH(k: j)—— H(k,j)
IL@X(k,]') : X(k,5) |i£’n|i]mX(k,j) : X(k,5)
Y Y
I|mH (k, j)ng)H,(k 7) IilznliJmH (k, j)(m—Qg)H'(k,j)

Ezzel konstrualtunk egy I}icmH (k,j) = lim limH (k,j), H-ban természetes izomorfiz-
sJ J

must. U

A 10.10 Konstrukciot és a 10.12 Tételt dualizélva azt kapjuk, hogy a kolimeszek is

kommutalnak egymas kozott. Azonban limeszek és kolimeszek nagyon ritkan cserél-
hetsk fel egymassal!

10.13. Feladat. Tetszdleges K és J kis kategoriak és F' : (K x J)°° — C funktor esetén
konstrualj egy
co}ljm limF'(k,j) — lim coLimF(k:,j)

nyilat. Mutass példat, amikor nem izomorfizmus.

11. OrRA

KI1vOoNAT. Monoidalis kategoria, monoidélis funktor, monoidalis természetes transz-
formécio. Koherencia.

11.1. Monoidalis kategoria.

11.1. Definici6é. Egy monoiddlis kategoridn egy C kategoriat és az alabbi adatok
Osszességét — az un monoiddlis struktirdat — értjik.
e Egy kitiintetett I € CY objektum, az Gn. monoiddlis eqység — amire ugy
is gondolhatunk, mint egy funktor (az 1.5 Példa (1.b) pontjaban latott) 1
szingleton kategoriabol C-be —,
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e egy ®-val jelolt funktor a Cx C (az 1.5 Példa (4.c) pontjaban latott) Descatres-
szorzat kategoriabol C-be, az in. monoiddlis szorzat,
e természetes izomorfizmusok:
a:(—®—-)®— = —®(—®—), az un. asszociativitasi izomorfizmus,
Al ®— —idc az un. bal-, illetve
0:—® I —idc az an. jobb eqység kompatibilitds izomorfizmus,

amire minden x,y, z,v € C° objektum esetén az alabbi diagramok kommutativak.

(@) ®2) @1 —22 (2@y) @ (20v) =2 2@ (y® (2 ®v))
az,y,z@“”)t Ti(x)(@ay,z,v
(z®(y®z) Qv Py— z® ((y®z) ®v)
(z0I)®y el 2@ (I®y)
0:®i(y) w

TRy

Ezek a feltételek a monoidalis kategoria pentagon (vagy 6tszdg?) illetve hdromszdg
azriomds.

Egy monoidélis kategoria szigorian monoiddlis ha o asszociativitési és A, o egység
kompatibilitasi izomorfizmusai identitas természetes transzformaciok.
Jelolés. Egy monoidalis kategoriat a (C, ®, I') adat harmassal jeloliink, az asszociati-
vitasi és egység kompatibilitasi természetes izomorfizmusok explicit felsorolésa nélkiil.
Ennek okarol tobbet majd a 11.10 és 11.11 Tételekben.

11.2. Feladat. Barmely (C, ®, I') monoidalis kategoridban — « asszociativitasi illetve
A és o egység kompatibilitasi természetes izomorfizmusokkal — igazold a koévetkezé
allitasokat a monoidalis kategoria axiomaéit hasznalva.

(1) A A\ és o7 : I ® I — I nyilak egyenl6ek.

(2) Az aldbbi diagramok kommutativak minden z,y € C° objektum esetén.

A .y Qz,y,I

I®z)®y I®(r®y) (z@y)I1 r®(yeI)
A% ‘Km % %’y
TRy TRY

.....

jelolése nélkiil (az legyen 6nallo feladat).

(a) Az 1.5 Példa (3.a) pontjanak set kategoridjara (set, x = Descartes-szorzat,1 =
szingleton halmaz), (set,+ = diszjunkt uni6, @ = tires halmaz), (set,U =
unio, & = tires halmaz).

(b) Az 1.9 Feladat rel kategoriajara (rel, x,1), az 1.5 Példa (3.c) pontjanak mnd

;;;;;;;;

c s

latott (cat(G,set), x,1).
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(c) Béarmely k test esetén az 1.5 Példa (3.b) pontjaban latott, k feletti vektorte-

s s 02
“ e,

“ e,

(mod(R), ®p, R). Igy az Abel-csoportokat a Z-modulusokkal azonositva, Ab =2
mod(Z) kategoridjukra (Ab, ®y, 7).
®p, R).
(f) Egy monoidalis strukttra egy diszkrét kategorian ugyanaz, mint egy monoid
strukttra az objektumok halmazan. Minden ilyen monoidalis struktura szigo-
I
A szingleton halmazt trivialis monoidként tekintve az 1.5 Példa (1.b) pont-
jaban latott 1 szingleton kategoria (trividlis) monoidalis strukturajat kapjuk.
(g) Barmely C kategoria esetén (cat(C, C), funktor kompozicio, identitas funktor).
(h) Barmely X halmaz esetén a kovetkezd span(X) kategoria.
e Egy objektum all egy A halmazbol, és két s, : A — X fiiggvénybdl.
o Az (A, s,t) — (A, ¢, t') nyilak olyan f : A — A’ fiiggvények, amire
sof=séstof=t.
e Kompozicié a fiiggvények kompozicidja, identitas nyil az identitas fiige-
vény.
e A monoidalis szorzés az objektumokon a 8.13 Példa (c) pontjaban latott
visszahuzés, az f : A — A’ és g : B — B’ nyilakra univerzalitas révén

kiterjesztve:
AXB B
X ~ \fXg l/g
BN
AXB'——= B’
X
"
A A’ X
! s’

a monoidalis egység (X, idy,idx).

Ugyanez a konstrukci6 lehetséges halmazok helyett barmely olyan kategoria
objektumaival, amiben léteznek a visszahtuzasok.

(i) Barmely (C, ®, I) monoidalis kategoriabol nyerhets egy forditott, (C, ®@"v, I)
monoidalis kategoria a

! rev f
(22 )@ (y>y)=(y@r >y @)

definicioval.

(j) Ha (C,®,I) monoidalis kategoria, akkor (C°P,CPx CP = (CxC)°P & CoP )
is monoidalis kategoria.

(k) Ha (C,®,1) és (C',®’, I') monoidalis kategoria, akkor a

flip: C'xC—CxC, (x’Ly’,x—f>y)»—>(xi-y,a:—>y’)
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funktor segitségével definiélt

idx flipxid

(CxC, CxCxCxC CxCxCxC2ZLcxc (1,1

is monoidalis kategoria.

11.4. Feladat. (1) Mutasd meg, hogy ha egy C kategoridban léteznek a binaris
szorzatok, akkor kiterjesztheték egy x : C x C — C funktorrd. Ennek béarmely
(f € C(z,2'),9 € Cy,y')) nyil paron valo hatasat az als6 sorban szereplé szorzat
univerzalitasat hasznéalva definialjuk, mint az alabbi diagramot kommutativva tevd
egyértlemd nyilat.

T<~———IXYy———>y

IR N

a:,/ x/ X y/ y/

(2) Igazold, hogy ha C-ben léteznek a binéris szorzatok és egy T végobjektum,
akkor az (1) pont x funktoraval (C, x,T’) monoidalis kategoria. Az ilyen monoidalis
kategoriakat Descartes-monoiddlisnak (cartesian monoidal) hivjak (ilyen példaul a
11.3 Példa (a) pontjaban latott (set, x,1) és a (b) pont monoidalis kategoriai).

(3) Duaélisan, ha egy C kategoriaban léteznek a binaris ko-szorzatok, akkor kiter-
jeszthetSk egy + : C x C — C funktorra. Ha létezik tovabba egy I kezd&objektum is,
akkor (C,+, 1) monoidalis kategoria. Az ilyen monoidalis kategoridkat ko-Descartes-
monoiddlisnak (co-cartesian monoidal) hivjak (ilyen példaul a 11.3 Példa (a) pontja-
ban latott (set, +,2)).

11.5. Feladat. Egy (M, ®, 1) monoidalis kategoria és egy tetszSleges C kategoria
esetén lasd el a cat(C, M) kategoriat egy monoidalis strukturaval.

11.2. Monoidalis funktor. Arra keressiik a valaszt, hogy
,» ha a (kis) monoiddlis kategoridk egy (nagy) kategoria objektumai, mik a nyilak?”
11.6. Definicio. Tekintsiink (C,®, ) és (C',®’, I') monoidalis kategoridkat. Mono-
idalis funktor alatt egy F': C — C’ funktort és az alabbi adatok Osszességét — az un.
monoiddlis strukturdt — értjik.

e Egy FV: ' — FI nyil,

o cgy F?: F(—)® F(—) — F(— ® —) természetes transzformacio,

amire az alabbi diagramok kommutativak minden z,y, 2 € C° objektum esetén.

o) z,Fy,Fz Y T
(Fr @ Fy) @ Fz 22 Fr @ (Fy @ Fz) I'® Fx — ~ Fx
FO®'i (Fz) j [F/\z
F2,®'1(Fz) i'(Fz)®'F2 . F2?_
FI®Q' FX —F(I ® x)
Feey) & Fz Fr® Fly® z)
, ) Fr@ FI — F(z®1)
Fagy,s Fyyee EZ,
7/(F{l‘)®/FOT lFQz
Flz©9)®2) 5 Fr® (18 2) Pod/ I'— Fa

OFy
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A (C,®,1) és (C', @', I') monoidalis kategoriak kozotti opmonoiddlis (vagy komono-
iddlis) funktor alatt egy C°° — C'°P monoidalis funktort értiink. Azaz egy F funktort
az alabbi adatok Gsszességével — az in opmonoiddlis (vagy komonoiddlis) struktara-
val.

o Egy FV: FI — I’ nyil,
e cgy F?: F(—® —) = F(—) ® F(—) természetes transzformacio,

amire a fenti diagramokbol a fligg6leges nyilak megforditasaval kapott diagramok
kommutativak.

Egy (F, F?, FY) (op)monoidélis struktira erds (strong) ha az F° nyil és az F? ter-
mészetes transzformacio invertalhatok. (Vagyis egy funktor pontosan akkor erdsen
monoidalis, ha erdsen opmonoidalis az inverz nyilak révén.)

Egy F funktor szigorian monoiddlis (strictly monoidal) ha rajta az I’ = FI iden-
titas nyil, és az F(—) @ F(—) = F(— ® —) identitéas természetes transzformacié mo-
noidalis strukturat ad (és persze akkor opmonoidalisat is).

11.7. Példak. (a) Barmely monoidélis kategoria identités funktora szigortian mo-
noidalis.

(b) A set kategoriat a 11.3 Példa (a) pontjaban latott Descartes-monoidalis struk-
taraval tekintve, a mnd — set és cat(G,set) — set felejté funktorok (a 11.3
Példa (b) pontjanak kategoriaibol) szigorian monoidalisak. A 11.3 Példa (c)
pontjanak kategoriai kozotti alg, — vecy felejtd funktor szigortian monoidalis.

(c) A set kategoriat tovabbra is a 11.3 Példa (a) pontjaban latott Descartes-
monoidalis strukturéaval tekintve, az U : vec,, — set felejté funktor monoidalis
a kovetkezé (nem szigori, s6t nem is erds) strukturdaval. Az U° fiiggvény a
szingleton halmazbol a k alaptestbe a szingleton halmaz egyetlen elemét az
1 € k szamba képezi. Barmely V, W vektorterekre U?,’W aVxW-VeW
a kanonikus projekcio.

Barmely A k-algebra esetén az U : bim(A) — vecy, felejtd funktor monoidélis
a kovetkezS (nem szigort, s6t nem is erés) struktiraval. Az U° linedris leké-
pezés a k alaptestbdl A-ba egy k € k szamot A egységelemének k-szorosédba
képezi. Barmely M, N A-bimodulusokra U, y a M @ N — M ®,4 N a kano-
nikus projekcio.

(d) Az a set — vecy funktor, ami egy S halmazhoz a halmazelemek altal kifeszi-
tett kS vektorteret rendeli, a halmazok ko6zotti fiiggvényekhez pedig lineéris
kiterjesztéstiket, szigortian monoidalis az k(S x T) = kS ® kT izomorfizmus
— azaz a szorzat bazis — révén.

(e) A vecy, kategoria identitas funktora erésen (de nem szigortian) monoidalis funk-
torként tekinthets a 11.3 Példa (c) pontjaban latott monoidalis kategoria, és
a 11.3 Példa (i) pontjaban latott forditottja kozott. A id® : k — k lineéris
leképezés az identitas, és minden V, W vektortérre id%/,w VoW WV
av®wr— w® o felcserélés” invertalhato linearis leképezés. (Ellendrizd az
axiomak teljesiilését.)
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(f) Barmely (C,®, I) monoidalis kategoria, és a 11.3 Példa (g) pontjaban latott
cat(C, C) monoidalis kategoria kozott tekinthetjitk az £ : C — cat(C, C),

()R f
x > [x®(—):(y—f>z)'—>(m®y—>() r® z)]
h®(— h®i(y)
xLx/ — x@(—)ﬁ)x/@)(—) :{x®y—@>x'®y}y€co

funktort az alabbi erds (de nem szigori) monoidalis struktiraval minden z, y €
C° objektum esetén (ellendrizd az axiomak teljesiilését).

—1

B = (ide 2= 19 (-), B2, = (BB, =00y (-) 2= (10y) & (=) = Ews,)

(g) Tetszbleges S halmazra a S x (—) : set — set funktor opmonoidalis az alabbi
(nem erds) strukturaval minden A, B halmazra (ahol tovabbra is 1 jeloli a
szingleton halmazt).

Sx128 -1 SXAXxB—->S8xAXxSxB, (s,a,b) — (s,a,s,b).

(h) Tetsz6leges (M, -, e) monoidra a M X (—) : set — set funktor monoidalis az
alabbi (nem erds) strukturaval minden A, B halmazra (ahol 1 jeloli az egy
elemii, azaz csak * egység elemébdl allo monoidot).

1— Mx1=M, e, MXAXMxB — MxAxB, (m,a,n,b) — (m-n,a,b).

(i) Barmely (F : C — D, F? FY) monoidalis funktor esetén (£ : C® —
D¢V, F?® F%) monoidélis funktor az alabbi komponensekkel, minden z,y €
CO-ra.

F2
2rev rev _ Y, _ rev
F =(Fz* Fy=Fy Fr——Fly®ax)=Flxy))

(j) Ha (F: C— C, F?, F%) és (G : D — D', G*, G°) monoidalis funktorok, akkor a
3.3 Pé¢lda (h) pontjaban latott F'xG : CxD — C'x D’ funktor monoidalis a 11.3
Példa (k) pontjaban latott monoidalis kategoridk kozott az alabbi strukturaval
minden x, 2’ € C és y,y' € D objektumra.

(1,1) e (F x G)(L1)
I I
(Z,1) o (FI,GI)
(FxG)?

(F x G)(x,y) ® (F x G)(a/,yf) — 20 (F x G)((x,y) ® («,y))
I I

(Fz,Gy) ® (F2',Gy') (FxG)(rer,yey)
I I

(Fz @ Fa',Gy ® Gy') 7 ag? (Flzea),Gly®y))

11.8. Feladat. Mutasd meg, hogy a 11.5 Feladat cat(C, M) monoidalis kategoriajara
és barmely x € C° objektumra a

cat(C,M) > M, (F-5>G)— (Fz2>Gx)
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funktor szigortian monoidalis.

11.9. Feladat. Ha adott egy (F,F? F°) monoidalis funktor és egy w : F — G
természetes izomorfizmus, akkor segitségiikkel konstrualj monoidalis struktarat a G
funktoron.

A szigoruan monoidalis kategoridkkal nyilvan egyszertibb banni, mint a monoidalis
kategoriakkal altalaban. Masfel6l a 11.3 Példaban lattuk, hogy vannak érdekes és
fontos monoidalis kategoridk melyek nem szigortan monoidalisak (pl. bim(R) az (e)
pontban vagy span(X) a (h) pontban). Az alabbi — eltérd erésségti — koherencia té-
telek arra vonatkoznak, hogy milyen értelemben szoritkozhatunk szigortian monoidalis
kategoriak hasznalatara.

11.10. Tétel (Koherencia — elss6 alak). Tetszdleges (C, ®, 1) monoiddlis katego-
ridra az alabbi dllitdsok teljesiilnek.

(1) Az alabbi adatok szigorian monoiddlis kategoridt alkotnak. T Cx
o Az objektumok (T, T) pdrok, ahol T : C — C funktor és cxc |r ¢
S

természetes izomorfizmus, amire az aldbbi diagram kommutativ minden
x,y,z € CO objektum esetén.

Ta,y ®i(2) Ta®Ry,z

(Tr®y)® =z TrRy) @z T(r®y)® z) (11.29)

O‘Tz,y,zl lTaz,y,z

Tr® (y® z) Tx® (y® z2))

Tr,yQz
o A(T,7)— (T",7") nyilak olyan ¢ : T — T" természetes transzformdciok,
amikre az aldbbi diagram kommutativ minden x,y € C° objektum esetén.

Tr @y —2T(x®7y) (11.30)
%@i(y)l l%@y
Try—T(r®vy)

Toy
o A (T,7) és (T',7") objektumok monoiddlis szorzata dall a T'T kompozit
funktorbol és abbol a természetes transzformdaciobol, aminek a komponen-
set

T'Tz @y 24 T(Tr @ y) L T'T(z ® y)

minden x,y € C° objektumra. A nyilak monoiddlis szorzata a természe-
tes transzformdciok Godement-szorzata. A monoiddlis eqység az identitds
funktorbol és az identitds természetes transzformdciobol dll.

(2) A (C,®, 1) monoiddlis kategdridbol az (1) pont monoiddlis kategoridjiba az

x = (2@ (=), 0 )
(za') = (20 () —=2'®())
objektum- illetve nyil fiiggvényekkel adott L funktor erésen monoiddlis a (L° =

I I .
ALY, = gy, ) struktirdval.
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(3) A (2) pont L funktora ekvivalencia.

Azaz minden monoiddlis kategoria erdsen monoiddlisan ekvivalens eqy szigorian mo-
noidalis kategoridval.

Bizonyitds. (1) AT — T identitas természetes transzformécio nyilvanvaloan (T, 7) —
(T, 7) nyil. Béarmely komponalhato ¢ : (T,7) — (T",7") és ¢ : (T',7") — (T",7")
nyilak kompozicioja nyil:

T‘I’y
Tr @y 0 T(x®y)
l@x(@i(y) Py l
0p) X1 / i / oY)y
(o)2®i(y) | T'z @y e T (z®vy) |Wopsy
llpz@i(y) wz®y l

T//.T®y T”(l’@y)

z,y

A kompozicié asszociativitdsa és az identitas természetes transzformécio egységnyil
volta tovetkezik a természetes transzformaciok komponalasanak tulajdonsagaibol, lasd
a 4.2 Allitast.

A monoidalis szorzas szigoru asszociativitasa és a mondott objektum szigori egység
volta azonnal kovetkezik a konstrukciobol.

(2) Barmely z € CY objektumra a (z ® (—), a, — —) par objektum az (1) pont kate-
goridjaban a monoidalis kategoria pentagon axioméja miatt (lasd a 11.1 Definiciot).
Béarmely h € C(z, 2’) nyilra h X (—) (rL’®( ) Qp__) — (a:'®( ) Qg — ) nyil az (1)
nyilvanvalo.

A 11.6 Definici6 baloldali diagramja, azaz minden z,y,z € C° objektum esetén a
természetes transzformaciokra vonatkozo

diagram, avagy a v € CY objektumon vett komponensekben kifrva,

-1 -1

RY® (V) @0y @ (r®v) — > (2 ®y) ®2) ®v
| s
®(y® (:00)) 1 ((y©2) o) (z®(y®=2) v

i x)®ay72,1} ax,y@z,v
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kommutativ az 11.1 Definici6 pentagon axiéméja miatt. Hasonléan, a 11.6 Definicio
jobboldali diagramjai, azaz minden z € C° objektum esetén a természetes transzfor-
mécidkra vonatkozo

I,z
diagramok, avagy a v € C° objektumon vett komponensekben kiirva,

i(2)RAy 1

I®v
o
Ao ®I )®@wv
Qx@l(v
® (r ®v) TRU

o“/I T,v Ae® Z(U
kommutativ az 11.1 Definici6 haromszog axioméaja, illetve a 11.2 Feladat (2) részének
els6 diagramja miatt.

(3) Az L funktor L~! pszeudo-inverze az objektmokon illetve a nyilakon

(T, 1) — T(I) illetve Y Qg

mo6don hat. Igy az L~'L kompozit funktor barmely h € C(z,2’) nyilat a h ® I €
C(z ® I,2' ® I) nyilba visz, tehat ¢ : L7'L — idc természetes izomorfizmus. Az
LL™" kompozit funktor barmely ¢ : (T,7) — (T",7') nyilat a p; ® (=) : (T(I) ®
(=), aray,——) = (T"(1) ® (=), aprr),— —) nyilba visz. Mutassuk meg, hogy a

TI

T() & (<) =TI & (<) 27

(11.31)

komponensek LL~! — id természetes izomorfizmust definidlnak.
Minden (T, 7) objektumra (11.31) kommutativva teszi (11.30) diagramjat az alabbi
diagram kommutativitasa miatt minden z,y € C° objektum esetén,

(TI®2)®y D TI®(z®
T[7x®’i(y)l/ (1129) l'f—[ xRy
TIQx, x )
T(I©1) 0y —2 T(I®2)®y) L T ® (z®y))
T(\)@iy) L erméspetos oo lmx@y)
Tr®v T(x®y)
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ahol a jeloletlen tartomény a 11.2 Feladat (2) részének elsé diagramja miatt kom-
mutativ. Ezzel belattuk, hogy (11.31) (T ® (=), arr——) — (T, 7) nyil az (1) pont

“ e,

gének kovetkezménye:

(TT® (), arr--) T(I®(-))
0r®(-) l (11.30) SDI%(>  természetes ®
(T'T® (=), a7, ) , Tl (=) —7m—T"
T'A-)

I,

Igy a (11.31) komponensek LL™" — id természetes transzforméciot definidlnak. Mivel
minden komponens invertédlhato, ez a természetes transzformacié természetes izomor-
fizmus. U

Mivel csak olyan kérdéseket engediink meg magunknak, amelyek invariansak az
ekvivalenciara — barmi més ,,6rdogtsl vald” —, mar a 11.10 Tétel is elég erds érv arra,
hogy elhanyagoljuk egy monoidalis kategoria asszociativitasi és egység kompatibilitasi
természetes izomorfizmusait. Azonban egy erGsebb é&llitas is igazolhato, melyet a
kategoriaelméleti szleng szeret gy idézni, hogy ,minden diagram kommutativ” (ami
csak annyiban pontatlan, hogy a ,minden” fogalma tisztdzando).

11.11. Tétel (Koherencia — masodik alak). Bdrmely (C,®, ) monoiddlis kate-
goridban — « asszociativitdsi illetve \ és o eqyséqg kompatibilitdsi természetes izomor-
fizmusokkal — bdrmely két objektum kozott legfeljebb eqy nyil konstrudlhato az aldbbi
szabdlyok szerint.

o Az épitékovek az identitds nyilak és az a, A, o természetes transformdcick kom-
PONENSset.
o A megengedett miveletek a monoiddlis szorzds és a kompozicio.

Tehat barmely két, a szabdlyoknak megfeleld pdarhuzamos nyil eqyenld, minden ilyen
nyilak dltal korilolelt diagram kommutativ.

A 11.2 Feladatban szerepelt néhany, a 11.11 Tétel szerint kommutativ diagram.

A 11.11 Tétel (rengeteg kombinatorikai megfontolason alapulo, kb. két tejes orat
igényls) bizonyitasat most kihagyjuk. Erdeklsdsk megtalaljak itt: nlLab vagy az itt
felsorolt hivatkozésok valamelyikében. Viszont ra valé hivatkozassal mostantol nem
irjuk ki a — fentiek szerint a forras és cél objektuma altal ugyis egyértelmtien rog-
zitett — asszociativitasi illetve egység kompatibilitasi természetes izomorfizmusokat.
Igy nem zérojelezziik tébb faktor monidalis szorzatat ((z @ y) ® 2z és 7 ® (y ® 2)
helyett egyarant x ® y ® z-t irunk) és nem jeloljiikk a monoidalis szorzatban szerepld
egység faktorokat (x ® I és I ® x helyett egyszertien z-et irunk). Minden monoidéalis
kategoériaban pont gy, mintha szigoriian monoidéalis lenne.

11.12. Allitas. (1) A kis monoiddlis kategoriak mint objektumok, és a monoiddlis
funktorok mint nyilak, eqy szokdsosan mon-nal jelélt kategoridt alkotnak.
(1) A kis monoiddlis kategoridk mint objektumok, és az opmonoiddlis funktorok
mint nyilak, eqy szokdsosan opmon-nal jelolt kategoridt alkotnak.
(2) A kis monoiddlis kategoridk mint objektumok, és az erésen monoiddlis funkto-
rok mint nyilak, részkategoridt alkotnak az (1) pont mon kategoridjiban és az
(1) pont opmon kategdridjdban is.
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(3) A kis monoiddlis kategoridk mint objektumok, és a szigoruan monoiddlis funk-
torok mint nyilak, részkategoriat alkotnak a (2) pont kategdridjaban.

Bizonyitds. (1) Minden monoidalis kategoria identitas funktora (szigortian) monoida-
lis, lasd a 11.7 Példa (a) pontjat. Legyenek ezek mon identitas nyilai.

2 70 2 0
Legyenek (C,®,1) () (C, &1 Cee) (C",®",I") monoidalis funktorok.
Tekintsiik az alabbi nyilakat minden z,y € C° objektumra.

2 2
P arRGrl GFre” GFy - G(Fr @ Fy) 2L FG(r @ y).
(11.32)
A G? és F? természetessége miatt az utobbi nyiflcsalad természetes. A G? természetes-
sége, és a 11.6 Definici6 baloldali — FZ-re illetve G*-re alkalmazott — diagramjanak
kommutativitasa miatt a kovetkezd diagram kommutativ minden z,y, 2 € C° objek-
tum esetén.

G, iy @1 (GF2) GF? .@i"(GFz)
GFx®"GFy Q" GFz G(Fr® Fy) Q" GFz GF(z®y)®"GFz
| |
i/,(GF,Z’)®[,G%y!FZ (11.6 Definicid) ¢ G?%@/F%FZ G? természetes G%(x®y)7Fz
Clra,Fya P G(F2 &1/ (Fz))
GFz®" G(Fy & Fz) — L G(Fzr @ Fy @ Fz) —= G(F(z ®y) ® F=)
z‘”(GFx)ig”GF;Z G2 természetes G (Fz)®'FZ ) (11.6 Definicid) g GFZg, .
GFzr ®"GF(y® z) G(Fr® F(y® 2)) - GF(r®y® z)
Fz,F(y®z) GFz,y@z

Hasonloan, G? természetessége, és a 11.6 Definicié jobboldali — F2-re illetve G2-re al-
kalmazott — diagramjanak kommutativitasa miatt a kévetkezs diagram kommutativ
minden x € C° objektum esetén.

GO®"Z'”(GFI)

G 0 i (GFx
GFz GI " GFy ST ET)

GFI®" GFx

o 0 (11.6 Definicid) g 5 ) i 5
i (GFz)Q"G GT rn  G? természetes Grrre

(11.6 Definicié) g

GFz ®"GI 2 G(FO®'i (GFx))

Fax,I

GFzx

G(i! (Fa)' FO)
i"'(GFz)®"GF° G? természetes

G(FI®' Fx)

(11.6 Definicié) g

GF?

(11.6 Definicid) p

G(Fx ® FI) GFz

GFzx®"GFI

%I,F[
Ezzel belattuk, hogy GF monoidalis a (11.32) struktturaval. Ez definidlja a kompozici-
6t mon-ban. Asszociativitasa és az identitas nyilak megfelel§ viselkedése nyilvanvalo.

(1) dualitasbol kovetkezik.

(2) A kompozit funktorok monoidalis strukturajanak (11.32) alakjabol rogton 1at-
szik, hogy erésen monoidélis funktorok kompozicioja is er6sen monoidélis. Az identi-
tas funktorok szigorian, igy erésen monoidélisak.

(3) nyilvanvalo. O
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11.3. Monoidalis természetes transzformacid. Arra keressiik a valaszt, hogy
» ha a monoiddlis funktorok eqy kategoria objektumai, mik legyenek a nyilak?”
11.13. Definicié. Valamely (F, F?, F°) ¢s (G,G*,G°) : (C,®,I) — (C',®,I') mo-

noidélis funkorok esetén egy w : F' — G természetes transzformécié monoidalis az
alabbi diagramok kommutativitasa esetén.

Fiy FO
Fx @ Fy—= F(z®vy) I'—FI
M
/ . ! .
Gz ®' Gy . G(r ®vy) I = GI

Opmonoidalis funktorok kozotti w : ' — G természetes transzformécié opmonoidd-
lis ha w® : G°°* — F°P monoidalis; azaz a fenti diagramokbodl a vizszintes nyilak
megforditasaval nyert diagramok kommutativak.

11.14. Példak. (a) Minden monoidalis funktor identitas természetes transzfor-
macioja monoidalis.

(b) Tetszoleges f : S — T halmazok kozotti figgvény fx (=) : Sx (=) = T x(—)
opmonoidalis természetes transzforméciot indukal a 11.7 Példa (g) pontjanak
opmonoidélis funktorai koézott.

(¢) Minden f : M — N monoid homomorfizmus f x (=) : M x (=) = N x (—)
monoidalis természetes transzforméciot indukal a 11.7 Példa (h) pontjanak

monoidalis funktorai kozott.
(F,F?,F°)

(d) (C,®,I) |¢ (C,&,I') pontosan akkor monoidalis természetes transzformacio ha

\\_/(F,FQrev,FO)
(G,GQ,GOV\

(C,@™,I) |¢ (C',@", I') monoidalis természetes transzformaciéo 11.7 Példa

(GVGZrevYGU)

(i) pontjanak monoidalis funktorai kozott.
F G

SN N

() Ha ¢ |¢ C é&s ' monoidalis természetes transzformaciok, akkor
FxG

D |v
TN

CxDll¢xvC x D is monoidalis természetes transzformacio a 11.7 Példa (j)

NS

F'xG’
pontjanak monoidalis funktorai kézott.

11.15. Feladat. Mutasd meg, hogy monoidalis természetes transzformaciok kompo-
zicija és Godement-szorzata is monoidalis természetes transzformacio.

11.16. Feladat. Igazold az alabbi kategoriak izomorfiajat.

(i) A 1 — vecy monoidalis funktorok mint objektumok, és a monoidalis termé-
szetes transzforméciok mint nyilak kategoridja.

(ii) alg.
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11.17. Feladat. Egy monoidalis kategoriak kozotti L 4 R adjunkciéra bizonyitsd be
az alabbi allitasokat.

(1) Bijektiv kapcsolat van R monoidéalis, és L opmonoidalis struktirai kozott.

(2) Ha L er6sen monoidélis, akkor ugye monoidélis és opmonoidalis is. Ezért (1)
szerint R monoidalis. Mutasd meg, hogy erre a monoidélis strukturara az
adjunkcié egysége és koegysége monoidalis természetes transzformaciok.

Az ilyen adjunkciot (ahol tehat a bal adjungalt erésen monoidéalis), mo-
noiddlis adjunkcionak hivjak. Ilyen a 11.7 Példa (c) és (d) pontjaban latott
k(—)=szabad
set L vecy adjunkci6 is.
N~
felejt6

(3) Tegytik fel, hogy L erésen monoidélis, tovabba az adjunkcio egysége és koegy-
sége termeészetes izomorfizmus (azaz L és R ekvivalencia funktorok kélcsono-
sen egymas pszeudo-inverzei). Igazold, hogy ekkor R (1) pont beli monoidalis
struktiraja is erds.

Az ilyen ekvivalenciat monoiddlis ekvivalencidnak hivjék. Ilyen a 11.10 Tétel
ekvivalenciaja is.

12. ORA

KivonAaT. Fonott monoidalis kategoria. Monoidok.

Mindvégig, minden (C,®, /) monoidalis kategoria esetén — bar nem tessziik fel,
hogy szigortan monoidalis — a 11.11 (Koherencia) Tételre hivatkozva tobbnyire
nem jeloljiik az asszociativitési és egység kompatibilitas természetes izomorfizmusokat
(csak ahol valamiért fontos).

12.1. Fonott monoidalis kategéria. Egy monoidalis kategoria x,y objektumaira
nem kell, hogy az x®y és y®x objektumok kozott barmiféle relacio legyen. Kiilénosen
érdekes azonban az az eset, amikor izomorfak — természetes és koherens modon az
alabb targyalt értelemben.

12.1. Definicio6. Egy fonott monoiddlis kategoridn egy (C, ®, I') monoidalis kategoriat
értiink ellatva egy tovabbi o : ® — ®™ (lasd a 11.3 Példa (i) pontjat) természetes
izomorfizmussal — az un. fondssal — melyre az alabbi diagramok kommutativak
minden z,y, 2 € C° objektum esetén.

Oz,y®z

TRYR 2z Yy®zR®x TR2QY
\ / i(x)@%r% Kz@i(y)
O,y ®i(2) i(y)®0z,2
YRTR 2 TRYR 2 p— ZRrRY

Szimmetrikus monoiddlis kategoria alatt egy olyan (C,®,1,0) fonott monoidalis
kategoriat értiink, amire o, , 0 0., = i(z) ® i(y) minden z,y € C° objektum esetén.

12.2. Zsinér diagramok alkalmazasa (fonott) monoidalis kategoridkra. A
hetedik 6ran megismert zsinor diagramok tokéletesen alkalmasak monoidalis kategori-
ak jelolésére is. Az objektumok zsinorok, a nyilak gyongyok rajtuk. (A zsinorok altal
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elvalasztott feliilletek most nem hordoznak jelentést.) A kompozicio a fiiggsleges, a
monoidélis szorzas a vizszintes egymas mellé rajzoléas.
Ebben a jelolésben a fonas komponenseit iranyitott kereszteztezédésnek rajzoljuk:

T Y x Yy

Oxy = O';i :\
\ (12.33)

A fonés pontosan akkor szimmetria, ha (12.33) két nyila megegyezik minden z,y € C°
objektum esetén. Iyenkor a keresztezddés irdnya irrelevéns.
Az 12.1 Definici6 axiéméi miatt az alabbi diagramok jelentése egyértelmii.

x Yy Z x Yy z

/

4

12.3. Feladat. Tetsz6leges (C, ®, I, o) fonott monoidalis kategoriara igazold az alabbi
diagramok kommutativitasat minden z,y,z € C° objektum esetén (ahol most mégis-

csak kiirjuk a A és o egység kompatibilitdas természetes izomorfizmusokat, mert fonto-
sak).

(1) I®x x®1 és z®1 I®x

\/ \/

Erre teklntettel a oy, és o, nyilakat sem jeloljiik (tébbnyire).
O,y ®i(2) i(Y)®0z,2
2) Ry yer®zs— YRz
i($)®ay,2l jffy,z@)i(if)
TR 2R 2R & 2Ry,
y Uz,z®l(y) y ’L‘(Z)@O'g;yy y

az un. Yang-Baxter-egyenldség (rajzold le zsinor nyelven).

12.4. Példak. (a) Minden Descartes-monoidélis kategoria (lasd a 11.4 Feladatot)
szimmetrikus. A szimmetria komponenseit az alsé sor szorzatdnak univerza-
litasat hasznalva definialt alabbi egyértelmi nyilak adjak minden z,y objek-
tumra:

p1
<—x><y—>x

|
| Oz,y
A
<~ YXT———>7<
p2

Ebbe a tipusba tartozé sz1mmetr1kus monoidalis kategoria a 11.3 Példa mono-
idalis kategoriai koziil a (b) pontban latottak és az (a) pont (set, x) példaja.
Utobbiban a szimmetria tetszélges A és B halmazokon vett komponense

oas: AxB—=BxA  (ab) (ba)
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és hasonléan a tobbiben.

Duaélisan, minden ko-Descartes-monoidalis kategoria (lasd a 11.4 Feladatot)
szimmetrikus. A szimmetria komponenseit a fels6 sor ko-szorzatédnak uni-
verzalitdasat hasznalva definialt alabbi egyértelmd nyilak adjék minden z,y

objektumra:
x r+y z Y
|
o H
v
* J2 y+z J1 y

Ebbe a tipusba tartoz6 szimmetrikus monoidalis kategoéria a 11.3 Példa mo-
noidalis kategoriai koziil az (a) pontban latott (set,+).

(b) Barmely kommutativ R gytri modulusainak (mod(R), ®g, R) monoidalis ka-
tegoridja a 11.3 Példa (d) pontjaban szimmetrikus a minden M, N R-modulusra
a

0'M7NZM®RN—)N®RM, MRN—>NKRQRrM

komponensekkel definialt szimmetriaval. Ilyen tipusi szimmetrikus monoidalis
kategoria (Ab = mod(7Z),®z,7) és (vec, = mod(k),®y, k) barmely k test
esetén.
(c) Barmely (C, ®, I) monoidalis kategoriara az alabbi allitasok ekvivalensek.
e (C,®,1,0) fonott monoidélis kategoria,

o (C,®™, I,071) fonott monoidalis kategoria,

e (C, ®re" I, 0") fonott monoidalis kategoria,

o (C,®,I,(c")~! = (c71)) fonott monoidalis kategoria,
ahol ®re" a 11 3 Példa (i) pontjaban szerepls funktor és a o™ : @™ — ®
természetes transzformacié komponense minden z,y € C° objektumra,

o= (1R Yy =yRr Ry =y ).

(d) Barmely (C,®, I) monoidalis kategoriara az alabbi allitasok ekvivalensek.
e (C,®,1,0) fonott monoidéalis kategoria,
o (CP % [ ¢") fonott monoidalis kategoria,
o (C°, ®° [, 071) fonott monoidalis kategoria,
ahol (C°P,®@°P, I) a 11.3 Példa (j) pontjanak monoidalis kategoriaja.
(e) Ha (C,®,1) és (C',®’, I') fonott monoidalis kategoriak, akkor a 11.3 Példa (k)
pontjanak szorzat monoidalis kategoriaja is fonott a

(o zy,U, /)

Oaa)wy) = (T @y, 2" ®@Y) (y@z,y @)

komponensekkel adott fonéssal, minden z,y € C és 2/, ¢y € C’' objektumra.

A 11.3 Példa monoidalis kategoriai koziil nem fonott valamely R gytrid bimodu-
lusainak bim(R) kategoriaja az (e) pontban, valamely C kategoria endofunktorainak
cat(C, C) kategoridja az (g) pontban, és valamely X halmaz esetén a span(X) kategoria
a (h) pontban.

12.5. Tétel (Koherencia Tétel). Barmely (C,®,1,0) fonott monoiddlis kategorid-
ban tekintsiik az aldbbi szabdlyok szerint konstrudlt nyilakat.
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o Az épitdkivek az identitds nyilak, tovdbbd a fonds, az asszociativitdsi, illetve
az eqyséqg kompatibilitdsi természetes izomorfizmusok komponensei.
o A megengedett miveletek a monoiddlis szorzds és a kompozicid.

Barmely két, a szabdalyoknak megfeleld parhuzamos nyil pontosan akkor egyenld, ha
zsinor diagramjatk 3 dimenzids izotopia erejéig megegyeznek.

Itt most ezt sem bizonyitjuk, érdeklédsk elolvashatjak itt: Joyal & Street, Braided
Tensor Categories, Adv. Math. 102 (1993), 20-78.

Példék a 12.5 Tétel szerint egyenld nyilakra a 12.3 Feladatban latottak. Nem egyen-
16ek eszerint példaul o, és o, (lasd (12.33) diagramjait).

12.6. Definicio. A (C,®,1,0) és (C',®',I',0") fonott monoidalis kategoriak kozotti
(F, F2, F°) monoidélis funktort fonott monoiddlisnak mondjuk, ha az alabbi diagram
kommutativ minden z,y € C° objektum esetén.

Fr® Fy i) Fy® Fx
Fla®y) ——Fly®)

A fiiggtleges nyilak megforditasaval nyert diagram definialja a fonott opmonoiddlis
funktorokat.

12.7. Példak. (a) A 11.7 Példa (b) pontjanak alg, — vecy és cat(G,set) — set
felejt6é funktorai.
(b) A 11.7 Példa (c) pontjaban latott vec, — set felejté funktor és a (d) pontban
szerepld bal adjungéltja.

12.8. Feladat. Igaz-e, hogy ha M fonott monoidéalis kategoria és C tetszGleges kate-
goria, akkor a 11.5 Feladat monoidalis kategoriaja is fonott? Ha igen, milyen objek-
tumokra lesz a 11.8 Feladat monoidalis funktora fonott?

12.9. Feladat. Milyen M monoidokra fonott a 11.7 Példa (h) pontjanak M x (—)
monoidalis funktora?

12.10. Feladat. Mutasd meg, hogy fonott monoidalis funktorok 11.12 Allitasbeli
kompozicidja is fonott monoidalis funktor.

12.11. Definici6. Fonott monoidélis funktorok kozotti fonott monoiddlis transzfor-
mdciok alatt egyszertien a monoidélis természetes transzformaciokat értjiik, tovabbi
kovetelmények nélkiil.

12.2. Monoidok. Mint mar tobb példat lattunk ra, a kategoriaelmélet (egyik legfon-
tosabb) célja, hogy univerzalis fogalmak bevezetésével egyszerre targyaljon latszolag
kiilonbo6z§ struktarakat. A kovetkezdkben erre latunk tjabb példat: a monoidok —
kiilonféle monoidalis kategoridkban — egyesitd leirasat adjak a hagyoményos monoi-
doknak (azaz egység elemes félcsoportoknak), a kommutativ monoidoknak, a gytriik-
nek, kommutativ gytirtknek, az (asszociativ és egység elemes) algebraknak, maguknak
a kis kategoridknak, a szigortian monoidéalis kis kategoriaknak, a monadoknak, és egy
csomo6 mas fontos struktiranak.


https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0001870883710558
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0001870883710558
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Az alabbi monoid fogalom arra példa, hogyan lehet (algebrai) strukturakat defini-
alni egy kategorian beliil. Az an. ,mikrokozmosz-elv” szerint egy-egy ilyen belsd struk-
tura definicidja olyan kategoridkban lehetséges, amik rendelkeznek az ehhez sziikséges
struktaraval. Alappélda a monoid, ami monoiddlis kategoridkban értelmezhetd (az
elnevezések természetesen nem véletlenek).

12.12. Definici6é. Monoid alatt — egy (C, ®, I') monoidalis kategoridban — az alabbi
adatok Osszességét értjiik.

e Egy a € CY objektum,

o egy m € C(a ® a,a) szorzds nyil,

e egy u € C(1,a) egység nyil,
amire az aldbbi diagramok kommutativak.

a®a®a N ®a P R ®a (12.34)
N g
a®a po a a®a pon a

(a,m,u) — (a',m',u') monoid homomorfizmus alatt egy olyan f € C(a,a’) nyilat
értlink, amire az alabbi diagramok kommutativak.

a®a v od I—=1 (12.35)
a——ad a——=a

A C-beli monoidok mint objektumok, és a monoid homomorfizmusok mint nyilak
alkotjak a mnd(C) kategoriat.

12.13. Feladat. Illeszd be a monoid 12.12 Definici6jaba C kihagyott asszociativitas,
és egység komatibilitasi természetes izomorfizmusait.

12.14. Példak. (a) A 11.3 Példa (a) pontjanak Descartes-monoidalis set kategori-
ajara mnd(set) objektumai a hagyoméanyos monoidok — azaz az egység elemes
félcsoportok — és nyilai a monoid homomorfizmusok — azaz multiplikativ és
egység 6rzé fliggvények.

(b) A 11.3 Példa (d) pontjanak Ab monoidalis kategoriajara mnd(Ab) objektumai
a gylrik, nyilai a gytrd homomorfizmusok.

(c) Béarmely k test esetén a 11.3 Példa (c) pontjanak vec, monoidalis kategoridjara
mnd(vecy) objektumai a k-algebrak, nyilai a k-algebra homomorfizmusok.

(d) A 11.3 Példa (b) pontjanak cat monoidalis kategoriajara mnd(cat) objektumai
a szigorian monoidalis kategoridk és nyilai a szigoriian monoidéalis funktorok.

(e) Barmely C kategoria esetén a 11.3 Példa (g) pontjanak cat(C,C) monoidélis

(f) Barmely X halmaz esetén a 11.3 Példa (h) pontjanak span(X') monoidalis ka-
tegoridjara mnd(span(X)) objektumai az X objektum halmazu kis kategoriak.
(Mik a nyilai?)

(g) Picit nehezebb latni, mik a 11.3 Példa (b) pontjanak mnd monoidalis katego-
ridjara mnd(mnd) objektumai (azaz mnd monoidjai). Ebben segit az alabbi
Eckmann—Hilton-érvelés. Definicié szerint egy monoid mnd-ben all
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e mnd egy objektumabdl, azaz egy (M, -, ) monoidbol,

e egy x: M x M — M monoid homomorfizmusbol,

e egy 1 — M, x — u monoid homomorfizmusbol,
amire (M, *,u) is monoid. Az u fiiggvény monoid homomorfizmus volta azt
jelenti, hogy

u=ce és u-u = u, (12.36)
mig * monoid homomorfizmus volta pedig azt jelenti, hogy
exe=e s (xxy) - (zxv)=(x-2)*(y-v) (12.37)

minden z,y, z,v € M elemre. Helyettesitsiik (12.37) méasodik feltételében y-t
és z-t u = e-vel, igy a

r-v=xxv Vr,ve€ M (12.38)

sziikséges feltételre jutunk. Helyettesitsiik most (12.37) masodik feltételében
x-et és v-t u = e-vel, igy a

y-z=zxy Yy,zeM (12.39)

sziikséges feltételre jutunk. A (12.38) és (12.39) feltételeket Osszehasonlitva
latszik, hogy (12.36) és (12.37) teljesiilésének sziikséges feltétele, hogy - =
kommutativ szorzas legyen. Mivel (12.36) és (12.37) teljesiilésének ez nyil-
van elégséges feltétele is, belattuk, hogy mnd(mnd) objektumai a kommutativ
monoidok. (Mik a nyilak?)

Barmely (11.4 (2) Feladatbeli) ko-Descartes monoidalis (C,+) kategoriaban
minden a objektumon van egy egyértelmi monoid struktira, és erre nézve
minden nyil monoid morfizmus.

Mivel ugyanis a monoidélis egység az [ kezdGobjektum, pontosan egy [ “a
nyil van. Ennek segitségével a ko-szorzat univerzalis kipja a fels§ sorban lat-
hato alakot olti:

i(a)+! I4+i(a
(a)+ ata +i(a)

N~

a.

Igy az egyetlen nyil, ami (12.34) jobboldali diagramjat kommutaivvé teszi, az
az ezt a diagramot kommutaivva tévs egyértelmd m nyil. Annak igazolasara,
hogy ez kommutativva teszi (12.34) baloldali diagramjat is — igy (a,m,!)
monoid — hasznaljuk, hogy a 8.11 Kévetkezmény szerint az alabbi diagramok
vizszintes nyilai egyiittesen epimorfak. Igy a diagramok kommutativitasabol
kovetkezik m asszociativitasa:

i(a)+!+! 1+i(a)+! I4+1+i(a)
a—a-+a+a a a-+a+a a a+a+a
i(a)+! jm+i(a) i(a)+! leri(a) +i(a lm+i(a)
S S Kx
a—+a a—+a a—+a

| |

a a

Lm



90 BOHM GABRIELLA

i(a)+!+! 1+i(a)+! I4+1+i(a)
a-+a-+a a a-+a+a a

Hi(d& li(a)er

a—+a

lm

a

Hasonloan, mivel I kezd6objektum, minden f : @ — o’ nyil esetén (12.35) jobb-
oldali diagramjanak mindkét utja az egyértelmd I — o’ nyil, igy ez a diagram
kommutativ. (12.35) baloldali diagramjanak mindkét atja kommutativva teszi

ugyanazt a
+i(a i(a | 'za
a a—+a Bl a s a-+a i
l lf+f lf \L/
i(a’) 1+i(a’
a’ il a +a e a’
Lf

L/ a

diagramot. Igy a fels6 sor univerzalitisa miatt egyenléek.
Ezzel belattuk, hogy mnd(C, +) = C.

12.15. Allitas. Bdrmely (C,®,1) monoiddlis kategoria esetén az aldbbi kategoridk
1zomorfak.
(i) mnd(C).
(ii) A 11.3 Példa (f) pontjanak 1 monoiddlis szingleton kategdridjabol C-be mend
monoiddlis funktorok mint objektumok, €s monoiddlis természetes transzfor-
mdciotk mint nyilak kategoridja.

Bizonyitds. Monoidélis természetes transzforméciok kompozici6ja monoidalis termé-
szetes transzforméacio a 11.15 Feladat szerint, igy (ii) pont adatai kategoriat alkotnak.

Egy 1 — C funktor az egyetlen objektum a € C° képével adott. Rajta egy mono-
idalis struktira all egy m : a ® a — a és egy u : I — a nyilbdl, amire a 11.6 Definicio
diagramjai kommutativak. Mivel az 1 kategérianak egyetlen objektuma van, a 11.6
Definici6 diagramjai (12.34) diagramjaiva redukalédnak. Azaz egy 1 — C monoidalis
funktor pontosan egy (a,m,u) monoidnak felel meg C-ben.

s
Egy 1 \ﬂ_@/ C természetes transzformacioé egyetlen a — a’ komponensével adott.

CL/

Ez pontosan akkor monoidélis természetes transzformacié, ha kommutativva teszi a

11.13 Definici6 diagramjat. Mivel ezek az 1 forras kategoria esetén (12.35) diagramja-

iva redukalédnak, egy 1 ﬂgo C monoidalis természetes transzforméacié pontosan
~_"_ 7

a/

egy a — a’ monoid morfizmust jelent.
Ezek a megfeleltetések nyilvanval6an funktorialisak. O
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12.16. Kovetkezmény. Minden monoiddlis funktor o6rzi a monoidokat. Azaz ha
(F,F?, FY) : (C,®,1) — (C', &, I") monoiddlis funktor, akkor minden (a,m,u) mo-
noidra (C, ®, I)-ben,

Fga m u
(Fa, Fa® Fa-% Fla®a) ™ Fa, ' 22 F1 T4 Fq)

monoid (C', @', I")-ben.

Bizonyitds. Interpretaljuk az (a,m,u) monoidot mint a : 1 — C monoidalis funktort

a 12.15 Allitas szerint. A 11.12 Allitas miatt a 1 —% C = C’ kompozit funktor is

monoidalis. A neki a 12.15 Allitas szerint megfelel6 monoid Fa a mondott struktira-
val. U

12.17. Kovetkezmény. A 11.7 Példa (f) pontja szerint minden (C, ®, I) monoiddlis
kategoria esetén a

C—cat(C,C), (zloa ) (v (=)D y

®(-))

funktor monoiddlis, igy a 12.16 Kévetkezmény szerint drzi a monoidokat. Tehdt egy
(a,m,u) monoidot C-ben a (C,a® (—),m® (—),u® (—)) monddba visz.

12.18. Feladat. Mik a 12.14 Példa monoidjai altal — a 12.17 Kovetkezmény értel-
mében — indukalt monadoknak az Eilenberg—Moore-algebrai?

12.19. Allitas. Bdrmely (C,®,1,0) monoiddlis kategoria tetszdleges (a, m,u) mono-
idjdra az a ® (=) : C — C funktor monoiddlis az aldbbi struktirdval minden x,y € C°
objektum esetén.

R

I = 1ol ueil) a®

i(a)®o—z,a®i(y) m®z($)®z(y)

aRrTRa®y aR®aRrRY

aRQrRY

Bizonyitds. Az alabbi diagramok kommutativak minden z,y,2 € C° objektum ese-
tén (ahol — hely sziikében — az i identités nyilak argumentumaban nem jeldltiik a
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megfelel objektumot, hiszen ugyis vilagos a diagrambol).

u®i(a)®i(x)
a®x a®a®x
i(a)®i(z)Ru (12.34) mEi(x)
o természetes i(a)®u®i@ (12.34)
aQ@rRa - a@aRx - a®x
i(a)®0z,a m®i(z)
1Q0 2,6 QIR MmRIRIRIR1
eRITRaRYRa® z ARARXITRXYRXaRZ—aRQrTRYP¥a® 2
IRIQIRTY,q®i koherencia 1QIR02gy,a®i o természetes 180w gy,a®1
1Q0z,a@aQI1Q MEIRIRIRL
aRIrTRaRaRYR 2 GRARVIRXIRAYRX 2z —aRaRVIrRYR 2z
1Q1QMRIR1 o természetes 1QMRIRIRL (12.34) mRIRQIR1
a T a z a a T z a i z
RIrRYaRYY® P RaR¥IrRyX pp— RITRY R
0

12.20. Feladat. Tekintsiink egy tetszdleges (a,m,u) monoidot barmely (C,®,1I,0)
fonott monoidalis kategoriaban. A 12.19 Allitas szerint a a ® (—) : C — C funktor
monoidélis, igy a 11.12 Allitas szerint ¢ ® a ® (—) : C — C funktor is monoidalis.
Milyen feltételek mellett lesznek a

{x%a(gx beeco illetve {a®a®$%a®x }reco

komponensekkel adott természetes transzforméciok monoidélisak?

12.21. Feladat. Barmely (C, ®, I) monoidalis kategoriara, és a 11.3 Példa (j) pontja-
ban latott (C°P, ®°P, I') monoidalis kategoria tetszéleges (a, m,u) monoidjara igazold,
hogy a C(a,—) : C — set funktor monoidéalis az alabbi struktiraval minden x,y € C°
objektumra.

12, n ™ ca, 1)
C(m,i(x
Cla.x) x Cay) = (€ x O)(a,0). (r,9)) = Cla @ 4,2 @ y) 2
12.22. Allitas. (1) Ha (C,®,1,0) fonott monoiddlis kategoria, akkor (mnd(C), ®,
I) monoiddlis kategoria.
(2) Ha az (1) pont o fondsa szimmetria, akkor (mnd(C), ®, I, o) szimmetrikus mo-
noiddlis kategoria.

Cla,z®@y)

Ez megmagyarazza példaul a (set-beli) monoidok, a kommutativ monoidok, a gyti-
rik vagy egy adott test folotti algebrak kategoriainak szimmetrikus monoidalis voltat.
Bizonyitds. (1) I-t monoidda teszi az i(I) identitas nyil — mint egység — és az

I =1 (egyenls bal és jobb, lasd a 11.2 (1) Feladatot) egység kompatibilitasi
izomorfizmus — mint szorzas. A monoid axiomak kovetkeznek a 11.11 Koherencia
Tételbdl.
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Ha (a,m,u) és (a’,m',u') monoidok C-ben, akkor a a ® (—) : C — C funktor
monoidalis a 12.19 Allitas szerint. Igy 6rzi a monoidokat a 12.16 Kévetkezmény miatt.
Ebbdl adéddan a ® @’ is monoid az

R

u@u’

I—1I®I a®d
egységgel és a

i(a)®0,s ,®i(a’)

a®ad Qa®a a®a®a’®a’ma®a’

szorzassal.
Barmely f : (a,m,u) — (b,n,e) és f': (a/,m',u') — (/,n,€') monoid morfizmu-
sokra f ® f’ is monoid morfizmus:

(12.35)

(F@foweu) ™ (fou)® (flou) = e
illetve
(f®f) o (mem)o(i(a) ® 0w, ®i(a’))

(1235)

(n@n)o (f& 18 1@ f) o (i(a) ® 0w @ i(a)
T () o (i(8) @ 0y @ i(H)) o (f & 1@ & F).

Végiil, (C, ®, I) — nem jelolt — asszociativitasi és egység kompatibilitasi természe-
tes izomorfizmusainak monoidoknal vett komponensei monoid morfizmusok. (Vagyis,
mint az koherencia megfontolédsokbdl latszik, az azonositott I ® a, a és a ® I mono-
idok egység és szorzas nyilai ugyanazok; és ugyanazok az azonositott (a ® a’) ® a”
és a ® (a/ ® a”) monoidok egység és szorzas nyilai is.) Igy (C,®, 1) — nem jellt —
asszociativitasi és egység kompatibilitasi természetes izomorfizmusai adjak a mondott

.....

szetes izomorfizmusait.
(2) Azt kell megmutatnunk, hogy o-nak (a,m,u) és (a’,m’,u') monoidoknéal vett
komponensei monoid morfizmusok:

u@u’

1 a®a
‘ o természetes La’aya/
I a®a
u' Qu
, , i(a)@UGI’CL@i(a/) , , mem’ ,
e®a ®a¥a a®a®a Ka a®a
Ta,a! O qf l koherencia %a®a,a’ ®a’ o természetes Lga,a/
d@aRd ®@a— —~ad ®d RKaRa a ® a.
i(a)®0, . ®i(a) m/®@m

Igy ezek a komponensek adjak a mondott (mnd(C), ®, I, o) szimmetrikus monoidalis
kategoria szimmetriajat. (Vigyazat, a baloldali négyszog kommutativitasat biztosito
koherencia feltétel nem teljestil, ha a o fonds nem szimmetria. Rajzold le.) U

12.23. Feladat. Fogalmazd at a 12.22 Allitas (2) részének bizonyitasahoz hasznalt
kommutativ diagramokat zsinoér diagramokra.
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13. ORA

KivoNAT. Gazdagitott kategoriaelmélet.

A félév teljes anyaganak elérhetd a ,gazdagitott” altalanositasa (és még sok mas
eredmény). Mindennek bemutatasara ez az utolsé éra nem lehet elég. Téargyalasunk
meglehetdsen vazlatos lesz ezért. Erdekl§dSknek ajanlott tovabbi olvasmany:

Gregory Maxwell Kelly,

Basic Concepts of Enriched Category Theory,

Cambridge University Press, Lecture Notes in Mathematics 64, 1982.

Reprints in Theory and Applications of Categories, No. 10 (2005) pp. 1-136.

Mindvégig legyen (V,®, I) egy lokalisan kis monoidalis kategoria. Bar nem tessziik

fel, hogy szigorian monoidalis, a 11.11 (Koherencia) Tételre hivatkozva tobbnyire
nem jeloljiik az asszociativitasi és egység kompatibilitas természetes izomorfizmusokat
(csak ahol valamiért fontos).

13.1. Gazdagitott kategoria. Idézziik fel az 1.1 Definiciobol a lokdlisan kis kate-
goria fogalmat (mint korabban, a szingleton halmazt itt is 1 jeloli). Egy lokalisan kis
C kategoria az aldbbi adatokkal adott.
e Az objektumok C° osztélya,
e minden z,y € C’ra egy C(z,y) halmaz (az x — y nyilak halmaza),
e minden z € C’ra egy i(x) : 1 — C(z, z) fiiggvény (ami 1 egyetlen eleméhez x
identitas nyilat rendeli),
e minden z,y,z € Cra egy m(z,y,2) : Cly,2)xC(x,y) — C(x, 2) fiiggvény (a
kompozici6 fiiggvény),
amire az aldbbi — halmazok kozotti fiiggvényekre vonatkoz6 — diagramok kommu-
tativak minden z,y, z,v € C° esetén.

C(z,v)xC(y, 2)xC(z,y) anlea) C(z,v)xC(x, z)
m(y,z,v)xidl lm(x,z,u)
C(y,v)xC(z,y) m— C(z,v)
idxi(z)

C(z,y) C(z,y)xC(z, z)

i(y) xidL \ lm(x,x,y)

Cly, y)xC(x, y) C(z,y)

Ennek analogidjara fogalmazzuk meg a kovetkezét.

m(z,y,y)

13.1. Definicié. Egy lokalisan kis (V, ®, I) monoidalis kategoridban gazdagitott (en-
riched) C kategdria — vagy rovidebben V-kategdria alatt az alabbi adatok Osszességét
értjiik.

Az objektumok C° osztélya,

e minden z,y € C%ra egy C(z,y) objektum V-ben,

e minden z € C’-ra egy i(z) : I — C(x,z) nyil V-ben,

e minden z,y, 2z € Cra egy m(x,y, 2) : C(y, 2)®@C(x,y) — C(z, z) nyil V-ben,
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amire az alabbi — V-beli nyilakra vonatkozdé — diagramok kommutativak minden
x,y,2,v € CY esetén.

idem(z,y,2)

C(=, 0)0C(y, 2)5C(z, 1) C(20)2C(z, 2)
m(y,z,v)@idt lm(%zvv)
Cly, v)@C(z,y) C(z,v)

m(z,y,v)

Clz,y) e Clz, y)@C(x, 2)

i(y)®idL \ Lm(aax,y)

Cly, y)@C(z,y) Clz,y)

m(z,y,y)

13.2. Feladat. Illeszd be a 13.1 Definicioba V elhagyott asszociativitas és egység
kompatibilitasi természetes izomorfizmusait.

13.3. Példak. (a) Egy (set, x,1)-ben gazdagitott kategoria pontosan egy lokali-

(b)

san kis kategoria.
Az (Ab, ®7, Z)-ben gazdagitott kategoridk az un. additiv kategoridk. Definialo
adataik a kovetkezdk.

e Az objektumok C° osztélya,

e minden z,y € C%ra egy C(z,y) Abel-csoport,

e minden z € C%ra egy i(z) : Z — C(z,x) Abel-csoport homomorfizmus
(amit meghataroz az 1 € Z generator képe),

e minden z,y,2 € C'ra egy m(z,y, 2) : C(y,2)®2C(x,y) — C(x,2) Abel-
csoport homomorfizmus.

[lyen pl. barmely R gytird esetén az R-modulusok kategoridja (az M — N
R-modulus homomorfizmusok Abel-csoportot alkotnak a pontonként definiélt
miivelettel) igy az adott test feletti vektorterek kategoriaja és maga Ab is.
Barmely k test esetén a (vecy, ®y, k)-ben gazdagitott kategoriak az tn. linedris
kategoridk. Definialo adataik a kdvetkezok.

e Az objektumok C° osztalya,

e minden z,y € C%-ra egy C(z,y) vektortér k felett,

e minden z € C’-ra egy i(z) : k — C(x, z) linedris leképezés (ami k ciklikus
k-modulus volta miatt az 1 € k szam képével, azaz C(x, z) egy kivalasztott
elemével, az x egység nyilaval adott),

e minden z,y,z € C'-ra egy m(z,y, z) : Cy, 2)®,C(x,y) — C(z, 2) linearis
leképezés.

Ilyen pl. barmely A k-algebra esetén az A-modulusok kategoridja (az M — N
A-modulus homomorfizmusok linearis teret alkotnak a pontonként definialt
miiveletekkel) igy maga vecy is.

Nézziik meg részletesebben mik a (cat, x, 1)-ben gazdagitott kategoridk, az
un. 2-kategoriak. Egy C 2-kategoriat az alabbi adatok alkotjak.

e Az objektumok C° osztalya. Ennek elemeit C 0-celldinak is hivjuk.

e Minden z,y € C%ra egy C(x,y) kis kategoria, az un. hom kategoria.
Ennek
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— objektumait C (x forrasa, y céla, vagy révidebben x — y) 1-celldinak,
— nyilait C 2-celldinak,
— kompoziciojat C fiiggdleges kompozicidjanak,
— identitas nyilait C identitas 2-celldinak nevezziik.
e Minden z € C%ra egy i(x) : 1 — C(z,x) funktor. Azaz egy kitiintetett
xr — x l-cella, amit x identitds 1-celldjanak hivunk.
e Minden z,y,z € Cra egy C(y,2)xC(z,y) — C(z,z) funktor, amit C
vizszintes kompoziciojanak neveziink.
Egy 2-cellara az alabbi duélis, ekvivalens jeloléseket hasznaljuk (lasd a 7. oéra
elejét).

!

/ﬂ\ f

z e 5
\_/?J x le vy

Ebben a jelolésben a fiiggSleges kompoziciot egymés ala rajzolassal, a viz-
szintes kompoziciot egymés mellé rajzolassal abrazoljuk (innen a nevek). Jol
latszik, hogy fligg6legesen azok a 2-cellak komponélhatok egymaéssal, melyek-
nek kozos hatarold 1-cellajuk van. Vizszintesen pedig azok az 1- és 2-celldk
komponélhatok, amiknek kézos hatarolo 0-cellajuk van.

A vizszintes kompozicio funktor volta azt jelenti, hogy identitas 2-celldk
vizszintes kompozicidja identitas 2-cella és

f

il g"

tipusu 2-cellakra teljesiil a 4.5 Feladatban latott ,kozépss négy felcserélési sza-
bély (middle four interchange law)”.

A félév soran lattunk méar 2-kategoriakat (csak nem neveztiik igy Sket).

Minden lokalisan kis A kategoria meghatéaroz egy D(A) diszkrét 2-kategoriat.

e Az objektumok osztalya A objektumainak A° osztalya.

e Minden x,y € A%ra D(A)(z,y) az A(z, y)-on, mint objektumok halmazéan
definialt diszkrét kis kategoria (aminek csak identitas nyilai vannak, igy
D(A)-ban csak identitas 2-celldk vannak).

e Az identitas 1-cellak A identitas nyilai és

e a vizszintes kompozicié A kompozicidja.

Minden szigordan monoiddlis (M, ®, 1) kategoria meghataroz egy B(M) 2-
kategoriat.

e Az objektumok osztalya szingleton halmaz.

e Az egyetlen hom kategoria M.

e Az egyetlen identitas 1-cella az I monoidalis egység és

e az egyetlen vizszintes kompozicié funktor a ® monoidélis szorzas.

A Cat 2-kategoriaban
e Az objektumok a kis kategoriak.
e Minden A és B kis kategoridra Cat(A, B) a 4.2 Allitas kategoriaja. Ennek
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— objektumai a A — B funktorok,

— nyilai a természetes transzforméciok,

— kompozicidja a természetes transzforméaciok kompozicidja,
— identitas nyilai az identitas természetes transzformaciok.

e Az identitas 1-celldk az identitas funktorok.

e A vizszintes kompozici6 az 1-cellakon a funktorok kompozicidja, a 2-
celldkon a természetes transzformaciok Godement-szorzata.

A Mon 2-kategoéridban

e Az objektumok a kis monoidalis kategoriak.

e Minden A és B kis monoidalis kategoridara Mon(A,B) a 11.12 Allitas (1)
pontjanak kategéridja. Ennek

— objektumai a A — B monoidalis funktorok,

— nyilai a monoidélis természetes transzformaciok,

— kompozicidja a monoidalis természetes transzforméaciok 11.15 Fel-
adatbeli kompozicidja,

— identitas nyilai az identitas természetes transzforméciok.

e Az identitas 1-celldk az identitas funktorok.

e A vizszintes kompozicié az 1-celldkon a monoidalis funktorok (11.32) kom-
pozicidja, a 2-celldkon a monoidalis természetes transzformaciok 11.15
Feladatbeli Godement-szorzata.

Szimmetrikusan definialhatd a monoidélis kategoriak, opmonoidalis funkto-
rok és opmonoidalis természetes transzformaciok OpMon 2-kategoriaja. Mind
Mon-ban, mind OpMon-ban rész 2-kategoriat kapunk, ha 1-cellakként csak erd-
sen monoidalis funktorokat engediink meg. Ebben is rész 2-kategoriat kapunk,
ha 1-cellakként csak szigortian monoidélis funktorokat engediink meg, lasd a
11.12 Allitas pontjait.

A Brd 2-kategoéridban

e Az objektumok a kis fonott monoidalis kategoriak.

e Minden A és B kis fonott monoidalis kategoriara Brd(A, B) a kovetkezs:
— objektumai a A — B fonott monoidélis funktorok,
— nyilai a monoidélis természetes transzformaciok,
— kompozicioja a monoidalis természetes transzformaciok 11.15 Fel-

adatbeli kompozicidja,

— identitas nyilai az identitas természetes transzforméciok.

e Az identitas 1-celldk az identitas funktorok.

e A vizszintes kompozicié az 1-celldkon a fonott monoidalis funktorok 12.10
Feladatbeli kompozicidja, a 2-cellakon a monoidalis természetes transzfor-
méaciok 11.15 Feladatbeli Godement-szorzata.

Duélisan definialhato a kis fonott monoidélis kategoridk, fonott opmonoidalis
funktorok és opmonoidalis természetes transzformaciok 2-kategoriaja.

Tegyiik fel, hogy V minden x objektumara a (—) ® = : V — V funktornak van
[z, —] modon jeldlt, és belsé homnak (internal hom) nevezett jobb adjungalt-
ja. Ekkor azt mondjuk, hogy a (V,®,I) monoidalis kategoria zdrt (closed).
Ilyen, zart monoidalis kategoria (set, X, 1), (cat, x, 1), barmely R kommuta-
tiv gytird esetén (mod(R), ®g, R) — igy (Ab, ®z,7) és minden k test esetén
(vecy, ®y, k)) — és barmely G csoport esetén (G-set, X, 1) az alabbi adjunkciok
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révén.

—x8 —xC ~®rM —xS
7N 7N ~ X N
set L set cat L cat mod(R) L mod(R) G-set L G-set
set(S,—) cat(C,—) mod(R)(M,—) G-set(S,—)

ahol a harmadik esetben az R-hatés mod(R)(M, N)-en, barmely N R-modulus
esetén,

(r-fY(m):=f(r-m)=r-f(m), VreR,femod(R)(M,N), meM;
és az utolso esetben a G-hatas G-set(S, X)-en, barmely X G-halmaz esetén, a
(gf)(l') = f(g_lx) V.QEGu fGG-SEt(S,X>, reX

kontragradiens hatés.

Jelolje az (—) @ - [x,—] : V — V adjunkci6 egységének komponenseit
g 1y = 7,y ® 7] }yevo és jeldlje a koegység komponenseit {e} : [7,y] ® v —
Ytyevo. A (V,®,1) zart monoidalis kategoria meghataroz egy H(V)-vel jelolt
V-ben gazdagitott kategoriat az aldbbiak szerint.

e Az objektumok osztalya V objektumainak V° osztalya.

e Minden z,y € VO-ra H(V)(z,y) := [z, y].

e minden z € V-ra i(z) :=n®: [ — [z, z].

e Minden z,y, z € VO%-ra m(z,y, 2) az alabbi nyil V-ben.

My,21®(,u] [z,ily,2]®eF] [z,6Y]

ly, 2] @ [z, 9] [z, [y, 2] ® [z, y] ® 7] [, [y, 2] @ y] [z, z].

Eszerint set, cat, barmely R kommutativ gytrd esetén mod(R), barmely k
test esetén vecy, és barmely G csoport esetén G-set = cat(G, set) dnmagdban
gazdagitott (self-enriched).

(f) Ahogy egy hagyoméanyos monoidot (azaz egység elemes félcsoportot) tekinthetiink
egy objektumt kategoriaként (1asd az 1.5 Példa (2.c) pontjat), egy monoidot a (V, ®, I)
monoidalis kategériaban is tekinthetiink egy objektumi V kategériaként. Ez esetben
a definial6 adatok a kovetkezsk.

Az objektumok osztélya szingleton halmaz,

az egyetlen objektumra egy a objektum V-ben,

az egyetlen objektumra egy u : [ — a nyil V-ben,

az egyetlen objektumra egy m : a®a — a nyil V-ben,

amikre a 13.1 Definicié diagramjai kommutativak. Mivel ez esetben a 13.1 Definicié
diagramjai a 12.12 Definici6 diagramjaiva redukalédnak, ez pontosan egy (a,m,u)
monoid V-ben.

13.4. Feladat. A 13.3 Példa (d) pontjaban latott B(M) 2-kategéria definicidjahoz
miért kell M monoidalis struktirajanak szigortusaga?

13.5. Feladat. Ellendrizd a 13.3 Példa (e) pontjaban felsorolt adatokra a 13.1 Defi-
nici6 diagramjainak kommutativitasat, azaz igazold, hogy minden zart monoidalis V
kategoriara a mondott H(V) valoban V-ben gazdagitott kategoria.
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13.2. Gazdagitott funktor. Idézziik fel a lokalisan kis kategoridk kozotti funktorok
3.1 Definiciojat. Egy ilyen F': C — C’ funktort az aldbbi adatok definidlnak.

o Egy FV:C% — C" fiiggvény,

e minden z,y € C° objektumra egy F, , : C(z,y) — C'(Fz, F'y) fiiggvény,
amire az aldbbi — halmazok kozotti fliggvényekre vonatkozd — diagramok kommu-
tativak minden xz,y, 2 € C° objektum esetén.

C(y, z2)xC(zx,y) C(zx, 2) 1—C(z,2)

Fy,zXFz,yl/ le,z H sz,z

C'(F%, F°2)xC'(Fz, FOy) C'(F'z, F°z) 1 C'(F°z, Fz)

m(z,y,z)

!

FOg Oy FO, i (Foz)

Ennek analogidjara fogalmazzuk meg a kovetkezét.

13.6. Definicio. Egy lokdlisan kis (V,®, 1) monoiddlis kategoridban gazdagitott (en-
riched) C — C’ funktor — wvagy révidebben V-funktor alatt az aldbbi adatok dsszességét
értjiik.

o Egy FV: C° — C" fiigguény,

e minden x,y € C° objektumra egy F,, : C(x,y) — C'(Fx, F'y) nyil V-ben,
amire az aldbbi — V-beli nyilakra vonatkozo — diagramok kommutativak minden
x,y,z € CO objektum esetén.

C(y, z)@C(x,y) C(z, 2) [ C(z, )

F’y,z@)Fw,yl LFIIJ,Z H LFJ,,J,

C'(Fy, FO2)@C (F 'z, F) C'(F 'z, F°z) ]W C'(Fz, Fr)

m(z,y,z)

/
FOz,FOy,FOz

13.7. Definici6é. Egy F' : C — C' V-funktort hien telinek mondunk, ha F,, :
C(z,y) — C'(F°z, FY%) izomorfizmus V-ben minden z,y € C° objektumra.

13.8. Példak. (a) Egy (set, x,1)-ben gazdagitott funktor pontosan egy lokalisan
kis kategoridk kozotti funktor.

(b) Az (Ab, ®z,7Z)-ben gazdagitott funktorok az un. additiv funktorok. Egy F :
C — C additiv funktor definiél6 adatai tehat a kovetkezdek.

o Egy F0:C° — C” fiiggvény,
e minden z,y € C° objektumra egy F,, : C(z,y) — C'(F°z, F'y) Abel-
csoport homomorfizmus.
Ilyen pl. barmely gytirti modulusainak kategériajabol Ab-ba mend felejts funk-
tor és a bal adjungaltja.

(c) Barmely k test esetén a (vecy, ®g, k)-ben gazdagitott funktoro az an. linedris
funktorok. Egy F: C — C’" additiv funktor definiadlé adatai tehat a kovetkezd-
ek.

o Egy F0:C° — C” fiiggvény,
e minden z,y € C° objektumra egy F,, : C(z,y) — C'(F'z, F%y) linearis
leképezés.
[lyen pl. barmely k-algebra modulusainak kategoériajabol vecy-ba mend felejts
funktor és a bal adjungaltja.
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(d) A (cat, x,1)-ben gazdagitott funktorok az un. 2-funktorok. Egy F : C — C'
2-funktor definiélé adatai tehat a kovetkezGek.
o Egy FO: C° — C" fiiggvény,
e minden z,y € C° objektumra egy F, : C(z,y) = C'(Fx, F%y) funktor.
Mivel egy funktor maga is két (kompatibilis) fiiggvénnyel adott, F' tehat harom
fiiggvénnyel adott — a 0-, 1- illetve 2-celldkon — amik szigortian 6rzik a 2-
kategoria minden struktirajat.
(e) Egy V-funktor egy objektumu V-kategoriak kozott pontosan egy monoid mor-
fizmus a 12.12 Definicié értelmében.

13.3. Gazdagitott természetes transzforméacié. [dézziik fel — céljainknak alkal-

masan atfogalmazva — a lokalisan kis kategoriak kozotti funktorok kozotti természetes
F

’ s 7z . /\ 2z 2
transzformdcio 4.1 Definiciojat. Eszerint egy C ﬂ@ C’' természetes transzforma-
\_/
G

ci6 komponenseinek { Fz 2L Q% }eeco Osszességével adott, amit interpretalhatunk
gy is, mint

e minden x € C° objektumra egy ¢, : 1 — C'(F%z, G'2) fiiggvény,
amire az alabbi — természetességet kifejezs, halmazok kozotti fiiggvényekre vonatkozo
— diagram kommutativ minden z,y € C° objektum esetén.

Py X Fuy

C(z,y) C'(FO,G%)xC'(F'z, F')  hi (¢y, Fh)
Gm,yXS@ml lm’(FOZL‘,FOy,GOy) 1 I
C'(G, Go) xC'(Fz, G%2) — C'(F°z, G%) (Gh, ) = Ghoyp, =— ¢, 0Fh

m/(FOx,G0z,GY%)

sz 02

13.9. Definicid. Egy lokdlisan kis (V,®, 1) monoiddlis kategoridban gazdagitott (en-
riched) ¢ : F — G természetes transzformaci6 — wvagy rovidebben V-természetes
transzforméacio alatt az aldbbi adatok dsszességét értjiik.

e minden x € C° objektumra eqy I — C'(F°x, G%x) nyil V-ben,

amire az aldbbi — V-beli nyilakra vonatkozé — diagram kommutativ minden x,y € C°
objektum esetén.

Py®@Fz,y

C(z,y) C'(FYy, G%)@C (FOx, FYy)
GLH@‘Pil lm/(F%,FOy,GOy)

(G, GO%)xC (Fz, G') C'(Fz,G%)

-
m/ (FOz,G0z,GOy)

13.4. Gazdagitas valtas. A vektorterek kategoriajat tekinthetjiikk onmagaban, Ab-
ban, vagy set-ben gazdagitott kategoriaként is (lasd a 13.3 Példa (b) és (c) pontjat).
Erezziik, hogy emogstt a vec — Ab — set felejté funktorok allnak. Alabb precizen
tisztazzuk, hogyan indukal barmely V. — W monoidalis funktor egy (2-)funktort a

sz 02
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Ahogy azt kozonséges funktorok esetén is tettiik mindig, mostantol elhagyjuk a V-
funktorok objekum fiiggvényében a 0 indexet (F%z helyett egyszertien Fa-et frunk).

13.10. Tétel. Az alabbi adatok eqy — szokdsosan V-Cat-val jelolt — 2-kategoridt
alkotnak.

0-celldk a V-kategoridk.

1-celldak a V-funktorok.

2-celldk a V-természetes transzformdciok.
Az identitds 2-cella (identitds V-természetes transzformdcid) egy adott F

C — C" V-funktoron { I ) C'(Fx, Fx) }peco-

F

PR
° cﬁcfﬁ ¢ 2-cellak fiiggdleges kompozicioja

H m/(Fz,Gz,Hz)

{ J C'(Gz,Hzr) ® C'(Fz,Gx)

C'(Fz, Hz) }Yoeco.

Az identitds 1-cella (identitds V-funktor) eqy adott C-kategoridn

(CO5-C0, {C(z,2) = C(z,2) }oeco).

o o F G .
e Vizszintes kompozicio a C— C' —C" I-celldkon

GFw,Fw

(CO2 oL { Cle,2) 55 C(Fa, Fa) S22 CU(GF, GF) boeco)

F G

T N\ X\
a C |y C |v C" 2-cellikon pedig
~—_ 7 ~_ 7
F/ G/
VF'x‘X’GFm,F'x m"(GFz,GF'z,G'F'x)
(I ZC(Fz, Fle) ~ C'(GF'z,G'F'z) @ C"(GFz, GF'z) -~ C"(GFz, G'F'z) Ypeco =
Gpp g1 @VFa m"(GFz,G'Fz,G'F'z)

(1% C(Fz,F'z) = C"(G'Fz,G'F'z) ® C"(GFz,G'Fx) - C"(GFz, G'F'z) },eco.

Bizonyitds. A 13.1, 13.6 és 13.9 Definiciok diagramjainak kommuativitasat ellenérizve.
Ezt 6nallo feladatnak hagyjuk. 0

13.11. Tétel. Bdarmely (H, H* H) : (V,®,1) — (V', &', I') monoiddlis funktor H, :
V-Cat — V'-Cat 2-funktort indukdl a 13.10 Tétel 2-kategoridi kézott.

Bizonyitds. (Vazlatosan.) A 0-cellakon tetszsleges C V-kategoridhoz H,C V'-kategoriat
kell rendelniink:
o (H,C)!:=C°
e minden z,y € C’ra (H,C)(z,y) := HC(x,y),
. 0 , HY Hi(x)
e minden z € C’-ra I' — HI — HC(z,z) ,
e minden z,y, 2 € C’-ra

Hm(z,y,2)

HC(y,2) @ HC(z,y) 2> H(C(y, 2) ® Cz, y)) "2 HC(x, 2) .
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Ellenérizendd, hogy ez kommutativva teszi a 13.1 Definicié diagramjait, azaz valéban
V'-kategoriat definial.
Az 1-cellakon tetszdleges F' : C — C' V-funktorhoz H,.F : H,C — H,C' V'-funktort
kell rendelniink:
o (H.CP=C0co=(H.C),

e minden z,y € C’-ra (H,.C)(z,y) = HC(z,y) ey HC(z,y) = (H.C)(x,y) .

Ellenérizendd, hogy ez kommutativva teszi a 13.6 Definicié diagramjait, azaz valéban
V’-funktort definial.

- LN
A 2-cellédkon tetsz6leges C ﬂg@ C' V-természetes transzforméacidohoz H,C ﬂ H.p H.C
A 4 ~_ 7
G H.G
V’/-természetes transzforméaciot kell rendelnink:

o minden z € C'ra I’ o {1 "% HC(Fz,Gzx) = (H.C)((H.F)z, (H.G)x).
Ellenérizendd, hogy ez kommutativva teszi a 13.9 Definici6 diagramjat, azaz valéban
V'-természetes transzforméaciot definial.

Ellenérizendd, hogy az igy definialt fiiggvények a 0-, 1- és 2-celldkon 6rzik a 2-
kategoria Osszes struktirajat. 0

13.12. K6vetkezmény. Minden (V,®, 1) monoiddlis kategoridban az I monoiddlis
eqység (trividlis) monoid, ldsd a 12.22 (1) Allitds bizonyitdsdt. Igy a 12.21 Feladat
szerint a V(I,—) : V — set funktor monoiddlis. Tehdt a 13.11 Tétel szerint U :=
V(I,—).:V-Cat — Cat 2-funktort indukdl.
Bdrmely CV-kategoria ezen U 2-funktor dltali képét alulfekvs kategoridjanak hivjuk.
Ezxpliciten,
b (UC>O = CO}
e minden x,y € C° objektumra (UC)(z,y) = V(I,C(z,y)) halmaz,
e minden x € C° objektumra 1 — V(I,C(x,x)) figguény az egyetlen objektumot
i(x)-be kilds,
e minden z,y,z € C° objektumra a V(I,C(y,2)) x V(I,C(z,y) — V(I,C(x,z2))
C(x,z) V-beli

m(z,y,z)

fiiggoény egy (f,g) nyil part a 172 C(y,2) ® Cla,y)
nyilba kild.
Bdrmely F : C — C' V-funktornak a fenti U 2-funktor dltali képét alulfekvd funkto-
ranak hivjuk. Fxpliciten,
o (UF)"=F",
o 2,y € CY objektumra (UF),, =V(I, F,,):V(I,C(x,y)) = V(I,C'(Fz, Fy)).
F
Bdarmely C ﬂso C' V-természetes transzformdcionak a fenti U 2-funktor dltali képét
NG

G
alulfekvd természetes transzformacidjanak hivjuk. Expliciten,

o v € C% objektumra o, € V(I,C'(Fx,Gz)) = (UC)(Fz,Gx).

13.13. Feladat. Tetszdleges C 2-kategoria (mint cat-kategoria) esetén ird le expliciten
az UC kategoriat.
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13.14. Feladat. Barmely F' : C — C' V-funktorra, és a 13.12 Kovetkezmény U :
V-Cat — Cat 2-funktorara igazold a kovetkezdket.

(1) Ha F hten teli (mint V-funktor a 13.7 Definicié értelmében) akkor UF' ko-
zonséges funktor hi (a 3.12 Definicio értelmében) és teli (a 3.15 Definicio
értelmében).

(2) Azon tovabbi feltevés mellett, hogy V(I,—) : V — set funktor visszaveri az
izomorfizmusokat, F' akkor és csak akkor hien teli (mint V-funktor) ha UF
(k6zonséges funktor) hii és teli.

Kedvenc Ab(Z, —) : Ab — set és vecy(k, —) : vecy — set felejtd funktoraink visszaverik
az izomorfizmusokat (ellenérizd), igy (2) hasznos eszkoz. (Vajon cat(l, —) : cat — set
visszaveri az izomorfizmusokat, igy (2) hasznalhato 2-funktorokra?)

13.5. Szorzat és ellentett gazdagitott kategoéria. Ezek konstrukciojahoz fell kell

tenni, hogy V szimmetrikus monoidalis kategoria. Erre
' nem
13.15. Allitas. Bdrmely C és C', valamely (V,®, I, o) szimmetrikus monoiddlis kate- maradt

goridban gazdagitott kategdridra az aldbbi adatok eqy — Cx C'-vel jelolt — V-kategoridt idé
hatdroznak meg. '
o (CxCN0:=0C0'x(C"
e minden x,y € C° és ',y € C° objektumra (Cx C")((z,2"), (y,v)) := C(z,y)®
(@, y),

o minden x € C° és ' € CV objektumra

12997 (g, 2) @ (o, ') = (C x C)((x,2), (w,2")) |
o minden x,y,z € C° és 2’y 2 € C'° objektumra
(CXCY (W IX(CXC Y2 M) (CXCY (@ )2,2))-

I |
Cly.2)@C (y'2") @ Cay)@C (21y') = Cly,2) @ C(a,y) @ C'(y.2") @ C'(a'y') = C(a,2) @ C (2'2)
id®o®id m(z,y,z)@m/ (z' .y’ ,2")

Bizonyitds. A 13.1 Definici6 diagramjainak kommutativitasat ellenérizve. Legyen 6n-

allo feladat. O
13.16. Allitas. Bdrmely C, valamely (V,®,1,0) szimmetrikus monoiddlis katego-
ridban gazdagitott kategoridra az aldbbt adatok eqy CoP-val jelolt V-kategoriat
hatdroznak meg.

o (CoP)Y .= (Y,

o minden x,y € C° objektumra CP(z,y) := C(y, ),

. . i(z)
e minden x € C° objektumra I —= C(x,x) = C°P(x,x) ,

minden x,y,z € C° objektumra

m(z,y,z)

CoP(y,2) ® CP(x,y) = C(z,9) ® C(y,7) = C(y,z) ® C(2,y) —> C(z,z) = C°P(x, 2).

Bizonyitds. A 13.1 Definici6 diagramjainak kommutativitasat ellenérizve. Legyen 6n-
allo feladat. 0J
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A 13.16 Allitas féenyében szimmetrikus monoidalis kategoriaban gazdagitott katego-
riakkal dolgozva hasznalhatjuk a dualitds eszkozét. Kedvenc gazdagité kategoridink
— set, Ab, vec, cat — szimmetrikus monoidalisak, lasd a 12.4 Példa (a) és (b) pontjat.

13.17. Feladat. Terjeszd ki a 13.15 Allitas szorzat konstrukciojat és a 13.16 Allitas
ellentett konstrukciojat szimmetrikus monoidalis kategoridban gazdagitott funktorok-
ra és természetes transzformaciokra.

13.6. Gazdagitott Yoneda-Lemma. Legyen (V,®, 1) egy lokalisan kis zart mo-
noidalis kategoria, amit tekinsiink V-kategoriaként a 13.3 Példa (e) pontjaban latott
mo6don. Minden x € VO objektumra hasznéljuk a (=) ® z 4 [x, —] : V — V adjunkci6
egységére és ko-egységére a 13.3 Példa (e) pontjaban hasznalt jelolést.

13.18. Konstrukcié. Barmely C V-kategoria tetszéleges ¢ objektuma meghatéroz
egy C(¢,—) : C — V V-funktort az alabbi adatokkal.

o C' -5 VY 2 C(c, 2),

e minden z,y € C° objektumra

C(e,x)
e (a,y) [C(Cax),m(cway)][
_—

C(l’, y) — [C(Ca SL’), C(l’, y) ® C<Cv I‘)} C(C7 I)? C(Cu y)]
Ellenérizendd, hogy ez kommutativva teszi a 13.6 Definicié diagramjait, azaz valéban
V-funktort definial.

13.19. Tétel (Gazdagitott Yoneda-Lemma gyenge alakja). Tetszdleges ¢ € C°
objektum, és F : C — V V-funktor esetén az aldbbi halmazok kozotti bijekcio dll fenn.

V-cat(C,V)(C(c,—), F) =2 V(I, Fc).
Bizonyitds. 1.9 Fejezet itt: Kelly: Reprints in TAC 10 (2005). O

A gazdagitott Yoneda-Lemma erds alakja halmazok kozotti bijekcio helyett V-beli
izomorfizmust bizonyit (aminek ez a V(I,—) : V — set funktor altali képe). Ehhez
fel kell tenni V teljességét is a 9.1 Definici6 értelmében, és még a kimondasahoz is
olyan limesz fogalomra van sziikség (V-ben), aminek a bevezetésére nincs elég idénk.
Olvassatok utana a 2.4 fejezetben itt: Kelly: Reprints in TAC 10 (2005).

13.7. Gazdagitott adjunkcid és ekvivalencia. Az itt felsorolt definiciok és allita-
sok egy része tetszbleges 2-kategoriara ugyanugy miikodik mint itt a 13.10 Tétel V-Cat
2-kategoriadjara. Mas résziik hasznélja a 13.19 Yoneda-Lemmét (a fenti gyenge alakja-
ban) igy specifikusan V-Cat tulajdonségait. Bizonyitasokra nincs idénk, megtalaljatok
az 1.11 Fejezetben itt: Kelly: Reprints in TAC 10 (2005).

Mostantol (V, ®, I, 0) zart szimmetrikus monoidalis kategoria, V-kategoriaként te-
kintve a 13.3 Példa (e) pontjaban latott modon.

. N\
13.20. Allitas (hasznélja a Yoneda-Lemmat). Bdrmely C D V-funktor pdr ese-
~_ 7

tén bijekcio van az aldbbi struktirdk kozott.
D(L(-),—)

(i) CPxD [[@ V V-természetes izomorfizmus.

\/
C(=R(-))


http://www.tac.mta.ca/tac/reprints/articles/10/tr10abs.html
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idc R C L
7\ 77N
(i) C |n C é D |= D V-természetes transzformdciok, amikre
L\> D /11% \\d—//
idp

C——C C———=C
VAN RNV

wdentitas V-természetes transzformdciok.

Ezen feltételek teljesiilése esetén az (L, R) pdrt V-adjunkcionak hivjuk és a kordbbi
L = R jelolést haszndljuk.

Tetszéleges 2-kategoriaban egy adjunkciot a 13.20 Allitas (ii) pontjanak 2-cellai
definialnak.

13.21. Kovetkezmény. Minden 2-kategoridban — igy konkrétan 13.10 Tétel V-cat
2-kategoridjaban — a 7.2 Tétel, a 7.6 Allitds és a 7.1 Feladat zsinor diagramokkal
megfogalmazott bizonyitdsdt egy az egyben megismételve igazolhatoak az aldbbiak.

(1) Ha létezik a V-adjungdlt akkor V-természetes izomorfizmus erejéig egyértelmd.

(2) HoLAR:C - Cés L' 4R : C" — C V-adjunkciok akkor L'L 4 RR' is
V-adjunkcio.

(3) Barmely L4 R:D — Cés L' 4R : D" — C' V-adjunkcio esetén, és barmely
F:C —= CésG:D — D V-funktor esetén bijekcio van az LF — GL' és az
FR' — RG V-természetes transzformdaciok kiozott.

13.22. Allitas. (1) Ha L 4 R V-adjunkcio, akkor (a 13.12 Koévetkezmény U :
V-Cat — Cat 2-funktordra) UL 4 UR adjunkcio.

(2) Azon tovabbi feltevés mellett, hogy V(I,—) : V — set funktor visszaveri az izo-

morfizmusokat, eqy L V-funktornak pontosan akkor létezik R jobb V-adjungdltja,

ha U L-nek létezik jobb adjungdltja (ami persze természetesen izomorf U R-rel).

13.23. Allitas. Bdrmely L 4 R V-adjunkciora (és a 18.12 Kovetkezmény U : V-Cat —
Cat 2-funktordra) az aldbbi dllitdasok ekvivalensek.
(i) R (mint V-funktor) hien teli.
(ii) UR (mint funktor) hii és teli.
(i) Az L 4 R V-adjunkcio koegysége invertdlhato (mint V-természetes transzfor-
macio).
(iv) AzUL A UR adjunkcio koegysége invertdlhato (mint természetes transzformd-
cid).
13.24. Definicié (minden 2-kategoridban ugyanigy). V-ekvivalencia alatt az alabbi
adatok Osszességét értjiik.
e ':C— D és G:D — C V-funktorok,
e idc — GF ésidp — FG invertalhatd V-természetes transzformaciok.

Némileg pongyolan F-et (vagy G-t) is V-ekvivalencianak hivjuk ha létezik (F,G,
idc =2 GF,idp & FG) V-ekvivalencia.

13.25. Tétel. Bdarmely F V-funktorra a kovetkezd dllitdasok ekvivalensek.
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(i) F V-ekvivalencia.
(ii) F' (mint V-funktor) hien teli és (a 18.12 Kovetkezmény U : V-Cat — Cat
2-funktordra) UF lényegében sziirjektiv az objektumokon.

13.26. Ko6vetkezmény. (1) Ha F V-ekvivalencia akkor UF ekvivalencia.
(2) Azon tovdbbi feltevés mellett, hogy a V(I,—) : V — set funktor visszaveri az
izomorfizmusokat, F' akkor és csak akkor V-ekvivalencia ha UF' ekvivalencia.
Példdul eqy linedris funktor pontosan akkor linedris ekvivalencia, ha az alulfekvd funk-
tor ekvivalencia.

13.8. Gazdagitott limesz. Idénkbe végképp nem fér bele, ajanlott irodalom a 3.
Fejezet itt: Kelly: Reprints in TAC 10 (2005).

WIGNER F1zIKAT KUTATOKOZPONT, 1525 BUDAPEST 114, PF. 49
e-mail: bohm.gabriella@wigner.hu


http://www.tac.mta.ca/tac/reprints/articles/10/tr10abs.html

	Irodalom
	1. óra
	2. óra
	2.1. Izomorfizmus.
	2.2. Monomorfizmus.
	2.3. Epimorfizmusok.
	2.4. Felhasadó mono- és epimorfizmusok.

	3. óra
	3.1. Definíció és példák.
	3.2. Speciális nyilak cat-ban.
	3.3. Funktorok tulajdonságai.
	3.4. Speciális nyilak orzése.
	3.5. Speciális nyilak visszaverése.

	4. óra
	4.1. Definíció és példák.
	4.2. Természetes izomorfizmus.
	4.3. Ekvivalencia.

	5. óra
	5.1. Ábrázolható funktorok.
	5.2. Yoneda-lemma.
	5.3. Alkalmazások.

	6. óra
	7. óra
	7.1. Zsinór diagramok
	7.2. Adjunkciók tulajdonságai — zsinór diagramok használatával.
	7.3. Monádok.

	8. óra
	9. óra
	9.1. Teljes kategóriák.
	9.2. Végesen teljes kategóriák.

	10. óra
	10.1. Eloállítás.
	10.2. Visszaverés.
	10.3. Orzés.
	10.4. Limeszek felcserélhetosége.

	11. óra
	11.1. Monoidális kategória.
	11.2. Monoidális funktor.
	11.3. Monoidális természetes transzformáció.

	12. óra
	12.1. Fonott monoidális kategória.
	12.2. Monoidok.

	13. óra
	13.1. Gazdagított kategória.
	13.2. Gazdagított funktor.
	13.3. Gazdagított természetes transzformáció.
	13.4. Gazdagítás váltás.
	13.5. Szorzat és ellentett gazdagított kategória.
	13.6. Gazdagított Yoneda-Lemma.
	13.7. Gazdagított adjunkció és ekvivalencia.
	13.8. Gazdagított limesz.


