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Attekintés

fI

. Korrelatorok wilsoni RG folyamarol
(tetszOleges szignatura):

® Sokasagokon: kedvezd top.vektorteret alkotnak
® Sik tériddn bozonikus mezdkre: 3 UV limesz

® |gaz ez sokasagokon?

[Class.Quant.Grav.39(2022)185004]

Il. Feynman-mértékek wilsoni RG folyamaral
(euklidészi szignatura, sik térido, bozonikus mezok):
$ 3 UV Feynman-mérték
® 3 UV kesh potencidl

® Egy Uj wilsoni renormalhatosagi kritérium?

[arXiv:2502.16319]
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0. rész:

Jeldlések, bevezetés
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Disztribucioelmélet emlékezteto

Egyszerliség kedvéért: csak bozonikus mezd, sik téridon.

9 £ a végtelenszer diffhaté (sima) we_re\_/ a “nyilt” halmazok gy(jteménye

Topoldgikus vektorterek alkotnak:
p; € € (1 € N) — 0 ha 6 és derivaltjai is lok.egyenletesen nullahoz tart.

® S : agyorsan csokkend mezodk (Schwartz mezok) tere.
Topoldgikus vektorterek alkotnak:
w; € S (1 € N) — 0 ha 6 és derivaltjai x barmely polinom egyenletesen nullahoz tart.

® D : kompakt tartoju sima mezodk (teszt mezdk) tere.
Topoldgikus vektorterek alkotnak:
p; € D (i € N) = 0 ha egy kompakt tartomanyban maradnak és — 0 az £ értelemben.

/\/ csak sik téridon értelmezhetd

E D S ») D
—~— —~— ~—

sima mezok Schwartz mezdk teszt mezok

o |
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Disztribucidk az £, S, D terek folytons dualisai.

® ¢’ :folytonos £ — R lineéris funkcidnalok.

Ezek a kompakt tartéju disztribucidk.

S’ : folytonos S — R linearis funkcionalok.
Ezek a temperalt avagy Schwartz-disztribuciok.

® 7D’ folytonos D — R linearis funkcionalok.

Az 0sszes diszribuciok tere.

Természetes topoldgiaval felruhazhatok (“nyilt” halmazok).

/_\/ csak sik téridon értelmezhetd

&’ C
—~—

kompakt tartdju disztriuciok

S’ C
~—

Schwartz-disztriblcidok

D/
—~—

O0sszes disztribuciok

[Persze a fliggvények is disztribuciok, pl D C £’ és € C D’ stb.]
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Integralelméleti / valoszintiségelméleti emlékezteto

® |[egyen X halmaz (elemi események gyljteménye).

® |egyen ¥ az X részhamazainak gyljteménye, hogy:
® X az X -benvan.
® ha A a X -beli, akkor a komplementere is >-beli.
® minden megszamlalhat6 végtelen A; € X (i € N) -re az igNAi is X -beli.
A X -t szigma-algebranak hivjuk (6sszetett események avagy mérhetd halmazok).
Ha X topoldgiat (nyilt halm.) hordoz: altaluk generalt szig.-alg.-ot hasznaljuk (Borel).
Az (X, ) part mérheto térnek nevezzik.

® legyen p: ¥ — IR{(J{ U {oco} egy hamazokhoz sulyokat rendeld fliggvény, hogy:
® 4(0)=0.
® V diszjunkt megszamlalhat6 végtelen A; € ¥ (i € N) -re:  p( 'LEJNAi) = > u(Ay).
L 1€EN
#® 3 max megszamlalhatd végtelen A; € ¥ (¢ € N), hogy u(A;) < oo, €s X = .gNAZ-.

A o faggvényt mértéknek hivjuk.

Az (X,X, u) egy mértékier. [Pl: valoszinlsegi mértéktér, ha u(X) =véges.]
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Egy f: X — C flggvény mérhetd ha a mérhetd halmazokkal jéban van:

—1
minden B € Borel(C) -reaz f (B) 0skép X -ban van.
Tétel: f mérhetd < “hisztogramokkal” kdzelithetd, X -beli binekkel.

Azintegralia [ f(¢)du(é) a hisztogram alatti “terllet” kdzelitéssel van definialva.
peEX
Tétel: ez jéldefinialt.

Legyen (X, X, u) mértéktér, (Y, A) mérheto tér.
Legyen C': X — Y mérhetd leképezés.
A u eldretolt (avagy marginalis) mértéke C, o az Y-on definialhaté.

—1
[A (C, p1)(B) := u(C (B)) hozzarendeléssel, minden B € A -ra.]

Az eldretolas (marginalis képzés) csupan az integralasi valtozé trafé formalis definicidja.
Ha felejtd tipusu, akkor az “elfelejtett” szabadsagi fokok “kiintegralédnak”.

Ha p valségi mértékpl X = &,S8,D, &', S’, D’ tereken, akkor

Z() = [ e du(¢) az 6 Fourier-transzformaltja (QFT-0l: particios figgvenye).
PEX
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Wilsoni renormalas ideologiaja, euklidészi szignaturaban

® |Legyen S =T + V, hatasfunkcidnal, régzitett kinetikus + kcsh potencial széthasitassal.
Példa: T(p) = 5 [ @ (=A+m?)p és V(p) =g [ "

® Ekkor T -nek, illetve (—A + m?) -nek van K(-,-) propagatora, mely pozitiv definit:
® (—A+m?); K(z,y) = 6y(x),
$ minden j € S gyorsan cs6kkend forrasmezére: (K|j ® j) > 0.

® Emiatta Z.(j) := e~ 2 (KIi®3) (5 ¢ S) fliggvénynek “szép” tulajdonséagai vannak.

® Bochner-Minlos-tétel:
® a 7, fuggveny “szép” tulajdonsagai miatt,
® az S tér “szép” tulajdonsagai miatt,

3| v, valségi mérték S’, -en, akinek a Fourier-transformaltja Z ..

O a szabad elmélet Feynman-mértéke: [ (...)dy,.(¢) = [ (...)e T(®) «dg”.
peS’ peS’

® Csabito definicio a kdlcsbnhatd elmélet Feynman-mértékére:

L /(...)e—v<cz>> dyy (¢) [: /("')9_(T(¢)+V(¢)i «dqb»] J

peS’ peS’ —e—S(@)
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® Eznem megy. Akcshatd p:=e~" -+, Feynman-mérték rosszul definialt:

. -V
[ ae = [ VO )
eS’ vV cS’ N—— N e’
? a Feynman-mérték ¢ flggvenyszerli disztriblcidszerl
jelélt mezokon él mezokon él

Mert V' a mezok téridépontonkénti szorzatainak integralja, pl V(¢) = g [ ¢*.
Hogyan hozzuk a e~V és ~,. mennyiséget k6z0s térre?

® Fizikus kerllé megoldas: wilsoni regularizacio.
Vegylnk C': (disztribucioszerli mezdk) — (fliggvényszerli mezdk) folyt.lin leképezést.
Vegyuk a Gauss-mértékink C', v, marginalisat, amely Ran(C) téren él.
Ezek fliggvényszerli mezok, azaz e~V rajtuk értelmes:

[ G eV dC) @ [: [ e me@iven ««dso”]

peRan(C) peRan(C)
\ _ TV, regularizalt mezok alkotjak

[Schwartz kernel tétel: C' egy konvolucio operator egy tesztfliggvénnyel, ha transzl.inv.
Azaz, impulzustérbeli lecsengetd profil, avagy UV regularizator.]
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Nade mit csinaljunk a C-fuggéssel? Mi emogdtt a fizika / matematika?

® Legyen Vi (C € {reguarizatorok}) kcsh tagok egy serege. <+ uc := e VC - Cyy,,
Azt mondjuk, hogy ez wilsoni renormcsoport (RG) folyam, ha
J folytonos z : {regularizatorok} — R funkional, hogy:
v C, C’, C” regularizatorra, melyekre C"' = C’ C:-
2(C"), per = 2(0),Cipc  igaz.
[z a futd mezd amplitudd renormalizalé faktor.]

® Ha Go = ( go),gg%gg), ...) a puc momentumai, akkor ugyanez
3 folytonos z : {regularizatorok} — R funkional, hogy:
v C,C’, C" regularizatorra, melyekre C" = C’ C:
z(C'"n Qgﬁ = 2(C)" ™’ gg‘) minden n = 0,1, 2, ...-re.
[Ez pl Lorentz szignaturaban és sokasagokon is értelmesen kiréhaté (korrelatorokra).]

[Legyen z(C) = 1 mezbatskalazasi konvencio, jic := z(C)x uc il G& = 2(C)" GiM ]
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|. rész:

Korrelatorok wilsoni RG folyamairol
(barmely szignaturaban, sokasagokon is)

[Class.Quant.Grav.39(2022)185004]

|

A wilsoni renormcsopor t folvamok UV limeszérdl — p. 11/24



Korrelatorok wilsoni RG folyma, matematikailag
Definicié:

Egy C': (disztribuciészerli mezd) — (sima fliggvényszerli mezo)
az regularizator ha megtartja a kompakt tartét és injektiv kompakt tartdju disztribacidokon.
[Info: RN -en ezek pontosan kompakt tartoju teszfliggvényekkel valé konvolciok.]

Egy Go (C €regularizatorok) sima korrelatorokbdl allé sereg wilsoni RG folyam, ha
v C, C’, C" regularizatorra, melyekre C” = C’ C fennall:

gé’”) — @nC! gé”) igaz (n =0,1,2,...). +— RGE szignatUrafiiggetlen mat.definiciéja

A wilsoni RG folyamok tere nem Ures:
Minden disztribucié értelmli G korrelatorra a
g = @rcG™ (%)
sereg wilsoni RG folyam lesz.

Tétel[A.Laszd, Z.Tarcsay Class.Quant.Grav.41(2024)125009]:

1. Sokasagokon “szép” top.vektorteret alkotnak, mint a disztribuciok.

2. Sik téridon bozonikus mezokre, minden wilsoni RG folyam a (x) alakba irhato.
1

UV limesz.
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Tehat korrelatorok wilsoni RG folyama <« disztribucié értelmi korrelator.
(gyenge feltételezések mellett)

Osszegezve:

- QFT-ben, a fé6 meghatarozando6 objektum a disztribtcié értelmi korrelator.

- A fizikaiak “mozgasegyenlettel”, a master Dyson-Schwinger-egyenlettel valasztédnak Kki.
Ez a simitott (wilsoni regularizalt) példanyaikra réhaté ki [CQG39(2022)185004].

Akadémiai kérdés:
- Mi a helyzet igazi mértékek wilsoni RG folyamaval? (Euklidészi szignaturaban.)
[arXiv:2502.16319]

o |
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ll. rész:

Feynman-mértékek wilsoni RG folyamairdl
(euklidészi szignatura, sik térido, bozonikus mezok)

[arXiv:2502.16319]

o |
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Wilsoni renormalizacio euklidészi szignatiuraban

-

Euklidészi Feynman-mértékeket tanulmanyozunk sik téridén, bozonikus mezdkre.
[Az S és S’, disztribucidtereken dolgozhatunk — néhany hasznos tétel miatt ez j6.]

Regularizatorok: n € S Schwartz-figgvénnyel valé C,, = n  (-) konvollcio operator.

Szokas megkovetelni n -ra meg, hogy:
0 < F(n) <1 éshogy F(n) egységnyilegyen a nulla impulzus kérnyékén:

(A bizonyitasok ezzel is mennek.)

o |
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Legyen Vo (C € {regularizatorok}) kcsh potencialok egy serege «» pc :=e=VC - Ciry,,.. —‘
Még megengedhetjik a .-t szUl6 (—d? A + m?) paramétereinek C-fliggését.
Legyen ez wilsoni RG folyam:

vV C, C’, C" regularizatorra, melyekre C"" = C’ C:

/
ner — « HC

A Feynman-mértékek wilsoni RG folyamainak tere nem Ures:
Minden p valségi mértékre az S’ téren, a

pc = Cip ()
sereg wilsoni RG folyam.

Tétel[A.Lasz0, Z.Tarcsay, J.Ziebell arxiv:2502.16319]:
1. Sik tériddn bozonikus mezdkre, minden wilsoni RG folyam alakja a (x). < UV limesz

2. A kinetikus v, referenciamértek paraméterei nem futhatnak. + eff.elméletre sem!
3. Létezik V : 8’ — R U {£oo} mérhetd kcsh potencidl, melyre u=e=" - ~,..
4. Seholsem nulla Fourier-profili C regulatorokra e=VcoC . v, =e~V .+, igaz.
\—5. Ha egy ilyen C-nél Vo : C[S’] - RU{%o0} alulrdl korlatos, V' is ~,.-mm aluldl korIétos.J
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Mirol szol végiilis a wilsoni renormalas?

Eredeti probléma: —‘
- Adva egy V : {flggvényszer(i mezdk} — R U {400} potencidl, pl V(¢) =g [ ¢*.

-Az eV -t v, szerint integralnank, de az disztriblciészerli mezokon (S’ -n) él.

- v, “ritkdsan” nemnulla, pl a figgvényszerl mezdkdn nulla, tényleg S’ -re kell menni.

- Tehat V -t legaldbb .. -mm ki kell terjeszteni, hogy értelmezzlik p:=e=V -, -t.

Fizikusok 6vatossaga: lehet hogy ez lehetetlen.
- Attél tartunk, V' az S’ -n esetleg nem létezik.
- Helyette ~.. -t marginalizaljuk C -vel a sima mezokre, ott uc :=e=VC - Cy vy, értelmes.
- Szabaduljunk meg a ¢ -nek C -figgésétdl a wilsoni RG folyam fogalmaval.
Esetleg még uc — u is létezhet amint C — & ha szerencsénk van...

Eredményeink szerint: visszajutunk az elejéhez.
- Az UV limesz 1 Feynman-mértek tényleg létezik.
- De léteznie kell egy V' potencialnak is S” -en (y,.-mm), mely a V -hez asszociélhato.
- Célszerll tehat rogton V -t keresni.
- Alulrdl korlatos V -hez alulrdl korlatos mérhetd V' tartozik.
Ha taldlunk, u:=e~" - v, egy véges mérték automatikusan.
Egyetlen lehetséges patoldgia: az e~V és ~,. atfedési integrélja kicsi, lehet nulla.
L Csak annyit kell biztositani, hogy f¢€8’ e V() dy . (¢) >0 J
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Egy természetes kiterjesztés[A.Laszld, Z.Tarcsay, J.Ziebell arXxiv:2502.16319]:
Ha V' alulrél korlatos, van egy optimalis kiterjesztés, a “kapzsi” kiterjesztés.

V() := (vp)inf liminf V(np* - )
{nn—35} M=

Ez a simitassal kiterjeszés alsé burka, azaz e~V és ~,. atfedési integralja maximalis.

Trikkdsen ugy van csinalva, hogy V' mérheto legyen.

Tétel[A.Laszl6, Z. Tarcsay, J.Ziebell arXiv:2502.16319]:
A kcshatd p:=e~" -+, Feynman-mérték nemnulla pontosan, ha:

Anp — 0 / limsup e Y(Mn*®) dy,(¢) > O.
n—oo
peS’
Elegséges feltétel:

Inn — 0 lim e V(n*¢) dy,(¢) > 0.

n— oo

peS’

Pl, az 6sszes korlatos V' potencialra ez 1étezd UV Feynman-mértéket definidl.
\_(véjling, sin-Gordon igen. ¢* nem. (p? —?)? talan.]
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Osszegzés

-

Korrelatorok wilsoni RG folyama definialhato
minden szignaturaban és sokasagokon is.
Kellemes flggvenyteret alkotnak, kb mint disztribuciok.

Gyenge feltételezések mellett,
disztribuciod korrelatorokbdl szarmaznak (UV limesz).

Valszeg generikusan is igaz
(sokasagokon, szignatura fuggetlendl).

Euklidészi szignaturaban hasonld, Feynman-mertékekre.
+ egy ugy feltétel wilsoni renormalhatésagra.
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Tartalek foliak
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Kapcsolat a szokasos RG elmélettel

- N

Rogzitslk n € S -t, hogy [n =1 és F(n) > 0. Pl Gauss-farkd impulzustérben.
Vezessik be az 6sszepréselt n -1, azaz np(z) := AVn(Az) (zcRY és 1< A < o).

/
Dirac-delta kdzelitd lesz, na i> 6 amint A — oo.

oy : : L =V
A tétellink miatt, minden A esetén e " Cna °“a Yy =e VL.

U

Informalisan: Ve, -re diffegyenlet, ﬁ (e_VCm °Cnp "YT) =0 (1 <A< ).

QFT-ben ezt prébaljuk megoldani, V¢, |,_, kezdeti adattal.

De miért? A tétellink miatt, minden RG folyamhoz kell legyen V' az UV limeszben.
Miért nem rogtén az UV limeszbeli V' -t keressUk?

o |
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Szigoruan savlimitalt impulzuslevagas esete

Egyes QFT irodalmak ugy posztulaljak, hogy a regulatorok Fourier profilja teljesen levag:

Még a sarkos impulzuslevagas is (trikkdsen) matematikailag értelmezheto, ~, -mm:

Mi marad igaz a tételeinkbdl?
1. Sik téridon, bozonikus mezdkre, ha uc -knek van masodik momentuma, 3 © UV mérték.

2. A kinetikus, (—d?A + m?) -hez asszocialt Gauss mérték paraméterei nem futhatnak.
(Akkor sem, ha a folyam megszakad! Azaz, effektiv elméletekre sem.)

Nem tudjuk: igaz marad-e az UV potencial létezése.

Infé: sokasagokra a szigoru savlimitalas nem atvihetd, “nem természetes”.
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A regularizatorokrol

Eredeti probléma: fliggvényt kell csinalni disztribuciokbaol, hogy pl fMgo értelmes legyen.
Legyen C: & — & folyt.lin leképezés.

Schwartz-féle kernel tétel:
3 k(x,y) sima nggvény M x M -en: A C, tartsa a kompakt tartéjusagot és C? is!
VT € Dra (CT = (T|k(-,y)). Ekkor kiterjeszthetd C.. : D' — £ -ként.

i . i .

Legyen C,. injektiv £&’-n és Ct is! Haaz M =RY, C. legyen eltolas invarians.
Ekkor k(z,y) = n(x —y) vmely n € D\ {0} -ra.

M

~
- N

Azaz, C,, = Cy, =n*(-) vmely n € D\ {0} -ra.
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Sik tériddn az el6zdt Schwartz-disztribuciokon is eljatszhatjuk: legyen
C: 8" — & folyt.lin leképezés, hogy C* : £ — S C € az S’'-folytonos, és transzl.inv.
Ekkor: Cx =Cy =n«(-) vmely n € S\ {0} -ra.

Szokas F(n) -ra megszoritasokat tenni.

Pl Schwartz-fliggvény farka legyen. Ezek kdzott vannak pl Gauss-farkuak is.
Néha savlimitalt impulzuslevagast megkdvetelnek. Lehet még fokozni: nem trivi, de

éles levagas v,.-mm értelmes.

VAN

Sokasagokon nem értelmesek ezek.
Sik téridén sem természetes:

: :: ) Szokéasos atlagolas C,, -nak felel meg, n € D\ {0}.
* < Azonban, Paley-Wiener-Schwartz-tétel:

....... ekkor F'(n) nem lehet savlimitalt.
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