BEVEZETES A NEM-EGYENSULYI TERMODINAMIKABA

fRTA: VAN PETER

KivoNAT. Figyelem! A jegyzet az el6adastdl és az el6z6 valtozattdl tisztabb
forméban hasznélja az egyensily fogalmét!

1. BEVEZETES

A nemegyensilyi termodinamika a makroszképikus rendszerek keretelmélete.
Alapveté fogalma az egyensily, amit a termodinamikédban t&bbféle értelemben hasz-
nalunk. Nemcsak idébeli valtozatlansagot jeloliink vele, mint a mechanikdban, ha-
nem sajatos rendszertulajdonsigokat is.

Erdemes felidézni, hogyan osztjuk fel a mechanikat néhédny meghatarozé tulaj-
donséag szerint:

Statika Dinamika

Tomegpont | Kontinuum

Az els6 sor jelzoivel a mechanikai egyensulyban illetve mozgasban lev6 rendsze-
reket jeloljiik, a masodik sor pedig az alapveté anyagmodellt jelzi. A termodinami-
kaban tobbféle anyagmodellel és tobbféle egyensilyfogalommal taldlkozunk. Elsé
kozelitésben érdemes elgondolkozni az alabbi meghatirozé tulajdonsigok jelenté-
sén:

Egyensulyi Nem-egyensulyi
Fenomenologikus Statisztikus
Homogén (diszkrét) Kontinuum

Ezek jelzok a rendszer természetérél megéllapitott fizikai kiinduld feltevéseket
és a hozzajuk tartozé modellezési és matematikai médszereket egyarant jelolik. A
megfelel6 kombinacidik jellemzik a kiilénb6z6 termodinamikai elméleteket. Példaul
ilyenek a nem-egyensilyi fenomenologikus kontinuum elmélet (irreverzibilis termo-
dinamika), az egyenstlyi statisztikus homogén elmélet (statisztikus fizika), vagy
az egyensulyi fenomenologikus homogén elmélet (egyenstilyi termodinamika vagy
termosztatika), stb... Termodinamikai problémdak megolddsinal igen fontos észben
tartanunk, hogy éppen melyik elmélettel dolgozunk, hisz kiilonféle elmélettipusok
matematikai és modellezési eljarasainak keverésével konnyen hibazhatunk. A tovab-
biakban féleg a klasszikus termodinamikédval, azaz a homogén testekre vonatkozé
egyensulyi és nem-egyensilyi fenomenologikus elmélettel, és az irreverzibilis termo-
dinamikaval, tehat a kontinuumokra vonatkozé nem-egyensulyi fenomenologikus
elmélettel foglalkozunk.

Mindegyik fajta termodinamikai elméletben talalkozunk a termodinamika II. f6-
tételével, ami a termodinamika sajidtosan legfontosabb alapdllitdsa (axiéméja) és
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egyben a fizika egyik legfontosabb univerzalisan érvényes elve. A biolégiai rend-
szerek nagy része nyilt rendszer, dllanddan zajlé folyamatokkal. Ezért ebben a
jegyzetben a masodik fotététel dinamikai szemlélettel fogalmazzuk meg és tobbféle
modelben tesziik szemléletessé a tartalmat. Mindekozben az egyenstly kiilonféle fo-
galmait is elhataroljuk. A jegyzet épit a termodinamika alapfogalmainak ismeretére

(pL. [1]).

1.1. Egyensily. A termodinamika tankonyvei a termosztatika, azaz az egyensu-
lyi fenomenologikus homogén testekre vonatkozd elmélet ismertetésével kezdodnek.
Megtanuljuk, hogy a hémérséklet értelmezése csak egyensilyban lehetséges, hogy
az entropia az elmélet furcsa kozponti fogalma, hogy ezt a fizikai mennyiséget nem
tudjuk kozvetleniil mérni és csak egyensilyban értelmezett. Megtanuljuk tovab-
b4 az elmélet legalapvetébb axiémait/allitdsait, amiket fétételeknek neveziink. A
legfontosabb &llitds a termodinamika masodik fotétele lesz, amit altaldban t&bb
oldalrél korbejarunk.

A klasszikus termodinamika elsGsorban az egyensily furcsén hasznalt fogalma
miatt nehezen érthet6. Ugyanis a termodinamikai egyensily nem egyszeriien egy
id6ben allandé allapot, jol ismert, hogy folyamatok térténhetnek egy fizikai rend-
szerben akkor is, ha a jellemz6nek tekintett fizikai mennyiségek idoben allanddk.
Egy rendszerrdl, amiben ilyen, Gn. staciondarius folyamatok zajlanak, nem mindig
lehet egyszeriien eldonteni, hogy nincs teljesen egyensilyban. Réadasul a termodi-
namikai egyensily az elmélet kitlintetett szerepet jatsz6 fogalma, nem gy, mint a
mechanikdban, ahol a mozgasegyenlet specidlis megoldasait nevezziik igy, ebbdl ki-
folyélag a statika a dinamika egyfajta hatdreseteként addédik. A termosztatikdban
"hivatalosan’ nincs folyamat, nincs mozgasegyenlet. S6t a helyzet még bonyolul-
tabb, hiszen szoktunk folyamatokrél beszélni, de specidlis, pontosan igazdn nem
meghatarozott, in. ’egyensilyi’, ’kvazisztatikus’ vagy 'reverzibilis’ folyamatokrol.

A kovetkezékben meg fogjuk mutatni, hogy a termosztatikara célszertibb gy
tekinteni, mint dinamikus elméletre, ahol mindvégig a hattérben van egy dinamika,
és latni fogjuk, hogy ilyen mdédon vildgosan elkiilonithetéek lesznek a az elébb em-
litett 'reverzibilis’ folyamatok az ’irreverzibilisektodl’, illetve vilagosabb a II. f6tétel
jelentése is az idGbeli véltozéasok figyelembe vételével.

Hogyan keriilhetnek folyamatok a termosztatikaba? Mi az ami indokolhatja ezt
a megkozelitést? El6szor is vegyiik észre, hogy a modellezend§ fizikai valésagban,
azaz korilottink valtoznak a fizikai mennyiségek. Sokkal természetesebb egy olyan
modell, amelyik figyelembe veszi a valdsagnak ezt a természetét. Masrészt érdemes
megfigyelniink, hogy maga a termosztatika sem tud igazan elvonatkoztatni ettol;
szamos fogalma és kijelentése alapvetéen dinamikai természetii. A deklaraltan szta-
tikus elmélet tele van a folyamatokra vonatkozé kijelentésekkel. Gondoljunk arra
mikor azt mondjuk, hogy ”az intenziv allapothatarozdk kiegyenlitédnek”, ”az ent-
ropia novekszik” vagy egyszertien ” fazisatalakulas” és még sorolhatndnk. Természe-
tesen mondhatjuk azt, hogy ezek a megallapitasok a fentebb emlitett 'egyensuilyi’
folyamatainkra vonatkoznak. Viszont ekkor csak eloddztuk a problémét, hiszen
nem artana tisztdznunk, mi a koze ezeknek a hipotetikus folyamatoknak a valédi,
idGben lezajlé véltozdsokhoz amelyek leirasa kell legyen egy termodinamika valédi
célja.

Eppen ezért probaljunk valtoztatni a nézépontunkon, és nézziik meg mi az értel-
me a szokott fogalmaknak, ha megkiséreljiik az egész elméletet dinamikai szempont-
bol szemiigyre venni. Lehet-e, mondjuk, mozgasegyenleteket felallitani a mechanika
mintajara, s ha igen milyeneket? Mindenek el6tt pedig mi lesz a jelentése a fotéte-
leknek?



A tovéabbiakban az egyszeriiség kedvéért értelmezettnek tekintjiik a szokott ter-
mosztatikai fogalmakat és a kiilonféle empirikus fizikai mennyiségeket (hémérsék-
let, nyomds, térfogat, stb...), nyitva hagyva azt a kérdést, hogy egyenstilyok méré-
séboOl hogyan kovetkeztetiink a folyamatok kozben felvett értékekre, illetve, hogy
szitkséges-e valoban csak egyensulyok mérésére szoritkoznunk. Arra az dllaspont-
ra helyezkediink, hogy ha a fizika més elméleteinél ez nem probléma (mechanika,
elektrodinamika), akkor itt sem kell feltétlentil annak tekintentink.

1.2. Fo6tételek. Elészor is gondoljuk végig réviden, hogy mire is van sziikségiink
egy dinamikus elméletben, illetve mi az amit megtanultunk eddigi termodinamikai
tanulmanyaink soran ebbdl. Az elsé fététel, az energiamegmaradas konnyen érthe-
t6 és értelmezhet6 dinamikai szempontbdl. Teljes, formdjanal a Gibbs relacional a
differencidlokat idéderivaltakkal helyettesitve (ami mind matematikai, mind fizikai
szempontbdl korrekt eljaras) egy elsé pillantdsra jol értheté kifejezésre jutunk:

E=TS - PV.

Itt E a bels6 energia, T, P a hémérséklet és a nyomads, V az térfogat és S az
entrépia. Tudjuk, hogy a Gibbs reldci6 a benne szerepl6 entropia miatt mar részben
tartalmazza a mésodik fétételt is. Természetesen tisztaznunk kell, mit jelentenek
az itt szereplé mennyiségek, els6sorban az S entropia. Viszont a fenti kifejezés még
akkor sem lenne mozgasegyenletnek tekinthetd, ha mér tudnénk ezt (T6bb okbdl
sem. Miért is?). Tehdt ez a kérdés tovabbi vizsgdlatot kivén.

A maésodik f6tétel esetében még nehezebb a helyzetiink. Elészor is vegyiik észre,
hogy megkisérelve lecsupaszitani a sokféle megfogalmazasat legalabb harom fligget-
len allitasra bukkanhatunk, amiket néha kiilon-kiilon is szokas masodik fétételként
emlegetni:

— Létezik a termodinamikai dllapotnak egy olyan (entrépidnak hivott) fliggvénye
mely a megfelel6 allapotjelzék potencialja.

— Az entrépia konkav fiiggvénye a véltozéinak.

— Bizonyos termodinamikai folyamatok soran, bizonyos termodinamikai rendsze-
rekben az entrépia no.

Az elsé rész a klasszikus, Clausius, Gibbs, Farkas és masok altal alaposan vizs-
galt és Charathéodory altal axiamatizalt kovetelményt foglalja 0ssze. A mdsodik
allitas kovetkezményeképpen beszélhetiink az entropia és a hozza kapcsolédé po-
tencidlfiiggvények szélsoértéktulajdonsigairdl. Feltiinhet, hogy a harmadik rész
kimondottan érthetetlen, ha csak sztatikdra szoritkozunk. A fenti ’bizonyos’ és
‘megfelelé’ szavak pontosabb jelentésével eddigi tanulméanyaink sorén taldlkoztunk.
(Sokszor ellentmondésos médon. Példaul elszigetelt rendszerben, homogén testek
esetén semmilyen termodinamikai mennyiség nem véltozhat, igy az entrépia sem
tud néni, de persze csokkeni sem.)

Természetesen a masodik fotétel még szamos mas formaban is el6fordul. Idéz-
ziink fel két tovabbit megfogalmazést a fenti harmadik részre:

"HE csak melegebb helyrdl a hidegebb felé dramolhat.”

vagy taldn a legkvantitativabb:

’dS = d,S5 + d;5, azaz az entréopia megvaltozasa egy ‘reverzibilis’ és egy ’irre-
verzibilis’ részb6l tevidik ossze. Itt d,.S = Q/T, ahol @ a rendszer és kornyezete
kozotti hoatadas a folyamat sordn, illetve d;S > 0 az irreverzibilis megvaltozas
nagyobb mint nulla, és csak reverzibilis folyamatok esetén van egyenléség.”

A tovéabbiakban tulajdonképpen az itt emlitett fogalmakat fogjuk megvizsgalni,
pontosabban megfogalmazni és alkalmazni. Meglatjuk példaul, hogy mi koze ez
utébbi két megallapitasnak az entréopidnak a fenti elsé tulajdonsagban megadott
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meghatdrozé tulajdonsigdhoz, vagyis a létezéséhez (majdnem semmi), és noveke-
déséhez. Ekozben pontosan értelmezni fogjuk a maésodik fétételt, meglatjuk, ho-
gyan kapcsolédnak ossze a fent emlitett fiiggetlen darabjai (a létezés, konkéavitds és
novekedés) és mi a koziik a kiillonféle termodinamikai egyensilyok stabilitdsdhoz.
Mindezt homogén (diszkrét) testek és kontinuumok esetén is.

2. KO6ZONSEGES TERMODINAMIKA: REVERZIBILIS RENDSZEREK ES FOLYAMATOK

ltalaban dinamikai szempontbdl fogjuk vizsgalni az ’egyensilyi’ termodinami-
két az egyik legegyszeriibb termodinamikai rendszer példdjan (amit fantdzidtlanul
7egyszerl temodinamikai rendszernek” fogunk hivni). Homogén termodinamikai
rendszerek altalanos dinamikai elméletével, fétételekkel, testek és kdlcsonhatdsok
véltozatos rendszereivel részletesebben foglalkozik Matolcsi Tamés kényve [2].

2.1. Entrépia. Tekintsiink egy nagyon egyszer(i termodinamikai rendszert, amely
egyetlen termodinamikai testbol és a vele termikus és mechanikai kolcsonhatasban
bra).

To, Po

FIGURE 1. Az egyszerl rendszer

A termodinamikai testet kalorikus és termikus dllapotfiigguénye hatarozzak meg,
azaz ha megadjuk (megmérjik) a T hémérsékletét és p nyomdsat, mint az e fajlagos
belsé energia és a v fajlagos térfogat fliggvényét:

(T,p) : Rt x RT = Rt xR (e,v) — (T'(e,v),ple,v)).

A tovébbiakban némi pongyolasdggal nem mindig kiilonboztetjiik meg élesen a
fiiggvényeket a helyettesitési értékiikt6l: T'(e,v) példdul nemcsak a T fliggvény he-
lyettesitési értékét fogja jelolni az (e, v) helyen, hanem magédt a T figgvényt is a
valtozdinak kijelolésével.

A kornyezetet dllandé (Tp, po) hémérsékletével és nyomédsédval jellemezziik. A tes-
tet jellemzd allapotfiiggvényekrdl megkoveteljitk, hogy 1étezzen hozzdjuk egy s(e, v)
fiiggvény az alabbi tulajdonsiggal (ez a II. {6tétel elsé fele)

(2.1) 9s _ l7 9s _p
ode T ov T
Ez a figgvény lesz a fajlagos entrépia. A fenti tulajdonsig pedig pontosan
azt jelenti, hogy az (%, %) vektormez6 potencialos (lasd 5 fiiggelék).Vegyiik észre,
hogy definiciéjabdl kovetkezben az entrépia csak egy additiv allandé erejéig meg-
hatarozott. A potencidlossag az allapottérben lehetséges folyamatokra ad fontos
eléirdsrendszert. A mésodfaju 6rokmozgdok lehetetlensége ezzel kapcesolatos.
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A bevezetésben a II. fététel mésodik részeként emlitett tulajdonsdg, hogy az
entrépia (alulrdl) konkdv. Ezt szoktdk masképp 'termodinamikai stabilitdsnak’ ne-
vezni. Anélkil, hogy a részletes meghatarozasokat megadnank és a megfelel§ sza-
mitasokat elvégeznénk, szeretnénk utalni ra, hogy a konkavitas sziikséges feltétele
a maximum létezésének. Egyszerli rendszeriink esetén rdadasul azzal egyenértékii,
hogy az allapotfiiggvények megfeleld parcidlis derivéltjaira a kovetkez6 szemléletes
tartalmu egyenl6tlenségeknek kell teljesiilnie:

1 9T(e,v) Op(T,v)

=== J s o

Cy Oe ov

Széban megfogalmazva az elsé egyenlotlenség azt jelenti, hogy egy egyszerii ter-
modinamikai test bels6 energidjanak novekedése sziikségszertien a homérsékletének
novekedését fogja eredményezni illetve a homérsékletének novekedése a belso energi-
ajanak novekedésével jar, ha kozben a térfogatat allandé értéken tartjuk. Masrészt,
ha egy egyszeri termodinamikai test térfogatat noveljiik, nyoméasa csokken. Az itt
szerepl6 mennyiségeknek van kiilon neviik is, példaul c,-t az alland6 térfogaton
mért fajhének nevezziik, és hasonléan a masik parcidlis derivalttal kapcsolatban a
megfelel6 kompresszibilitast vezethetjik be. Jegyezziik meg, hogy a konkavités is
és az entropia bevezetése is kiilon-kiilon egy egyenléség- illetve egyenlétlenségrend-
szerrel megfogalmazhaté feltételrendszert jelent a termodinamikai testet jellemzd
allapotfiiggvényekre.

Példa 1. Erdemes belegondolni a fenti egyenléségek és egyenl6tlenségek fizikai je-
lentésébe. Nézzitk meg mit mondanak mondjuk idedlis, vagy Van der Waals gézra.
Emlékeztet6ill megadjuk az allapotfiiggvényeket:

Idealis gaz:

e RT(e,v)
T - = —2\57
() = = ple) = =2,

ahol R = 8.314% az altalanos gazallando.

Van der Waals gaz:

T(e,v) = E (e + %) , (p(e,v) +

a
c 2

) (v — b) = RT (e, v).

v

Itt a és b anyagallanddk.

Ellendrizzik, hogy mindkét gz esetén a (%, %) vektormez6 potencidlos. Sza-

mitsuk ki az entrépidkat.

2.2. Dinamika. Ezek utdn a nézziikk meg, hogy milyen formaji lehet termodi-
namikai rendszeriink dinamikai térvénye, mozgasegyenlete. Induljunk ki az els6
f6tételbdl, de most eredeti fizikai jelentését tekintsiik, ne a tobbféle informaciot tar-
talmazo6 Gibbs relaciot. Tudjuk, hogy a test belso energidja a megengedett termikus
kolesonhatds miatt a kornyezettel torténd hocsere kovetkeztében, a mechanikai kol-
csonhatas miatt pedig a mechanikai munka kovetkeztében valtozhat. Kérdés az,
hogy hogyan adhatjuk meg ezeket a kolesonhatasokat? Ha bevezetjik a termikus
kolesonhatds esetén a g(e, v) hdkozlés illetve a mechanikait jellemzd w(e, v) munka-

végzés fliggvényt, akkor irhatjuk, hogy:
é=q(e,v) +w(e,v)

Ez igy tobb szempontbdl sem kielégité. Eloszor is a termodinamikai testiink
allapotat két valtozéval jellemeztiik, ez pedig egyetlen valtozéra vonatkozo diffe-
rencidlegyenlet a fajlagos belsé energia valtozasdnak jellemzésére. Tehat kell egy
masik egyenlet is: v-ra. Masrészt a fenti egyenlet igy biztosan tdl altaldnos, meg
kell gondolnunk, hogy fizikai elvarasaink nem kévetelnek-e meg tovabbi feltételeket.
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El6szor egészitsiik ki a fenti differencidlegyenletiinket egy v-ra vonatkozo egyen-
lettel. Rendszeriink mozgésegyenlete, vagy méasképpen dinamikai térvénye, immar
megfeleld szamu valtozdra a kovetkezd formaju lesz:

(2.2) e = qle,v)+w(ev)
(2.3) v = fle,v).

Itt f-et térfogatdtaddsnak nevezzik. Ertelemszeriien feltételeztiik, hogy ¢, w és f
fiiggenek a termodinamikai testet jellemz6 valtozoktol, e-t6l és v-tél. Viszont termé-
szetes kovetelmény, hogy mivel a test és kornyezet kozotti kolcsonhatast hivatottak
leirni fliggenitik kell a kornyezet Ty homérsékletétdl és pg nyomésatol is. Tudunk-e
ettol tobbet mondani? Eloszor is tegytik fel, hogy a munkavégzés a szokott médon
fligg a térfogatvaltozastol, azaz w = —p0v = —pf formaban irhato.

Maésrészt elvardsunk a fenti fizikai rendszert6l, hogy létezzen egyensiilyi allapota,
amit akkor vesz fel, amikor a test hOmérséklete és nyomédsa megegyezik a kornyezet
homeérsékletével és nyomasaval. Ez pontosabban azt jelenti, hogy a

T(eg,v0) =Ty és p(eo,v0) = po

algebrai egyenletrendszer megolddsaként adddo (eg, vo) fajlagos belsé energia és faj-
térfogatértékek a (2.2)-(2.3) differencidlegyenlet egyensiilyi megolddsat kell adjak.
Ezért a kolesonhatdst leird ¢ és f fiiggvényeink az (e, v) értékektdl a hémérsékleten
és nyomadson keresztiil fiigghetnek ¢(T'(e,v), p(e,v), To, po) illetve f((T(e,v),p(e,v),
To,po) forméban, rdaddsul olyan médon, hogy amikor a test hémérséklete és nyo-
mésa megegyezik a kornyezetével, akkor ne legyen hé- és térfogatdtadds, azaz a g
és f fiiggvények értéke ekkor nulla lesz: (7o, po, To, po) = 0 és f(To, o, To, po) = 0.

Példa 2. Nézziink egy konkrétabb termodinamikai rendszert, a kolcsénhatdsokat
leiro fliggvények kovetkezd megadaséaval:

Q(Tap7 TOapO) = _A(T - T0)7 f(T7p7 TOapO) = K‘(p _pO)a

ahol A és k a ho és térfogatatadast jellemzo egytuitthatok. Ekkor dinamikai torvé-
nyiink alakja:

(2.4) e = —=XT(e,v)—Ty) —ple,v)v
(2.5) v = k(p(e,v) —po).

Vizsgaljuk kiilon azt az esetet, amikor nincs mechanikai munkavégzés, azaz xk =
0. A mozgasegyenlet jelent&sen egyszeriisodik:

e=—-\NT(e,v) —Tp).

Ha idedlis gaz a termodinamikai test vagy legalabbis kalorikus allapotfiigvénye
T(e,v) = e/c formaju, akkor differencidlegyenletiink ¢I' = —\(T — Tp) formét Glti.
Ennek kiilon neve is van, Newton féle lehtilési torvénynek hivjuk.

Vegyiik szemiigyre ez utébbi format egy kicsit kozelebbrdl is. ElGbbi, termo-
dinamikai testre vonatkozé kikotésiink (a konkavitds) szerint ¢ > 0. Mi térténne
akkor, ha A < 0 lenne? Ebben az esetben, ha T > T akkor 7' > 0 lesz, azaz a test
homeérséklete novekedne. Tehét a kezdeti hémérsékletkiillonbség a test és a kornye-
zete kozott tovabb néne, egészen addig amig a fenti differencialegyenlet érvényes.
A mindennapi tapasztalatunk szerint viszont a magukra hagyott, kdrnyezetiikkel
termikus kolesonhatdsban allé termodinamikai testek hémérséklete kiegyenlitédik,
tart a kornyezet homérsékletéhez. Ezért, hogy kizarjuk a fentihez hasonl6 furcsa,
instabil folyamatokat, fel kell tételezniink, hogy A > 0.
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A példabdl lathatéan tovabbi kovetelményeket kell kirénunk kélesonhatést leird
fliggvényekre, hogy tlikrozzék fizikai elvarasainkat a folyamatok irdnyaval kapcso-
latban. Ezt a kovetkezd egyenlOtlenség formajaban tessziik meg:

q
(26) ~L@ - Ty) + fp—p0) 20,
ahol egyenl6ség csak akkor allhat fenn, ha T'= T és p = pyo. Erdemes végiggondol-
ni, hogy mit jelent ez az el6iras fizikai szempontbol. Az egyes tagjainak kiilon-kiilon
szemléletes a jelentésiik. A (2.6) formuldra a tovdbbiakban dissszipdcids egyenléi-
lenség néven hivatkozzuk.

Példa 3. Térjink vissza a fenti specidlis forméju (2.4)-(2.5) dinamikai térvényhez.
Ez lathatoan teljesiti a méasodik fotétel egyenlétlenségét, ha a A > 0 az el6zdeknek
megfelelGen, illetve ha k is pozitiv.

Ezzel (pillanatnyilag) minden fizikai elvérdsunkat beépitettiik egyszer(i termodi-
namikai rendszeriink modelljébe.

Termodinamikai testiink allapotfiiggvényeihez létezik egy konkdv entrépiafiige-
vény. Bevezettiink tovabba &ltaldnos formaban egy dinamikai torvényt, egy dif-
ferencidlegyenletet, olyan mddon, hogy tartalmazza az energia megmaradésat, a
kolesonhatas lefrasa megfeleljen a termodinamikai egyensulytol elvart feltételeknek
és tiikrozze bizonyos, a folyamatok iranyara tett elvardsainkat. Ezek a feltételek
egylittesen azt eredményezik, hogy termodinamikai rendszeriinkben allandé kiils6
feltételek mellett a folyamatok az egyensuly felé tartanak, azaz matematikailag ki-
csit pontosabban fogalmazva a termodinamikai egyensily aszimptotikusan stabil
(l4sd B fiiggelék) mert az

e
(2.7 L(e,v) = s(e,v) — T %v
fiiggvény a rendszer (eg,vg) egyensilydhoz tartozé Ljapunov fiiggvény lesz.

Ennek bizonyitdsahoz két dolgot kell ellenérizniink. Egyrészt, hogy a fenti flige-
vénynek szigori maximuma van az egyensulyban, masrészt, hogy a rendszer szerinti
derivaltjanak szigordian minimuma, azaz szigorian pozitiv, mivel a minimum ér-
téke nulla. Az elsd feltételrél konnyen lathatd, hogy teljesiil, hisz L értéke nulla
az egyensulyban és konkav fiiggvény az entrépia konkavitdsa miatt. A rendszer
szerinti derivalt pedig

[ ]
(7)) et (5-2) =5 (R0 -1+ fo-m) 20
ami a (2.6) egyenl6tlenség miatt lesz szigortan pozitiv.

Fontoljuk meg alaposabban a fonti allitas fizikai tartalmét.

Elészor is mi lesz a (2.7) fiiggvény (fizikai) jelentése? Erdemes tudni réla, hogy
Th-al megszorozva sajat neve is van, az adott nyitott termodinamikai rendszer ’exer-
gidjanak’ hivjuk, amely mennyiség a rendszer maximaélis munkavégzo képességét
jellemzi (azt a munkdt, ami a mésodik f&tétel szerint maximum kinyerhet6 a rend-
szerbdl idedlis koriilmények kozott). Madsrészt beldthaté (ldssuk be), hogy més
szempontbdl L a test és kornyezete egyiittes entropidjanak tekintheto.

Vizsgdljuk meg most az s fajlagos entrépidnak (2.2)-(2.3) differencidlegyenlet
rendszer szerinti derivaltjat, azaz nézzilkk meg, mi az entropia valtozasi sebessége,
amikor a folyamatokat a (2.2)-(2.3) differencidlegyenlet hatdrozza meg. Konnyen
megkapjuk, hogy

p q

. 1 . :
5= DS'(Q—PU,f):T(q—PU)‘FTU: T

Mivel a termodinamikai test hét adhat le és vehet fel a kornyezetétdl, ¢ pozi-
tiv és negativ egyarant lehet, ezért a test entropidja novekedhet és csokkenhet is.
7



Persze ez nem tulsdgosan meglepd, hiszen nyitott rendszerrdl van szé. Mivel az L
fliggvényiink a test és kornyezete egyiittes entrépidjanak felel meg, ezért a diffe-
rencidlegyenlet szerinti derivaltjanak pozitivitasa azt jelenti, hogy a teljes rendszer
entropidja a folyamatok soran névekedni fog. Figyeljiik meg, hogy az fenti 5= %
egyenléség a bevezetés végén emlitett d,.s reverzibilis entropiavaltozasnak feleltet-
het6 meg.

Itt érdemes kitérni a Gibbs relacié értelmezésének kérdésére is. Sziikséges volt-e
bevezetniink a ¢ h6kozlést, ha végiil igyis visszakaptuk a ¢ = T'$ Osszefiiggés miatt
az eredeti formdat? Természetesen igen. Hiszen az elébbi Osszefliggésben nem § 4ll,
hanem a rendszer szerinti derivalt ami az eredeti differencidlegyenletiinktdl fiigg.
Mas széval a Gibbs relaciét nem lehet differencidlegyenletként értelmezni, ha nem
tartalmaz a termikus kolcsonhatdsra vonatkozé informéciét. A Gibb relacié kap-
csolatot ad meg a benne szerepl6 fiiggvények megvaltozasdnak viszonyara minden
lehetséges (a termodinamika fent beépitett posztuldtumainak megfelel6) folyamat-
ra, de nem szamithaté ki beldle a folyamat!!

Végiil vegytik észre, hogy a méasodik f6tétel bevezetében emlitett latszdlag fiig-
getlen mindharom része a helyére keriilt. Az els6 rész vezeti be az entrépiat, a
masodik rész biztositja, hogy a rendszer teljes entrépidjanak valéban maximuma
van egyensilyban, a harmadik rész pedig el6irja, hogy a folyamatok soran nove-
kedjen. Kideriilt, hogy egyiitt, és csak egyiitt olyan feltételrendszert irnak eld a
termodinamikai testre és a test és kornyezet kolcsonhatasara, ami biztositja, hogy
a folyamatok kozeledve tartsanak az egyensilyhoz, azaz a termodinamikai egyen-
suly aszimptotikus stabilitasat.

3. KO6ZONSEGES TERMODINAMIKA: IRREVERZIBILIS RENDSZEREK ES
FOLYAMATOK

Az el6z6 részben ismertetett termodinamikai rendszerrel kapcsolatban a tobbféle
jogos kifogas meriilhet fel. Ha szemiigyre vesziink egy konkrét anyagot, mondjuk
egy gazt, és a benyomott allapotban tartott dugattyut hirtelen elengedjiik, ak-
kor azt varjuk, hogy a dugattyd egy egyenstlyi helyzet koriil (csillapitott) rezgd
mozgast fog végezni. Ilyen viselkedés leirdasara a fenti modelliink nem alkalmas
(Miért?). Kissé dltaldnosabban fogalmazva: miért vérjuk el, hogy az egyensilyban
mért Osszefliggések a termodinamikai test dllapothatarozéi kozott érvényesek legye-
nek egy folyamat soran is? Egyaltalin ugyanazok lesznek az dllapothatarozdink,
amik egyensulyban voltak? Ez a rész arrol szél, hogyan kezelhetjiik ezt a problémét
a homogén fenomenologikus elmélet keretei kozott.

Tekintsiik ismét egyszerii termodinamikai rendszeriinket egyetlen termodinami-
kai testtel és a vele termikus és mechanikai kolcsonhatasban levé kornyezettel. Mit
kellene tenniink, hogy a fent emlitett teljesen mechanikai rezgés leirasara is alkal-
mas legyen a termodinamika? Ki kell béviteniink a mozgdsegyenletiink mecha-
nikai részét, hogy jobban hasonlitson a Newton egyenlethez, fel kell tételezniink,
hogy a fenti masodik egyenlet nem elsé, hanem mésodrendli. Ezzel képessé valunk
rezgémozgdsok modellezésére (és még mas szempontokbdl is természetesebb ez a
dinamikai térvény). Mdédositott mozgdsegyenletiink tehat a kovetkez6 lesz:

(3.1) ¢ = G-,

(3.2) i o= f.

Persze ennek a modositdsnak komoly dra van. A egyenletiinkben ugyanis val-
tozéként felléphet az u := ¥ térfogati sebesség. Vegyik észre, hogy u ugynevezett
dinamikai mennyiség, a folyamat sordan nem nulla az értéke, egyensilyban eltiinik.
Ezek utan persze azt sem zarhatjuk ki, hogy allapotfiiggvényeink, a termodinamikai
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testet meghatarozé allapotfiiggvények, illetve a kdlcsonhatds a térfogati sebességtél
fliggenek.

Vagyis a termodinamikai test allapotat leiré adatok koziil mostméar nem zarhat-
juk ki a térfogat derivéltjat sem. Megvaltoztatva a mozgasegyenletet megvaltozott
az allapot. De mit is neveziink ltalanosan a fizikaban az dllapot azoknak az ada-
toknak az Osszességét, amelyek meghatarozzak a folyamatot. Az pedig, hogy mi
hatdrozza meg a folyamatot a dinamikai torvénytél (a differencidlegyenlettdl) fiigg.
Tehat nem nagy csoda, hogy az allapot a dinamikai egyenlettol fiigg. Gondoljunk
csak a mechanikara. Ott helyzetnek neveztiik azokat az adatokat, amelyek megha-
taroztdk az egyenstlyt. Viszont egy tomegpont mozgéséllapotdnak (mozgds folya-
man adott idépontbeli jellemzéséhez) szitkséglink volt még a sebességére is. Azért
csak a sebességére, mert a Newton egyenlet masodrendii, igy egy adott idépontban
megadva egy tomegpont helyzetét és sebességét a tovabbiakban meghatdrozhatd
a mozgas, ha a kiils6 kortilmények egyébként ismertek. Itt a termodinamikaban
most (e,v) megaddsa egy adott idépillantban meghatdrozza a termodinamikai test
hémérsékletét és nyomasat, vagyis az egyensilyt, tehat ezt tekinthetjik helyzetnek.
A fenti kiterjesztett (3.1)-(3.2) mozgdsegyenlet esetén (e,v,u) lesz az édllapot. Az
el6z6 részben - reverzibilis termodinamikai testekre - a helyzet és az éllapot ugyanaz
volt, az egyensilyt jellemz6 adatokon til nem volt sziikségiink tjabbakra a mozgés
jellemzéséhez. Ebben a részben - irreverzibilis termodinamikai testekre - dinamikai
valtozdk bevezetésével tudtuk jol leirni a megfigyelt jelenséget.

Termodinamikai testiinket most is a kalorikus és a termikus allapotfiiggvényével
definidljuk, de ezek a fiiggvények altalaban allapotfiiggéek lesznek. Az egyszerliség
kedvéért tegyiik fel, hogy a kalorikus dllapotfiiggvénytink véltozatlanul csak e-t6l és
v-t8l, az egyenstilyt jellemzd "helyzettdl” fiigg (ellenkezd esetben nem hagyhatndnk
t6bbé figyelmen kiviil a hémérséklet értelmezése koriili problémédkat). Tehdt a test
most a kovetkezo formaju fiiggvénykapcsolattal van megadva

(T,p) : Rt x Rt x Ro— RT xR (e,v,u) — (T(e,v),p(e,v,u)).

Célszerli tovabba termikus allapotfliggvényiinket szétbontani egy csak helyzet-
fligg6 reverzibilis és egy egyensulyban eltiing, irreverzibilis vagy a nyomasnal spe-
cidlisan viszkozusnak nevezett részre:

ﬁ(e7 U’ u) :p(e7 U) +pv(e7 U’ u)7
ahol p¥(e,v,0) = 0. Az éllapotfiiggvényeknek most csak az reverzibilis részérdl ko-

veteljik meg, hogy létezzen hozzajuk egy konkav s fliggvény a el6z6 fejezetbdl mar
ismert potencial tulajdonsaggal

ds 1 ds p

de T v T
Példa 4. Specidlisan Navier gdznak neveziink egy termodinamikai testet, ha termi-
kus éallapotfiiggvénye a kovetkezo alakban irhato:

ﬁ(ev v, U) = p(e, U) — RU,
azaz p¥(e,v,u) = —ku, ahol k adott szdm. Fontos észrevenniink, hogy ha xk > 0,

akkor a viszkézus nyomés a térfogati sebességgel ellentétes eldjelli, mintegy fékezi
a mozgast.

Itt is elbirjuk az egyensuly létezését az elézéekhez hasonlé médon. Elvérjuk,
hogy differencidlegyenletiinknek egyensilya legyen a T' = Ty, p = pg és u = 0
feltételekkel meghatdrozott allapotban (Miért is?). Tehdt

Q(eavau) = q(T(@,’U),ﬁ(@,’U,U),TO,pO,'U/),

f(e,v,u) = f(T(B,’U),ﬁ(B,’U,U),To,po,u),
ahol ¢(Tb, po, To, po, 0) = 0 és f(To,po, To, po,0) = 0.
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Hétra van még a folyamatok irdnyara vonatkozé eldirds. Vegyiik észre, hogy
annak valahogy a viszkézus részekre tett feltevéseket is tartalmaznia kell. Ennek
megfogalmazasahoz el kell gondolkoznunk az energia fogalman. Reverzibilis testek
esetén e-re konnyedén ramondtuk, hogy bels6 energia, de pontosan mitol bels6 egy
energia? Ha az Osszes energidbdl (ami megmarad elszigetelt rendszerben) levon-
juk azokat az energidkat, amiket a rendszer mas kolcsonhatasaival kivonhatnank
a rendszerbdl, akkor a maradékot tekinthetjik az adott termodinamikai testre és
kolesonhatdsi viszonyokra jellemz6 belséd energidnak. Jelen esetben a mechanikai
kolesonhatashoz, a térfogati sebesség miatt tartozik egy kinetikus energia, mas kol-
csonhatast nem vettiink figyelembe, ezért a bels6 energia a kdvetkezd

u?

& =e=75
ahol 7 pozitiv szdm egyfajta effektiv tomeget jelol. (Vigydzat! A bels6 energia aztdn
végképp nem munkavégzd képesség.) Entrépiafiiggvényiink irreverzibilis esetben is
tulajdonképpen valtozatlan a reverzibilis esethez képest: a belso energiatol fiigg
2
5(e,v,u) = s(e —v%,v). Parcidlis derivaltjai ebbdl
0§  0Os 1 05 0s p 05  Os YU

B3 T8 T T w0 MTTT

Vagyis § az (%, z, f%,) vektormezé potencidlja. A valtozdkat jelolve (T(ep,v)
és p(ep,v)) érthetd, hogy miért hidnyzik a hullimvonal a hémérséklet és a nyomads
jelolésénél. Ezek utdn (3.1)-(3.2) egyenleteket az irreverzibilis folyamatok térgyala-
sdhoz kényelmesebb formaban fogalmazzuk meg. Ehhez el0szor az energiamegma-

radasat kifejezd elsé egyeneletet érdemes atpofoznunk

€=¢—yui=§4—pv = é=q+ (y0—p)v).

Ezzel a teljes egyenletrendszer

(3.4) ¢ = 4+ (vo—po),
(3.5) v o= u,,
(3.6) o = f.

Masrészt a disszipdcios egyenldtlenséget is modositanunk kell. Egyszerti irrever-
zibilis rendszeriinkre érvényes forméja:

(3.7) ~ LT —Ty) - pPu >0,

To
ahol egyenléség csak egyensilyban &llhat fenn. Erdemes belegondolni az utolso,
djabb tag jelentésébe. A p¥ viszkdzus nyomas a térfogati sebességgel ellentétes kell
legyen. Példdul a Navier gaz teljesiti ezt a kdvetelményt, ha x > 0, a viszkézus nyo-
mas fékezi a mozgdst. Az egyszerliség kedvéért kell egy specidlis feltevést tenniink.
Az f fiiggvény fejezzen ki tisztdn mechanikai er6hatést. Azaz legyen

(3-8) f= (P - po)/gamma.

Ezek a feltételek egyiittesen azt eredményezik, hogy termodinamikai rendsze-
riinknek létezik egyensilya amit a

T'(eo,v0) = To, pleo,v0) =po, u=0

feltételrendszer hatdroz meg, és ez az egyensily aszimptotikusan stabil. Ez abbdl
lathatd, hogy az



fiiggvény a fenti egyenstlyhoz tartozé Ljapunov fliggvénye a (3.4)- (3.6) dinamikai
torvényiinknek. Javasoljuk az olvasénak, hogy ellenérizze a fenti allitast és gon-
dolkozzon el, hogy vajon ez a Ljapunov fiiggvény milyen feltételek mellett hozhatd
kapcsolatba a rendszer (test és kornyezet) entrépidjaval.

Itt is nézziik meg az entrépia valtozasat a folyamatok soran. Egyszertien adédik,
hogy

« 1, . p. 4 Dpu
s:—(q—pv)—l—fv:—— T

N

Ez teljesen altalanos f—re igaz, nem fiigg a specidlis (3.8) vélasztastol.

Vagyis az entrépia a folyamatok soran gy véltozik, hogy a valtozéas felbonthatd
egy reverzibilis részre (d,s := ¢/T) és egy irreverzibilis részre (d;s :== —p¥u). Az
irreverzibilis rész pedig egyenstlyon kiviil nagyobb lesz mint nulla a masodik f6tétel
miatt (ha az egyenl6tlenséget tagonként megkoveteljik).

Egyszerii termodinamikai rendszeriink (kornyezetével termikus és mechanikai
kapcsolatban &ll6 termodinamikai test) példdja alapjan vildgos, hogyan osztdlyoz-
zuk a termodinamikai folyamatokat. Azt mondhatjuk, hogy egy termodinamikai
folyamat reverzibilis (kvézisztatikus), ha a lefrdsdhoz elegenddek az egyenstlyi vél-
tozok, és irreverzibilis, ha a folyamatok leirasahoz kellenek dinamikai, egyensilyban
eltling valtozok is (nem feltétleniil sebességek). Ez alapjan persze vildgos, hogy a
reverzibilitas-irreverzibilitas megkiilonboztetés a fenti értelemben nem a folyamat,
hanem inkébb a fizikai rendszer, pontosabban annak leirdsiara bevezetett modelliink
jellemzéje, hiszen a dinamikai torvényrol és a sziikséges valtozokrdl méar a modell
felallitasakor rendelkezniink kell. Mind a reverzibilis, mind az irreverzibilis termo-
dinamikai rendszer folyamatai dlland6 kornyezetben az egyensilyhoz tartanak. A
reverzibilis rendszer esetén a kornyezet, azaz Ty és po folyamatos valtoztatasaval
elvileg lehet&ség van arra, hogy viszavigyiik a kezdeti allapotba a termodinamikai
testet, ireverzibilis rendszer esetén erre elvi lehetGség sincs: a térfogati sebességet
nem tudjuk a hatarfeltételek segitségével beallitani. Ha a disszipacionak a dissz-
paciés egyenl6tlenségek bal oldalan all6 fliggvényt tekintjiik, akkor lathatd, hogy
mindkét fajta rendszer lehet disszipaciémentes, ha a kolcsonhatasra és a testre
vonatkozé anyagi fliggvények megfeleldek (pl. ¢ = 0 mindkét esetben sziikséges
feltétele ennek).

3.1. Tovabbi észrevételek. Természetesen nem sziikséges egyetlen testre és e-
gyetlen kornyezetre szoritkoznunk, a mechanikdban fontos szerepet jatszé tobb-
testproblémédkhoz hasonldan itt is targyalhatjuk egymassal kolcsénhaté tobb test
és kornyezet rendszerét. SOt tobbfajta kolcsonhatast vehetiink figyelembe, illet-
ve més médokon is bonyolithatjuk a rendszert (példdul kényszerekkel). Fontos
megjegyezniink, hogy bonyolultabb termodinamikai rendszerek egyensulyanak sta-
bilitdsat nem mindig tudjuk a fentihez hasonlé egyszert, és fizikailag is kézenfekv§
feltételekkel bizonyitani (s6t, dltaldban még az egyenstly 1étezése is kérdéses lehet).

Italdban a mozgdsegyenlet egyensilya nem mindig lesz stabil. De ez nem is
varhato, hiszen differencidlegyenletiink olyan idében &llandé megoldasait, ahol a
termodinamikai rendszerben munkavégzés vagy hoatadas zajlik, termodinamikailag
staciondrius allapotnak és nem egyenstlynak tekintjiik.

Példa 5. Egyetlen test két kiilonb6z6 hémérsékletii hotartallyal termikus kapcso-
latban. A staciondrius dllapot stabilitdsanak bizonyitdsa. Fold-Nap-vilagtir.

Példa 6. ltaldban a stacionarius allapotok aszimptotikus stabilitasat nem fogja fel-
tétleniil biztositani a masodik f6tétel, de esetleg feltételeket ad ra.
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Példa 7. Hétartalyok, ’izo’ folyamatok. A izoterm, izobar folyamatok: feltétel a
kolcsonhatésra. A folyamatok sebessége csak relative, azaz mas folyamatok sebes-
ségéhez képest lehet dont6. Pl. izotermnek tkinthetd egy folyamat, ha a héatadas
sebessége 1ényegesen nagyobb a tobbi, figyelembe vett folyamat sebességénél.

Példa 8. A kolcsonhatéas pontos forméaja fontos a stabilitdshoz. Rugalmas burok -
nem az Osszentrépia a Ljapunov fliggvény.

Példa 9. Extenzivitas, kémiai potencidl.

Példa 10. Egyirdnyusdg, kinematikai kényszerek. Molekuldris motorok hatasfok-
vizsgalata.

Szamos tovabbi kérdés vizsgdlatdra nincs lehetéségiink a kurzus keretei kozott.
Ilyenek példaul a fazisdtalakuldsok, méds kolecsonhatdsok (anyagdtadds, elektromos
és mégneses polarizdcié, stb...). Nem esett tovdbbd sz6 a kémiai termodinamika
és a reakcidkinetika kérdéseirdl sem, pedig az életfolyamatok esetén éppen ezek
adhatjdk meg egy lehetséges altalanos targyalas kereteit.

Vegyiik észre, hogy az id6beli valtozasok egyensilyhoz tartdsanak megfogalma-
zasaval, illetve a reverzibilis-irreverzibilis termodinamikai test fogalméval elvalasz-
tottunk két in. "egyensuly” tipust. Mindkét féle értelemben szokds nemegyensilyi
folyamatrdl beszélni. Reverzibilis rendszer valtozasait nem is szokas idébeli val-
tozdsnak tekinteni, sokszor ”végtelen lassi” (7) folyamatokrdl beszélnek. A fenti
megfontolasokban az

— egyensily mindig dinamikai egyensily, egy differencidlegyenlet egyensilyi meg-

oldésa, a

— disszipdcid a disszipdcids egyenlStlenség bal oldala (a rendszer Osszes entrdpi-

djanak termelési sebessége),

— drreverzibilis a rendszeriink akkor, ha dinamikai valtozdk kellenek leirdsahoz,

azaz olyan fizikai mennyiségek, amelyek egyensulyban nulldk, nem észlelhet6ek.

Természetesen a végén megkérdezhetjiik: mire j6 mindez? Megértettiink és at-
fogalmaztunk egy régi és j6l miikodo elméletet, adhat-e ez tébbet annal, amit eddig
is tudtunk? Remélhetéleg igen. Egyrészt mert lattuk, hogy homaélyos fogalmait
szamos ponton érthetévé tudtuk tenni... Masrészt még egy teljesen jol miikodd és
ellentmondédsmentes elmélet esetén is annak mélyebb megértése, vagy esetleg mas
oldalrdl torténé megvilagitasa mindig 4j kérdéseket, tovabbgondolandé szempon-
tokat vet fel. Mi lehet mondjuk a mésodik fététel tartalma? Valdéban az entrdpia
létezése és novekedése bizonyos rendszerekben? Vagy altaldnosabban az egyensily
stabilitdsa? Ez anndl is inkdbb érdekes, mert az egyensily stabilitasat a példa-
ként emlitett rendszerben (és méasokban is) lehet bizonyitani az entrépia létezésénél
gyengébb feltételekkel is. Szdval természettorvény az entropia léte, vagy kényelmes
megallapodas? A feltételek immar vizsgalhatok...

4. NEMEGYENSULYI TERMODINAMIKA - KONTINUUMOK

Ahogy a bevezetében mar emlitettiik, a termodinamikdnak vannak a kontinuu-
mok leirdsira vonatkozé modelljei is. Kontinuumok esetén a dinamikai egyenletek
bevezetése megkeriilhetetlen és kézenfekvo, ezért szokds a fenomenologikus elméle-
tet nemegyensuly: termodinamikdnak hivni.

Ekkor, mint azt mar mechanikabdl jél tudjuk, matematikai eszkozeink bonyolul-
tabbak. A fizikai mennyiségek (adott vonatkoztatédsi rendszerben) a tértdl és id6tol
fligeg6 tobbvaltozos fiiggvények, un. térmennyiségek lesznek. Ennek megfeleléen a
mozgastorvényeink is kozonséges differencidlegyenletek helyett parcialis differenci-
alegyenletek. Természetesen a jelenségkdr, amit leirunk ugyanaz; a modell mas a
két esetben. A hémérséklet ugyanaz a fizikai mennyiség, akir egy homogén test
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egészére vonatkozé idéfiggvényként, akar a tértdl és idétol fiiggd térmennyiségként
reprezentdljuk. A homogén testekre vonatkoz6 és a térelméleti leiras kozott jol
megfoghat6 atjaras létezik.

A tér és idébeli valtozast egyiitt leiré mozgdstorvényekhez a mérlegegyenleteken
keresztiil juthatunk. A mérlegegyenletek azt fejezik ki, hogy egy extenziv E fizikai
mennyiség megvaltozdsa egy adott térrészben alapvetéen kétféle médon torténhet;
a térrész hatdran torténd ki- és bedramldssal (Ig), illetve a térrész belsejében tor-
téné termelédéssel-elnyeléssel (Pg):

(4.1) d&% =—Ig+ Pg.

Az I dram megallapodas szerint akkor pozitiv, ha F a rendszerbdl kidramlik, Pg
akkor pozitiv, ha E a térrész belsejében termel6dik. F-t megmaraddénak nevezziik,
ha nincs termelédése, produkcidja, azaz Pg = 0. A széban forgd extenziv mennyi-
ség lehet mondjuk a tomeg, a toltés, az impulzus vagy az energia. Tulajdonképpen
a viszony inkabb forditott: azokat a fizikai mennyiségeket tekintjiik extenzivnek,
amelyekrol a tapasztalat azt mondja, hogy valtozasukat mérlegegyenletekkel irhat-
juk le.

Az entrépidt is extenziv mennyiségnek tekintjik, ezért ra is felirhatunk egy mér-
legegyenletet. Ennek segitségével az entrépia névekedésének torvénye most tomoren
dgy fogalmazhaté meg, hogy

PSZO7

azaz a Pg entrépiaprodukcié nagyobb vagy egyenlé nulla és egyenléség csak termo-
dinamikai egyensulyban all fenn.

Példa 11. A Fold szén- és oxigénmérlegei. Szénhidrogének és atomenergia.

A (4.1)-ben szereplé mérleg szemléletes, de formélis. A megfeleld matemati-
kai eszkozokkel konkrét tartalom adhaté neki, kiillonféle matematikai problémékat
tlizhetiink ki vele kapcsolatban. Homogén testek esetén mar talalkoztunk az ener-
giamérleggel kiilonb6z8 konkrét formakban ((2.2), (3.1) és (3.4)), illetve az entrépi-
amérleggel is. Erdemes atgondolni melyik formanal melyek voltak a termel6dést és
az aramlast kifejez6 tagok. A kontinuumok részletesebb tartalmat adnak a mérle-
geknek. Most mell6zve az altalanos targyalast egy egyszerisitett gondolatmenettel
jutunk el a hovezetési egyenlethez, és megvizsgaljuk néhany kapcsolatos matemati-
kai probléma megoldasat.

Vegytik észre, hogy (4.1)-ben nem térmennyiségek szerepelnek. Egyikiik sem egy
pontra, hanem egy el6re adott térrészben elhelyezked6 anyag egészére vonatkozik.
Nézziikk meg most, hogy a (4.1)-ben bevezetett fogalmak felhasznaldsaval hogyan
kaphatunk a térmennyiségekre vonatkozo parcialis differencidlegyenletet.

Tekintstink egy egy dimenzids kozeget (a tovdbbiakban rid), ahol egy F extenziv
mennyiség aramolhat. Ha egy konkrét ridra gondolunk, akkor abbdl a keresztmet-
szetre atlagolva kaphatunk egy dimenziés kozeget. Bevezetjiik a Jg dramot, a rid
egy pontjan idéegység alatt athaladt E mennyiségét. Fontos lesz még E strisé-
ge, és produkcidsiriisége. Ezek az egységnyi hosszra juté megfelel6 mennyiségeket
jelentik, vagyis [, pp = E(l), illetve [, 75 = Pp(l) médon vannak meghatérozva,
ahol E(l) az | hosszisdgu szakaszra juté E mennyisége P(l) pedig az ! hossziiss-
gu szakaszon idGegység alatt termelédoé. Ezek utan tekinsiik a rid x pontjat a ¢
idépillanatban és vizsgaljuk az x pont koriili (x — dx, z + dx)gy tekintjiik, hogy az
intervallum egyik végén bearamléds a méasik végén kidramléas torténik.

Mindezek a bevezetett slirtiségek térmennyiségek, vagyis hely és id6éfliggok. Te-
kintsiink egy akkora intervallumot, hogy a stirtiségek és az aramok kozelitoleg homo-
gének legyenek a belsejében. A fenti (4.1) globdlis mérleg és a stirliségek definicidja

13



] a(x-dx, t) ] al x+dx, t)

rA(x,t)

4>

X- dx X+dx

FIGURE 2. A mérlegegyenletek differencidlis forméjanak levezeté-
séhez

alapjan az F(2dx) megvaltozésa dt id6 alatt az adott intervallumban:
pE(t,z) — pp(t + dt,x)]2dx = [Jg(t,z — dz) — Jg(t, z + dz)|dt + 7g(t,x)2dxdt.

Ha a fenti differenciaegyenlet mindkét oldalat elosztjuk 2dxzdt-vel és az id6 és
hosszintervallumok hosszaval tartunk a nulldhoz, akkor a kévetkezé egyenlet ado-
dik hatarértékként

0Jg

OpE .
W(tviﬂ) %(t,ﬂﬂ) =7g(t,x).

Ez az egyenlet lesz a térmennyiségekre vonatkozé (differencidlis) mérlegegyen-
let. Hasonl6t kaphatunk 2 vagy 3 dimenzids kontinuumokra is kicsit kifinomultabb
gondolatmenettel.

(4.2)

Példa 12. Ha E = e a bels6 energia, p.(t,2) = cpT(t,x), ahol ¢ az dllandé térfo-
gaton vett fajlagos hokapacitas és p az allandénak tekintet siirtiség. Ha a J. belsd
energia aramra vagy masnéven h6aramra érvényes a Fourier féle hévezetési torvény:

oT
Je(t,x) = —)\%(t, x),

akkor kapjuk a Fourier féle h6vezetési egyenletet:
or X\ o0*T
ot cpox?
A transzportegyenletek tobbsége ilyen formdjud, ezért ennek az egyenletnek az
egyszer( hOvezetésen til mutat a jelentésége. Példdul diffuzids jelenségek leirasakor

kapunk hasonlét. A % mennyiséget diffizids egyiitthatonak hivjuk és a tovabbiak-
ban D-vel jeloljiik.

Példa 13. Kovetkezd példaként vizsgaljuk az egyenlet megoldasait specidlis esetek-
ben. A valtozdk perem és kezdeti értékeinek megadédsaval kereshetiink megoldédso-
kat. Tekintstink egységnyi hosszisagi egy dimenzios kozeget. Ekkor példaul:

a) Legyen a kozeg elszigetelve a kornyezetétdl, azaz a peremfeltétel legyen J. (¢, 0)
= Je(t,1) = 0 (ez ugye a hémérséklet hely szerinti derivaltjira tett eléirds), a kez-
deti feltétel pedig a kévetkezd

T(0,7) = To ha 0<z<0.5
10 ha 05<az< 1.
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Ekkor az egyenlet megoldasat a 3. &bran szemléltetjiik, ha D = 1,7, = 1
a T(0,x), T(0.01,z), T(0.05,z),7(0.1,2),T(0.15,2),7(0.2,2), T(0.25, z), T(0.5, x)
fliggvények felrajzoldsaval.

T

1

0.8

0.6+

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1
FIGURE 3. A hévezetési egyenlet megoldasa 1.

b) Tekintsiik most a kvetkez6 kezdeti feltételt T'(0, z) = 4x(1 —x), és a peremen
tartsunk dllandé hémérsékletet T'(¢,0) = T'(¢,1) = T),.

T

0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE 4. A hévezetési egyenlet megoldasa 2.

Most az egyenlet megoldésa a 4. dbran lathaté, ha D = 1,7, = 0,7y = 1 ismét a
T(0,2), T(0.025,z), T(0.05,z), T(0.1,z), T(0.15,2),7(0.2,z), T(0.25, x), T(0.5, )
fliggvények felrajzoldsaval.

c) AT(t,0) =T(t, 1) = T, peremfeltétel legyen ugyanaz, mint az elébb, a kezdeti
feltétel viszont legyen T'(0,x) = Tp.

Ekkor az egyenlet megoldasat a 5. abran szemléltetjiik, ha D = 1,7, = 0,7y =
1 ismét a T'(0,z), 7(0.01, ), T(0.05,z),T(0.1,x),T(0.15,x),T(0.2,z), T(0.25, x),
T(0.5,x) fiiggvények felrajzoldsdval.

Figyeljiik meg, hogy mindharom példaban az adott kezdeti feltétellel elinditott
folyamat végiil egy, a kiils6 koriilmények, a kolcsonhatds, azaz a peremfeltétel al-
tal meghatarozott allandé megoldashoz tartott. Bizonyithatd, hogy ez a megoldés
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FIGURE 5. A hévezetési egyenlet megoldasa 3.

aszimptotikusan stabil, egy altalanosabb de nagyon hasonlé értelemben, mint azt
kozonséges differencidlegyenletek esetén definidltuk.

A nemegyensiilyi termodinamikanak az el6z6 fejezetekben homogén elméletre
tisztdzott mdédon értett 'reverzibilis folyamatokkal’ foglalkozo részét, vagyis amikor
nincsenek dinamikai valtozdink, klasszikus irreverzibilis termodinamikdnak nevez-
ziik. Itt azonban a széhasznalat egy kicsit més. Nem a termodinamikai rendszerrrél
mondjuk, hogy reverzibilis, hanem ehelyett posztulaljuk az an. lokdlis egyensily hi-
potézisét, amely szerint,

Egy termodinamikai folyamat sordn az egyensilyi termodinamikai mennyiségek
jellemzik a testet és koztik a termosztatikdban fenndllo osszefiiggések érvényesek.

A mi széhasznélatunkkal pedig ugyanez

FEqgy kontinuumrendszer folyamatai sordn a reverzibilis testek termodinamikai
mennyiségei jellemzik a testet €s kéztik pontonként a reverzibilis testekben fenndllo
allapotfiggvények érvényesek.

Példa 14. A legegyszeriibb esetben a bels6 energia egyediil is lehet ez a mennyiség.
Ekkor egyetlen allapotfiiggvény elegendé: T'(e), illetve s(e). Kontinuumokban ezt
érdemes siirliségekre atirni, vagyis a lokdlis egyensulyban levo egyetlen termodi-
namikai véltozéval jellemzett anyagokndl T'(p.) lesz a kiozegre a termosztatikdbol
atvitt Osszefiiggés.

Ismét csak nem a folyamatok sebességérol tételeztiink fel valamit. A feltevés
az anyag szerkezetére vonatkozik (illetve a modelliinkre), hiszen a kéznapi id6ské-
ldkhoz mérten igen gyors plazma folyamatok lefrasara jo lehet a lokalis egyensuly
feltételezésével felallitott modell, mig mondjuk egy, a fémek plasztikus alakvaltoza-
sét leird, az el6bb emlitetthez képest akdr 10 nagysdgrenddel lassibb (1) folyamat
leirdsaban mar semmire nem jutunk a lokalis egyensily feltételezésével. A lokdlis
megnevezés is meglehetosen félrevezetd, hiszen a fenti mondat érvényes homogén
testek esetén is, egyéltalan nem lényeges benne, hogy kis vagy nagy térrészben zaj-
16 folyamatokrdl beszéliink. A fontos az, hogy az anyag 'mozgésa’ sordn dinamikai
szabadséagi fokok, bels6é valtozok nem ’gerjednek’, jél le tudjuk irni a folyamatokat
nélkiliik is. A lokalis egyensuly hipotézise arra vonatkozik, hogyan tudjuk a homo-
gén rendszerekben szerzett tapasztalatainkat a kontinuum modellekre atavinni.

A legfontosabb kérdés az, hogy a masodik f6tétel hogyan fogalmazhaté meg a
kontinuumokra. Tulajdonképpen ezeknek a kérdéseknek a részletes megvalaszolasa
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a klasszikus irreverzibilis termodinamika lényege. Az aldbbiakban egy rovid szébeli
kifejtés utan néhany példaval prébaljuk szemléltetni az altaldnos mdédszert.

Természetesen a homogén renszerekben megismert szerkezet ” mutatis mutandis”
itt is érvényes. A testet jellemzé allapotfiiggvény rendszer potencidlos és bevezetjiik
az entrépiat is teljesen hasonlé médon. Dinamikus allapotfiiggvényeinket konstitu-
tiv fliggvényeknek hivjuk. A kontinuum rendszerek egyszerii hatarfeltételekkel vett
egyensilyai szintén aszimptotikusan stabiliak, mint ahogy a fenti példakban lat-
tuk. A mésodik f6tétel itt is a stabilitasra vonatkozoé el6iras rendszer lesz, de ennek
bizonyitdasa konkrét esetekben nem egyszer(i, mert az egyensilyok és a hatarfelté-
telek bonyolultabbak lehetnek. A disszipacids egyenlStlenség persze itt is fontos
szerepet jatszik és ennek magja, a hatarfeltételektél fiiggetlen, bels6 folyamatokat
jellemzé entropiaprodukcié megsejtése kulcsfontossdgi. A legfontosabb kiilonbség
a homogén testekhez képest az, hogy itt sokkal nehezebb megsejteni a disszipaci-
0s egyenl6tlenség megfeleld formajat, éppen ezért az homogén testekre bemutatott
gondolatmenet megforditdsa valt altalanossa: olyan konstitutiv fliggvényeket kere-
sunk, amikkel az entrépiaprodukcié nemnegativitdsa biztositott lesz, fliggetleniil a
hatar és kezdeti feltételektél. Ez fizikailag természetes, az entrépia novekedését az
anyagi tulajdonsagok kell biztositsak.

Az klasszikus irreverzibilis termodinamikdban az entrépiamérleg mindig szar-
maztatott egyenlet. A nem igazén automatikus algoritmus szerint [3, 4] lényegében
az extenziv mennyiségekre felirt mérlegegyenletekbdl kifejezett idéderivaltakat he-
lyettesitjiik be a Gibbs reldciéba, majd a kapott egyenletben az entrépiadramot
azonositva kapjuk az entropiamérleget. A lokalis egyensuly ott keriilt felhasznalas-
ra, hogy a Gibbs relaciét alkalmaztuk, illetve hogy csak a benne szerepl6 extenzivek
lesznek a valtozdink.

Vegytik észre, hogy mérlegegyenletiinkben (tekintsiik most a differencidlis alakot)
két fiiggetlen véltozd (pg és Jg) esik egy egyenletre. Hatdrozott differencidlegyen-
letet akkor kapunk, ha még valamilyen kapcsolatot adunk meg a stirtiségek és az
aramok kozott. Ennek a kapcsolatnak, a J-re vonatkozo konstitutiv fliggvénynek a
megtaldlasdban segit az entréopiamérleg. Ugyanis legtobb esetben az entrépiapro-
dukcié, azaz az entrépiamérleg forrastagja a fentebb leirt levezetés elvégzése utan
az aldbbi bilinedris formaban irhato:

os = zn:Xi i,
i=1

azaz a J; termodinamikai dramok és X; termodinamikai erdk szorzatosszegeként.
Az X; termodinamikai erék legtobbszor az extenziveknek illetve azok derivéltjainak
valamilyen fiiggvényei lesznek. Ezek utan olyan mddon akarjuk el6irni a keresett
Ji(X1, Xa, ..., X;,) fiiggvénykapcsolatokat, azaz a konstitutiv egyenleteket, hogy az
entropiaprodukcid pozitiv legyen, azaz a maésodik f6tétel harmadik része, az ent-
répianovekedés teljesiiljon. Els6 kozelitésként, linearis rendben ekkor megkapjuk
a

(4.3) Ji(X1, X2, Xn) = Y Lin Xy,
k=1

Onsager féle linedris vezetési torvényeket, ahol az L;;, métrixelemek az Onsager féle
linedris vezetési egyiitthatok. Itt feltételeztiik, hogy amikor az Osszes termodinami-
kai eré nulla, akkor az dramok is azok. A pozitiv entrépiaprodukcié kévetelménye
miatt az egylutthatémétrixnak pozitiv definitnek kell lennie. Ha az ercket és az
aramokat megfeleléen valasztottuk, akkor a legfontosabb esetekben az L métrix
szimmetrikus lesz azaz érvényesek lesznek az Onsager féle reciprocitdsi reldcidk:

L = Ly.
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A reciprocitds nem mindig igaz, az is el6fordulhat, hogy a vezetési matrix pont
antiszimmetrikus. Az Onsager féle vezetési torvények kisérletileg igazolt, de feno-
menologikusan nem bizonyitott Osszefiiggések. Statisztikus bizonyitasaik sem iga-
zan kielégitéek, mert altalaban specidlis esetekre vonatkoznak rdaddsul magukkal
a relaciokkal 6sszemérhet6 erdsségii hipotéziseken alapulnak.

Példa 15. Hovezetés. Fourier féle vezetési torvény.

Példa 16. Ebben a példdban a termoelektromos jelenségekre vonatkozd vezetési
egyenleteket fogjuk levezetni a fent lefektetett alapelveknek megfeleléen. Tekint-
stink egy folytonos vezetd kozeget, tehat ahol elektromos erétér jelenlétében elekt-
romos aram folyhat. Ekkor a Maxwell egyenletekbdl levezethetéen a bels6 energia
mérlegegyenletében fellép a J - E Joule hé, mint forras.

dpe n 0J.
ot ox
ahol p. és J. a belsé energia slirlisége és aramstirlisége, J az elektromos aramsii-
riiség illetve E az elektromos térerGsség, a pont pedig a skaldris szorzatot jeldli.
Polarizacié hianyaban szildrd anyagra az egyediili extenziv mennyiség a belsé ener-
gia, ezért a lokélis egyensilyt megtestesité Gibbs relacié a megfeleld stirtiségekre is
igen egyszerd formaju:
(45) p.e = Tp&

Ha maga a kbzeg nem mozog a bevezetett vonatkoztatasi rendszerhez képest
akkor nyugodtan irhatunk parcidlis idéderivaltakat, és igy
(oot 7)) = 9ps _ dps 9pe _ 1 9pe
Peaipelts ot dp. ot T ot

A fenti Osszefliggésbe helyettesitve a belsd energia idéderivéltjat a (4.4) belsd
energia mérlegbdl kapjuk, hogy
ops  10J. J-E
ot  Tor T
Ha az entrépia dramét a Js := J./T kifejezéssel definidljuk (figyeljik meg itt
is a hasonldsdgot a (4.5) Gibbs relacidval), akkor némi dtalakitds utdn az entrdpia
differencidlis mérlegegyenlete a kovetkezé lesz:

dps O (J\_, 0 (1) J-E
(4.6) 8t+8a:(T>_J86x(T>+T'

Itt a hoaramsiiriiség illetve az elektromos dramsiriség lesz a termikus illetve az
elektromos kdlesonhatashoz tartozé termodinamikai dram. Az elektromos kdleson-
hatdshoz pedig természetszeriileg az E/T mennyiség lesz a termodinamikai erd. A
termikus kolcsonhatdshoz tartozé er6t mar az elézé példabdl is ismerhetjik. Az
Onsager féle vezetési egyenletek ezek utan a kovetkez6 format oltik:

=J- E.

(4.4)

E 0 (1
E 0 (1
(48) Je = LQlT + LQQ% <T)

Ismerjiik fel, hogy L11/T = 1/R a (fajlagos) vezetOképesség, vagyis az R (faj-
lagos) ellenallds reciproka, illetve Loo/T? = A a Fourier féle h6vezetési egyiitthato
(hiszen %% = f%% ). Az entrépiaprodukeié pozitivitdsa miatt mind az elekt-
romos vezetoképesség, mind a hévezetési egyiitthatd pozitiv mennyiségek. Ha Lqo
és Lo; nem nulldk, akkor a hémérsékletkiilonbség hatasara elektromos aram indul
meg, illetve elektromos potencidlkiilonbség héaramot hoz létre, azaz un. keresztef-
fektusok 1épnek fel.
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Az altalanos targyalds tobb kolcsonhatas, belsd valtozék, nemlinedris vezetési
egyenletek, fazisatalakuldsok esetére a fenti, példakkal szemléltetett elvi vonalat
koveti.

A homogén testekre vonatkozd, illetve az irreverzibilis termodinamika adja az
életfolyamatok makroszkopikus targyaldsénak alapjat [5, 6] .
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5. A FUGGELEK: PARCIALIS DERIVALAS, POTENCIAL

Legyen f egy n valtozods, valos skaldarértéki fliggvény:

f:Rn HR? (x11$2a"'amn)Hf(xlax27"'7xn)

Definicié 5.1. Egy ilyen fliggvény k-adik parcidlis derivdltja az (x1,xa,...,Ty)
pontban a kovetkezé hatarértékkel van meghatarozva:

of (21,0 22) = lim flx1, 20,y Tk 4+ Py ooy ) — f(X1, T2, oy Ty ooy )
Dz T2 T2 En m h
Ha egy fliggvény Osszes parcidlis derivaltjai 1éteznek és folytonosak egy adott
pontban, akkor a fliggvény ott derivdlhato és a derivdltja a parcidlisokbol alkotott

vektorral azonosithato.

Df(:L‘l, T2y ...

_(9f of of
) T (31’1753327“.75:%) (1,2, ..., Ty)

Vegylik észre, hogy itt D f maga is tekinthet6 fliggvénynek, méghozza olyan fiigg-
vénynek, amelynek valtozdja és értékei is vektorok. Az ehhez hasonlé fiiggvényeket,
tehat amelyeknek nemcsak az értelmezési tartomanya, hanem az értékkészlete is
vektortérben van vektormezdnek fogjuk nevezni. Tehat altaldban egy vektormezd
g : R” — R"” fiiggvény. Természetesen nem minden vektormezé all el6 derivaltként.
A kovetkez6 allitds sziikséges feltételt ad erre:

Allitas 5.1. (Young-tétel) Ha az f : R" — R figguény kétszer differencidlhato
eqy pontban, akkor ott a mdsodik parcidlis derivdltjaindl o derivdldsok sorrendje
felcserélheté:
o’f O*f
ami(?a;k o 6xk8mi

Felmeriilhet a kérdés, hogy ha adott egy vektormezd, akkor milyen esetekben lesz
el6allithaté egy skalarértékii fiiggvény derivéltjaként? A valasz az, hogy bizonyos,
fizikai szempontbdl legtobbszor nem tul erds tovabbi feltételek mellett a fenti allitds
megfordithatd, tehat a g : R™ — R™, (21,22, ...,Zn) — (91,92, -, g ) (T1, T2, ooy Tpy)
esetén ha az i-edik komponens k-adik valtozd szerinti derivaltja egyenld a k-adik
komponens i-edik valtozé szerinti parcidlis derivéltjaval, formuldaval

9gi _ g,

3£Ck - 81’1"
akkor a g vektormez6 el6dll derivaltként, azaz van olyan G : R™ ~— R fliggvény,
hogy DG = g. Ezt a G fliggvényt a g vektormez6 potencidljinak hivjuk, és magat
az g vektormezot pedig potencidlosnak.
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6. B FUGGELEK: STABILITASI ALAPFOGALMAK

Tekintsiik az
(6.1) (x:R— R" ¢t — x(t)) x = f(x),
kozonséges, autoném differencidlegyenletet, ahol n természetes szam és f : R” »—
R™, differencidlhaté fliggvény, vektormez6. Azt mondjuk, hogy ennek a differenci-
dlegyenletnek xo € R™ egyensilya, ha xq € Domf és f(x¢) = 0.

Emlékeztetiink arra, hogy félkovér betilikkel az R"-be tartozé objektumokat je-
16ltiik, tehdt mondjuk 0 = (0,0, ...,0).

—_———
n

Definicié 6.1. A (6.1) differencidlegyenlet x egyensilya stabil, ha xo minden N

kornyezetéhez 1étezik olyan M kornyezete, hogy M-bdl induld (x(0) € M) minden
megoldds N-ben halad (x(t) € N, minden ¢ € [0, 00) esetén).

Egy véltozds esetben (n = 1) a fenti fogalmat a 6 dbra szemlélteti.

FIGURE 6. Stabilitas

Definicié 6.2. xy vonzd, ha van olyan G kornyezete, hogy az abbdl indulé minden
megoldds a végtelenben xg-hoz tart (azaz lim:—.ox(t) = %o, ha x(0) € G).

FIGURE 7. Vonzas
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Definicié 6.3. xq aszimptotikusan stabil, ha stabil és vonzé.

Megjegyzendd, hogy az aszimptotikus stabilitds fogalmdban a két tulajdonsdg
fiiggetlen. Van stabil egyensily, ami nem vonzé (csillapitatlan rezgések), és fordit-
va, tObb mint egy dimenziéban (n > 1) van vonzé és instabil egyenstily.

Felmeriil a kérdés, hogy adott differencidlegyenlet esetén hogyan vizsgalhatjuk
meg az egyensuly aszimptotikus stabilitdsat? Hogyan tudjuk megvizsgalni az Gsszes,
adott kornyezetbol kiindulé megoldast? A legszebb az lenne, ha ennél a vizsgalat-
nél el tudndnk keriilni a differencidlegyenlet megolddsdnak faradsdgos (és sokszor
még numerikusan is nehéz) eljardsait. Szerencsére van ilyen médszer, ami a termo-
dinamikaban raadasul igen fontosnak is bizonyul.

Ljapunov maodszerének alkalmazasakor bizonyos fliggvények - melyeket Ljapunov
fliggvényeknek szoktunk hivni - segitségével kovetkeztetni tudunk az aszimptotikus
stabilitdsra (stabilitdsra, instabilitdsra).

Legyen L : R™ — R folytonosan differencidlhaté fiiggvény. Ekkor bevezetiink
segitségével egy masik skalarértéki figgvényt a kovetkez6 moédon

IL:=DL-f:R" — R,
amit L differencidlegyenlet szerinti derivdltjanak hivunk. Erdemes végiggondolni,
hogy ha x a differencidlegyenlet megoldésa, akkor % = DL(x(t)) - x(t) =
DL(x(t)) - £(x(t)) =1 (x(t)). Tovabbd, hogy ha x¢ a differencidlegyenlet egyensi-
lya, akkor L (x0) = 0.

Ezek utdn azt mondjuk, hogy a (6.1) differencidlegyenletiink xo egyenstilyanak
az L : R™ — R folytonosan differencidlhaté fiiggvény Ljapunov figgvénye, ha

— L-nek szigori maximuma van Xgp-ban,
[ ]
— L-nek szigori minimuma van xgp-ban.

Itt a szigord maximum (vagy minimum) alatt azt értettiik, hogy fliggvényiinknek
az adott pontban gy van maximuma (minimuma), hogy annak egy kérnyezetében
mindentitt kisebb (nagyobb) értékeket vesz csak fel.

X2

\\

-

F1GURE 8. Ljapunov fiiggvény szintvonalai és az integralgérbék

1

Ezen definiciék utan kimondhatjuk a kévetkez6 fontos allitast:

Allités 6.1. Ha a fenti (6.1) differencidlegyenlet xo egyensilydhoz létezik egy L
Ljapunov fiiggvény, akkor xo aszimptotikusan stabil.
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Bizonyitas helyett alljon itt egy dbra, ahol kétvaltozos esetben szemléltetjiik az
allitas tartalmat. A 8. dbran x; és xo a differencidlegyenletiink fiiggé valtozoi,
folytonos vonallal a Ljapunov fliggvény szintvonalai lathatéak, szaggatottan pe-
dig néhdny kiilonb6z6 kezdeti x1 és xo értékhez tartozé megoldast abrézoltunk. A
megoldasok az abra kozepén lathaté egyensilyi ponthoz tartanak, ahol a Ljapunov
fliggvénynek maximuma van. A nyil a Lajpunov fiiggvény novekedésének irdnyat
jelzi (negativ gradiens).

A kozonséges differencidlegyenletek stabilitdselméletérél bévebben ldsd a [7, 8]
konyveket.
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