| ZOTROP KONTINUUMOK RUGALMASES KEPLEKENY ALLAPOTA

TARTALOMJIEGY ZEK

1. FEJEZET
A MERLEGEGYENLETEK ES ANYAGI FORMAIK

Az anyagflig@venyek ..ot
Az anyagi ObJEKLIVITAS ...

1. A KONTINUUM MOZGASA, ALAKVALTOZASOK KINEMATIKAJA ..ot

LOKALIS MENNYISEE . .uiuinintititititit et et e et et et et et et et et et e e e eren e et e e eae e eneaees
SzUDSZLANCIALiS MENNYISEZ .. ovviieiiit e e e e
ANYaAgi MENNYISEE ittt e e e
A MOZOASTUZEVENY ..o
A MOZOASGIAICNIS ...ttt e
AZ elMOZAUIASZIAdIENS .. ovieet ettt e e e e
Polaris deKOMPOZICIO ....oco.iviniie i
AZ AlAKVAILOZAST tENZOT  ....ivieit it et e e e e
A dEfOrMACIOLENZOT ...\ttt e e e e a e
A SEDESSEEEIAdIENS .. eeee ettt
Leirasok KOZOTH AtJATAS .. .uveerint ettt ettt et et et et et et et et et e et e e e et e e e ae e e e enanaas

2. A MERLEGEGYENLETEK .....utiinttittt ettt ottt e e e e et e e e e e

A TOMEZMETICE .ot e
A differencialis mérleg altalanos forméja .................oviiiiiiiiiiiii e
A TOMEGMEIICE ..o e
AZIMPUIZUSIMEIIEE .ot e e
A DEISE energia METIEEE  ...ocoevvieiii i
AZ eNtropia METIEZE .. .oeeene e

2. FEJEZET.
AZ ALTALANOS ANYAGTORVENY

1. AZANYAGTORVENY VALTOZOI ES AZ ENTROPIAFUGGVENY  o..uiiiiiiiiiiiieeieieeeeaannen
2. KEPLEKENYSEG — TAPASZ T AL AT ottt ittt e e
IRREVERZIBILITAS FOGALMAK ...ttt ittt et e

Az allapothatarozok tulajdonsagai — afejlédési egyenlet fényében .................ooeeiel.
Specialis folyamatok — afejlédési egyenlet fényében ...
Az anyagcsalad (kozeg) az allapothatarozok kivalasztasa szerint .............cocoeeevveienin.n.
Az anyag osztalyozasa — a folyamatok iranyithatosaga, azaz a fejlédési egyenlet

SZEIIME e
Az anyag — fejlodési egyenletének stabilitasi tulajdonsagai szerint ..................oc..eee
Anyagok allapotdnak osztalyozasa kontinuummechanikai (vagy anyagszerkezeti)

13
16

19
19

20
20
20
21
21
22
22
23
23
23
24
24

26
28
29
30
30
30
30

33
34
36
37
37
38

38
38
37



SZEMPONTIOL ..
TOVAbbI MEIeGYZESCK ... ..eeei e
4. MECHANIKAI ALLAPOTHATAROZOK ES KEPLEKENYSEG ....iviiriintiite ittt e,
A képlékenységi hatarfeltétel .............ocoiiiiiiiiiii e

5. NEMEGYENSULYI KOZEG — ALTALANOS REOLOGIAI-PLASZTIKUS VISELKEDES VEGES
DEFORMACIOK ESETEN ...\ttt ittt e ettt et et et et et et et e e e et et et et
Dinamikal llapothataroZ0 .............coiiiiiiniriii e
6. AZENTROPIA MERLEGE ....uuiint ittt ettt et et e e et
7. ALTALANOS ANYAGFUGGVENYEK  ...ovuneeee et e,
8. AZ ANYAGTORVENY ES AZ ANYAGI OBIEKTIVITAS ELVE  ....uiiuiiniiiti i,
Az anyagi ObjektiVitas eIve ..........coiiii
9. 1ZOTROP, RUGALMAS-KEPLEKENY KONTINUUMOK ANYAGTORVENYE .....ccoivviiiiiniiniiiniinan,
9.1. Disszipaciomentes anyagtorvény - a képlékenységi feltétel szerepe ........................
9.2 lzotrép, disszipativ, egyszerli képlékeny anyag - tal az egyenstlyon ........................

3. FEJEZET.
EGYENSULYI ANYAGTORVENY A RUGALMAS DEFORMACIOK TARTOMANYABAN

1. AZ ANYAGTORVENY RUGALMAS NEMDISSZIPATIV ESETRE KORLATOZOTT ALAKJA............o.....
2. A RUGALMASEGYENSULYT ANYAGTORVENY KONKRET ALAKJA ....oiiiiiiiiiiiiiii e,
Anyagtorvény a Cayley-Hamilton tétel alapjan ...,
Az anyagtorvény torzulasi- és térfogatvaltozasi egyenlete .............cocvviviiiiiiiiinninn.
3. A RUGALMASEGYENSULYI ANYAGTORVENY LINEARISALAKJIA ....oiiiiiiiiii i,
Egytengelyli fesziltségallapot ..........coovieiniiiii e
4. A LINEARIS ES MASODFOKU ALAK OSSZEHASONLITASA .. ..iiiiiiiii i
AZ EQYLENGEIYIE €S ..ottt
TeIDELT AlLAPOt  o.eeet i e

4. FEJEZET
NEMEGYENSULYI ANYAGTORVENY A RUGALMAS DEFORMACIOK TARTOMANYABAN

Nemegyensilyi helyzet .........oooiiiii
TOFZUIAST €ZYENIET .. otetieinit ittt e e et et e et eeea e
TerfogatvaltoZasi €YENIEt ........oieiiii i
AZ Altalanossag SZUKITESE . .....iuinii it e
Anyagtorvény kis deformaciok eSetén .............cooiiiiiiiiiiiii
Az anyagViselKedEs Abrazolasa .............cooiiiiriiiiii e
Allando fesziiltségVAltoZASi SEDESSEZ ... .v.eeeeeeie e
Allandd deformacio SEDESSEE ......ovw.iiei et
Allando fesziItseg (KASZAS)  ....ovvve e,
Allandd deformacio (TelaXACI0) ............eeeeee e
PeriodiKUSTErNEIEs ... ..o
Az anyagtorvény reverzibilis és irreverzibiliS része a rugalmas tartomanyban ....................

MEBOIEOYZESCK oottt

5. FEJEZET
EGYTENGELYU ALLAPOT KISERLETI ADATOK ALAPJAN

EQy MErési eredmeny ........o.oioiiiii i
K OVEIKEZEEIESEK ..ottt e e

1. A KEPLEKENY DEFORMACIOK TARTOMANYABAN ERVENYES OSSZEFUGGES
MEGHATAROZASANAK LEPESEI, EGYTENGELYU ALLAPOTBAN ......oitiiriiiiintiiiie i,
1.1. Az anyagtorvény Ppin = O deformacios teljesitmény esetén ............coveviiiiniinininnns.

39
40
41
45

47
47
48
49
52
53
56
57
60

66
67
67
68
70
72
74
74
78

81
83
83
85
86
87
88
88
88
88
90
91
92

94
97

98
98



A reverzibiliSdeformAacio  ........coouvieii i
A plasztikus (vagy képlékeny) deformacio .............cooiiiiiiiiiiiiiiiii e
Az irreverzibilis (vagy marado) deformacio ............ccooiviiiiiiiiiiiii
A rugalmassagi modulus latszolagos megvaltozasa .............cceoeviiiviiiirinininiinenannnnn.
1.2. Az anyagtorvény Ppq, deformacios teljesitmény esetén .............coooiiiiiiiiiiiniinininnn,
1.3. Az anyagtorvény 0 < P < P deformacios teljesitmény esetén ...............ocoeevininnn.n
1.4. A reverzibilis és irreverzibilis fesziiltségek .........oooviiiiiiiiiiiii

2. A KEPLEKENYSEGI- ES TONKREMENETELI HATAROK AZ EGYTENGELYU KISERLETEK ALAPJAN ...
2.1. Energia- és munka 0sszeflig@esek .........ooiiiiii i
2.2. Hatarfeltétel amérési adatok tIKrében ..............ooooiiiiiiiiiiiiiiie e

A képlékenységi hatarfeltétel a W deformacios munkaval kifgjezve ..........................
A hatarértékek a @ potencialis energiaval kifejezve ...
AZ £ diSSZIPACIOS MUNKA ...ttt e e e e e
A képlékenységi hatarfeltétel a W~ torzulasi deformacios munkaval kifejezve ...............
A Kképlékenységi hatarfeltétel a W, deformacios munkaval kifejezve ..................c.cee
A hatarfeltételekben szereplé kifejezések Osszehasonlitasa .............ccoocviiiiiiiiinnn,
ZATO MEZJCEYZESCK . ouittt ettt et

6. FEJEZET
EGYENSULYI ANYAGTORVENY A KEPLEKENY DEFORMACIOK TARTOMANY ABAN

A TGIEAEST €ZYENLEt ...t
B QY ONSlly oo e
A reverzibilis fESZUISEZLENZOT  ......viei it
Az altalanos egyensulyi fesziiltségtenzor konkrét alakja ...
Egytengelyli fesziltségallapot .........c.vvirininiiit it

7. FEJEZET

NEMEGYENSULYI ANYAGTORVENY A KEPLEKENY DEFORMACIOK TARTOMANYABAN

A FGIEAEsT @ZYENIet ... e
Mechanikal egyENSALY .......coovitieii e
Egyenstlyon tili Allapot ..o e
Anyagtorvény linedris KOzelitésben ............ooiiiiiiiiiii i
Egytengelyli fesziltségallapot .........c.ouirininiiit e

8. FEJEZET
A HATARFELTETELEKROL

1. ELOZETESMEGIEGY ZESEK ...ttt ettt et e e et e et e et et e e et e e e e e e e el
A W térfogategységre jutd deformacios munka felbontasa ...,
A lehetséges képlékenységi hatarfeltételek ..............ooooiiiiiiiiiiiiiiii e,
L A0 7411 1<) 1
A tonkremeneteli hatarfeltéte] ... ...
2.A KEPLEKENY ALLAPOT LETREJOTTE ES A TORES KIALAKULASA .. ....coiiiiiiiiiiiiiiiiaeea
3.A KEPLEKENYSEGI HATARFELTETEL A DEFORMACIOS HULLAM ALAPJAN .....vviiiiieieceeee e
Ay =W,- Wy =0 FELTETEL KIZARASARA TETT KISERLET ..........ccooviiiiiiiniiiin.i.
Ay =W-W; =0 FELTETEL KIZARASARA TETT KISERLET ...........cccoviiiiiniiiniiininnnnn
A maximalis torzuldsi deformacios MUNKaElVe .. ... ...
4. A TONKREMENETELI HATARFELTETEL  ...vuuiittitt ittt ettt et et e e e e e e e
A maximalis torzulasi disszipaciés munka elve ...

5. NEHANY GONDOLATI KISERLET: AZ ANYAG A KEPLEKENYSEGI HATARON TUL ES A
TORESTHATARON INNEN  ....oiiitiiiitiiitieeiteeeteeeteeetreeeteeetaeeteeesseeaseseaseeseseteeeesseesseensesessseeseesaseenssensens



Tokéletesen kifejl6dott képlékenység tartOmAanya ...........o.oveviririniiririniniiiienanenininns 143
Tonkremenetel - képlékeny allapot nélkiil ... 144

9. FEJEZET
OSSZEFOGALALAS: |ZOTROP KONTINUUMOK EGY SEGES ELMELETE

1. ANYAGTORVENY LINEARIS KOZELITESBEN A D DEFORMACIOTENZORRAL KIFEJEZVE .......... 148
2. ANYAGTORVENY EGYTENGELY U FESZULTSEGALLAPOTBAN ......cuiiiriiriineiiniiiiieeaneannnns 149
3. ALTALANOS ANYAGTORVENY ALKALMAZASA MERNOK| FELADATOK MEGOLDASANAL ......... 151
N A0 (7411 1<) 1) 152
A reologiai megoldas a rugalmas tartomanyon ...........c.cc.oeeriiiiiiiirininiiieiieean.n. 152
A mechanikai mezoé egyensily €SEten ...........coiviriiiiiiit i 155
AZ AITAlAN0OS ESET ..ottt 158
FUGGELEK

KORSZELVENYU VAGAT KORULI MECHANIKAI MEZO

1. A FELADAT ELOKESZITESE ES MEGFOGALMAZASA ... uiitiiti ittt et 160
KINAUIAST TEIELELEK ..ot e e el 160
Egyensilyi egyenletek ..........oooiiiii 161
Geometriai egyenletek ... e 161
ANYagegyenlBteK ... e 161
Els) feladat [az Osfesziiltségi, vagy primer allapot szamitdsa] ................ccoceininnnnnn.. 162
Masodik feladat [az liregnyitas hatasanak szamitdsa] ..............ccooiiiiiiiiiiiiiiiniin... 163

2. A PRIMER FELADAT MEGOLDASA ...utitiitt it ettt et e e e e, 164

3. A MASODIK FELADAT MEGOLDASA RUGALMAS TARTOMANYON .......coviiriiniiinianeaneaneannnnn 165
Sikalakvaltozasi Allapot .......c.oeiiiei s 166
SIkfesZUItSEZT AllAPOtOt  ....eieee i e e 167

4. AZ EREDETI FELADAT MEGOLDASA RUGALMAS TARTOMANYON .......oiitiiiiiiiiniiiieaineeinnnnn, 169

5.A 2. FELADAT MEGOLDASA RUGALMAS-KEPLEKENY TARTOMANYON

KONVENCIONALIS FELTETELEZES ESETEN ...\ttt ittt et ettt ee ettt 170
5.1. Két konvencionalis képlékenységi feltétel ..............cooeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinen, 171

5.2. Megoldas a rugalmas ZONADAN ............ouiueuiiiiiniieeee e 172

5.3. Megoldas a képlékeny zOnaban ...............ccooiiiiiiiiiiiiiiii 173

5.4. Megjegyzések a képlékeny zonabeli megoldashoz ................ccooiiiiiiiiiiini 178

6. A TENYLEGES MEGOLDAS A RUGALMAS-KEPLEKENY TARTOMANYON ......c.coviiniiiiiniinnnn... 179
7. RUGALMAS TARTOMANY, RUGALMAS BIZTOSITASSAL  ...viintitiete et e, 184
7.1. Megoldas a biztositasban (R < 7 < Rg) wevveeeeiiiiiiiiieeeiiiie e 185

7.2. Megoldas akdzetben (7 > Ry) ..ooooooiiiiiiiiii 187

7.3. Azismeretlen p, mMeghatarozasa .............coooiririiiiiiiii i 188

8. A POYNTING-THOMSON-MODELL ALKALMAZASA ...\ttt e 189

FRODALOM .ottt et e e e e e e e e e 194

SZERZOK .t 199



ELOSZO

A Kotetben talalhato eléadasok a MONTAVID RESEARCH GROUP Kkeretében végzett
kutatasi projekt ujabb kutatasi eredményeinek egy részét ismertetik, és a Nemzetkozi
Koézetmechanikai Tarsasag (ISRM — INTERNATIONAL SOCIETY FOR ROCK MECHANICS)
Magyar Nemzeti Bizottsaga altal szervezett hazai konferenciara késziilt el6adasok
alapjan keriilnek — szerkesztve - jelen kotetbe.

Kutatasunk célkitlizése az izotrop kontinuumok anyagtorvényének meghatarozdasa
volt, amely egyarant érvényes

e kisés nagy deformaciokra,
e rugalmas és képlékeny deformaciokra,
e akezdetektdl a tonkremenetelig (a torésig), vagyis egészen a kontinuitas részleges, vagy
teljes megsziinéséig,
e egyensulyban és nemegyensulyi allapotban.
Ehhez valaszolni kellett azokra a kérdésekre, hogy

- miisaz anyagtérvény?

- az anyagtorvény mely termodinamikai (mechanikai) valtozok fliiggvénye?

- mi lehet az anyagtorvény konkrét formaja?

- mit6l fiigg a képlékeny alakvaltozasi allapot kialakuldsa?

- mi lehet aképlékenységi feltétel (az a hatar, ahol a marad6 deformaciok megjelennek)?

A teljesség kedvéért — bar az anyagtorvényt nem befolyasolja -, arra is valaszt kell
adni, hogy mi okozza a torést: mi a tonkremeneteli hatarfeltétel? Ennek a részletes
targyalasa azonban mar nem fért be a jelen keretekbe, egyrészt terjedelmi korlatok
miatt, masrészt foleg azért, mert a részeredmények még nem alltak Ossze egységes
elméletté. Ennek ellenére a lehetséges mozgastér lerogzitésre keriilt, s kiindulasi alapot
ad atovabbi kutatasokhoz.

Felépitésiink feltételezi, hogy az izotrop anyagok konstitutiv egyenletének
ismeretében  lathatunk neki az  amizotrop  kontinuumok  anyagtorvényének
meghatarozasanak. Természetesen lehet, hogy naiv feltételezés, hogy ha ismerjik,
hogyan fligg 6ssze a reverzibilis allapotvaltozasnal (és egyensulyi allapotban) az izotrop
€s anizotrop anyagtorvény, akkor az segit majd az altalanositdshoz. Mindenesetre az



anizotroép kontinuumok anyagtdrvényének hataresetben tartalmaznia kell az izotrop
kontinuumok egyenletét is.

A kozolt eredmények egységes elvi (fizikai) alapokra épiilnek. E16z6 kotetiinkhoz
hasonl6an ezt anyagstabilitasi szempontbdl ugy jellemezziik, hogy az elszigetelt anyagi
rendszer egyensulyaban az entropianak maximuma kell legyen. Az entropiandvekedést
FARKAS GYULA a ,valtozasok mértékének” nevezte. Ugyanis az entropia a megtortént
valtozasokat méri, ezért mindig nd, minden valtozas ndveli az entropiat.

A termodinamika alapul vett masodik fétételét a matematikai megfogalmazhatosag
érdekében harom részre bontjuk:

(i) létezik entropia, ami az allapotvaltozok elég sokszor (legalabb egyszer szakaszosan
folytonosan) differencialhato fliggvénye,

(ii) az entropia konkav fiiggvénye valtozdinak, és végiil

(iii)a fejlodési (evolucios) egyenletek altal meghatarozott folyamatok esetén, elszigetelt
(zart) rendszerben az 6sszentropia nem csokkenhet.

Ennek megfeleléen az anyagtorvény meghatarozasa a II. fotétel alapjan, vagy
pontosabban a ll. fétételt is kifejezd entropiamérleg alapjan torténik.

A kapott eredmények modfelett érdekesek, mert eddig altalaban az az allaspont
uralkodott, hogy fizikai térvényekbdl az anyagegyenlet nem hatarozhaté meg, csupan az
mondhaté ki, hogy anyagtorvény koteles figyelembe venni a fizikai térvényeket, azokat
nem Sértheti. Ezzel valdjaban a spekulacio teriiletére utaltdk az anyagtorvény felirdsat,
ui. akisérletek alapjan kiilonb6z6 modell-konstrukciokat hoztak ra, majd leellenérizték,
hogy viselkedése belefér-e a fizikai torvények adta tartomanyba. Marpedig ilyen
Osszefiiggés végtelen sok konstrualhato.

A kiindulasunkbol kovetkezik az is, hogy az anyagtorvény csak azoknak a
mechanikai kolcsonhatasoknal jelentkezé extenziv valtozoknak lehet a fliggvénye,
amelyek a mérlegegyenleteinkben szerepelnek, helyesebben: amelyektél az entropia

fligg.

Sokaig uralkodott az a nézet is, hogy kiilon térvénye van az anyagnak a rugalmas
alakvaltozasok tartomanyaban, és kiilon torvénye a képlékenyében. Ez abbdl a
gyakorlati ténybdl taplalkozott, hogy az anyag (pl. egy laboratoriumi probatest)
felterhelés soran mas utat kdvet, mint tehermentesités soran, ha mar megjelentek a
maradé alakvaltozasok.

A természettdl idegen feltevések elvetésével — még ha azokat a feltevéseket
kisérleti adatokbol vontak is le — jelen kotetben sikeriil igazolnunk, hogy az anyagnak
csak egyetlen anyagtérvénye van. Az emlitett terhelés-tehermentesitésbeli kiillonbség
egy latszolagos tulajdonsagvaltozas. Ezt az esetet a tudomanyos megismerés
folyamataban ugy hivjuk, hogy a ldatszat elfedi a lényeget, S ezaltal az igazi Osszefliggés
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felismerése ellen hat. Példaképpen: a klasszikus rugalmassagtan-képlékenységtanban
eddig azt hittiik, hogy adottsag az E rugalmassagi modulus és a képlékenységi hatar
tallépése utani E,; képlékenységi modulus, szintén adottsagnak vélve ezek egymashoz
viszonyitott aranyat. Holott ez nem igaz. Ha az £ modulus anyagallando, akkor £,; nem
az, hanem val6jaban £ megvaltozasa (mely a marad6 alakvaltozasok miatt kovetkezik
be), és pontosan megadhatd Ssszefiiggésben van E-vel. [gy lehetséges, hogy ugyanaz az
anyagtorvény érvényes - a mar emlitett példanal - terhelésnél és tehermentesitésnél
egyarant, noha az alakvaltozasi utvonal kiilonbdzik.

Ennek egy nagyszerii kovetkezménye, hogy a képlékenységtan, mint a
rugal massagtantol kiilonb6zo tudomanyag, feleslegessé (vagy okafogyotta) valik, annak
ellenére, hogy van rugalmas és van képlékeny viselkedés, de mindkettéhéz csak
egyetlen konstitutiv egyenlet tartozik. EQységes modszerekkel oldhatok meg a feladatok
olyankor is, amikor Kkivezetnek a rugamas alakvaltozasok tartomanyabol.
Egyszeriibben: a rugalmas-képlékeny feladatok a rugalmassagtan szokasos
Osszefiiggéseivel és modszereivel oldhatok meg. Ennek illusztraldsara a Fiiggelékben
korszelvényli folyosok, alagutak, vagatok esetére bemutatjuk, hogy a rugalmas
megoldasbol mi moédon all eld akar a rugalmas-képlékeny megoldas, akar a reologiai
megol das.

Mér ennek felismerése is Orommel tolthet el benniinket. Azonban a tovéabbi
kovetkezmények szinte végig sem kovetheték. Egy hidon végigrobogd vonat hatasat
kiillonboz6 feltételezésekkel és hatasabrakkal szoktdk reprezentalni, amelynél a
legtobbszor a Hooke-modell, vagy valamilyen mas egyszerii — de id6tél fiiggetlen —
modell akalmazasa torténik. Ez a megkdzelités azon a hiedelmen alapszik, hogy
nehézséget okoz a reoldgiai feltevések hasznalata. Ha azonban tudjuk, hogy pl. a
(gyakorlati alkalmazasnal a legaltalanosabbnak tekinthetd) POYNTING-THOMSON-féle
anyagmodellhez tartoz6 megoldas két Hooke-megoldasbol felépithetd, akkor mar nem
kell 6dzkodni a pontosabb megoldas alkalmazasatol. Arrol nem is beszélve, hogy az
eddig alkalmazott modszerek talméretezéshez vezetnek, mert a terheléshez azt a
maximalis deformaciot rendelik, amely csak ¢— o esetben jelentkezik. Ez az
alkalmazott szerkezeti anyagjainknal akar 100%-0s tilméretezést is jelenthetett.

A kapott eredményekbdl evidensen kovetkezik, hogy az a hatar, ahol elvalik
egymastol a rugalmas és képlékeny alakvaltozas, maga sem lehet Kkisérleti
eredményekbdl levonhatd matematikai dsszefliggés. Az entrdpia evolucios egyenletébdl
kovetkeznie kell a képlékenységi és a tonkremeneteli hatarfeltételnek. A spekulacio
birodalmabol ennél a kérdésnél is at kell térni a fizikai elvekre és kovetkezményeikre.

Az itt ismertetett kutatasok természetszerien nem lezartak, hanem szamos U]
lehetéséget villantanak fel, amelyeket a kutatoknak érdemes szisztematikusan
végigvizsgalni, ugyanis gyakorlati hatasuk szinte felmérhetetlen. Ezen az uton még csak
az elso 1épéseket tettiik meg.
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A tavalyi konferencian kozolteket az itt olvashatd wjabb ¢és frissebb tudomanyos
eredményeink atértékelik, s6t modositjak is néhany esetben. Ezek a kovetkezok:

- Az alakviltozdas kinematikdja fejezetben nem voltunk kovetkezetesek a
jelolésekkel, a szubsztancialis fizikai jellemz6k melll lemaradt a megkiilonboztetd alsd
t index, ami félreértéseket eredményezhet.

- Ez a félreértés esetiinkben is jelentkezett, igy a mérlegegyenletek fejezetében
kozolt szubsztancialis mérlegek voltaképpen szintén lokalis mérlegek olyan atirasai
voltak, amelynél felhasznaltuk a kozvetett fliggvények differencialasabol adodo
dldt=010t+vV O0Osszefiiggést, ami csupan a lokalis mérlegek egy masik felirasat
eredményezte. Lehetne azzal védekezni, hogy a miszaki feladatok megoldasanal
mindig mezéfiggvényekkel dolgozunk, amelyekhez a lokalis mérlegek tartoznak, tehat
gyakorlatilag nincs is sziikségiink a szubsztancialis mérlegekre. Az anyagtorvény elvi
meghatarozasanal van sziikségiink azonban a szubsztancialis mennyiségekre. Lehetne
azzal is védekezni, hogy ugyanaz a ,hibas” feliras talalhaté GYARMATI, FENYES, Stb.
konyveiben is. Azonban mindez nem valtoztat azon, hogy végiil valakiknek fel kell
irniuk a helyes 0sszefliggést.

- A reologiai anyagmodellek cimi rész el0szor mutatta be, hogy nem spekulativ
konstrukciokbol épiil fel egy anyagmodell, hanem a termodinamika II. fétételének
kovetkezményeként. Azonban sziikségtelenill felhasznaltunk egy, a deformaciotenzorra
vonatkozo megszoritast, igy a kapott eredmények felhasznalhatosagat a kis deformaciok
esetére korlatoztattuk. Ezt most korrigdljuk, és e korlatozas nélkiil irjuk fel az
anyagtorvényt, amely a deformaciok tetszéleges véges tartomanyara igaz.

- Ugyanott bemutattuk, hogy a legaltalanosabb anyagtérvény az ALTALANOS
POYNTING-THOMSON-féle (standard) reoldgiai test, ha a deformaciok idGszerinti
masodrendll derivaltjanak hatdsatol eltekintiink. Az eredmény levezetése az entropia-
novekedés tényébdl kovetkez6 egyenlStlenségbdl tortént, az L impulzusvezetési matrix
alapjan. Itt elkovettilk azt a hibat, hogy a fesziiltségtenzor helyett a vele ekvivalens
deviatoros és gdmbi tenzorral dolgoztunk anélkiil, hogy bemutattuk volna, hogyan esik
szét két részre a vezetési matrix. Az eredmény korrekt, de a vezetési matrixok felirasa
Kinyilatkoztatasszerti volt.

A felsorolt hibak, pontatlansagok, sét egyes esetekben tévedések miatt ebbe a
kotetbe kénytelenek voltunk a 2006-0s kotetben kozoltek egy részét ismét beépiteni,
hogy a témaval kapcsolatos minden ismeret megtalalhatd legyen egyetlen kotetben, s a
kétségtelen hianyossagok poétlasra és a pontatlansagok pedig korrigalasra keriilhessenek.
Tudataban vagyunk azonban annak is, hogy — tekintve kutatasaink, megértésiink, és
altalaban a teriilet nem lezart mivoltat, — az itt kozreadott anyag is tartalmazhat
kérdéses, téves, illetve késébb meghaladottnak bizonyuld részeket. Ezért azon kedves
Olvasoinktol, akik a tavalyi koteten — talan nem is mindig kis nehézségek aran —
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atragtak magukat, illetve azoktol, akik jelen munkénkban fedeznek fel hianyossagokat
vagy problémakat, szives elnézést kérnek a Szerzok.

A kotet szerzOi ezuton fejezik ki Oszinte tisztelettel koszonetiiket és halajukat
MaToLcs TAMAs és BrEpa GyuLa professzoroknak részletes és  aprolékos
észrevételeikért, a kotet anyaganak lektoralasa soran tett értékes figyelemre méltd
megjegyzéseikért és atdolgozasra tett javaslataikért. Koszonjiik FULOP TAMAS Kollégank
igen értékes kozremiikodését egy-egy kérdés 0j megvilagitasba helyezéséért, a felismert
hibak kijavitasaban és stilusunk csiszolasaban nyujtott segitségéért.

Budapest, 2007. szeptember 20.

A SZERZOK
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BEVEZETES

A | Mérnokgeologia-Kbézetmechanika 2006” ISRM Konferencian tartott korabbi
el6adasunkban [VAN P. - Asszonyl, Cs. (2006)], meghataroztuk az izotrop
kontinuumok anyagtorvényét a rugalmas deformaciok tartomanyaban. Emlékeztetnénk
arra, hogy a termodinamika (energodinamika) masodik fétételébol indultunk ki, amely
tobbek mellett azt mondja ki, hogy ,,a vilagban minden folyamat irreverzibilis”. Ha egy
folyamat lezgjlik, akkor az, Gjabb ,,munkabefektetés nélkiil” mar nem tehetd meg nem
torténtté. Csak kiils6 forrds felhasznalasaval lehet a termodinamikai rendszert
visszavinni a kezdeti allapotba - ha az egyaltalan lehetséges. A folyamatok
irreverzibilitasa azt is jelenti, hogy minden irreverzibilis folyamat ugyanolyan modon
irreverzibilis, vagyis a valosagos folyamatok a reverzibilis folyamat ugyanazon oldaldan
(Id. konkrétan az abran) helyezkednek €.

A pusztan reverzibilis folyamat csak latszolag sérti az irreverzibilitds tényét,
valdjaban azonban nem, mert az irreverzibilis folyamatok terében egy korldtot, eqy
elérhetetlen hatdresetet jelent, amely mentén, és amelynek masik oldalan mar nincs
realis folyamat.

Ha egy testen W mechanikai (deformacios) munkat?® végziink, akkor a test, illetve
annak tartomanyain az energiaszint novekszik, attol fliiggéen, hogy a munkavégzés
milyen

aw .
P ,=P=—2=W
def dt
deformacios teljesitménnyel zajlik. Minél nagyobb teljesitménnyel torténik a
munkavégzeés, annal nagyobb a veszteség, amelyet a befektetett és a visszanyerhetd
munka kilonbségével, illetve aranyaval jellemezhetiink. Ez a deformacios teljesitmény
két hatar kozott valtozhat:

(1) O0=Pyin SPL Py

Ez Onmagaban egy trividlis megallapitds lenne, ha fizikailag nem tudnank
meghatarozni ezt a két hatart. A P— 0 teljesitmény adja a P,,;, also hatart, amelyhez egy

! Ha egyes folyamatok ellentétes értelemben lennének irreverzibilisek, akkor elképzelheté, hogy
megfeleld aranyban vegyitve &éket az irreverzibilitasuk ,kikompenzalnd” egymast, s igy végil is
reverzibilis folyamathoz juthatnank, ,,masodfajii 6rokmozgok™ lennének lehetségesek .

2 Térfogategységre jutd deformacids munkéardl van szo.
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dV térfogatnyi kontinuum elemhez dWy = dWpmin elemi (infinitezimalis) deformacios
munka tartozik, amely az irreverzibilitas egyik hatarat jeloli ki, a reverzibilis
allapotvaltozast. Ez akkor valdsulhat meg, ha a deformacids sebesség nagyon Kkicsi,
vagyis zérushoz tart. dW, tehat egy elemi térfogatban tarolt ,rugalmas”, vagy
»potencialis” energidnak foghato fel.

Ebbél kovetkezOen a lehetséges legnagyobb Prax teljesitményt a lehetd legnagyobb
deformacios sebesség adja, azaz amikor ez a sebesség a végtelenhez tart. Vagyis az
allapotvaltozéasok tartomanyanak nemcsak egy also korlatja, burkoldja van (a reverzibilis
allapotvaltozas; lasd az 4&brat), hanem egy felsd is, amelyen kiviil mar nincsenek
allapotvaltozasok, ez pedig az irreverzibilitas maximuma. Vagyis a termodinamikai
allapottér alulrol és feliilrol egyarant korlatos.

Az allapottérnek azonban csupan egy - pontosan meghatarozott - pontjaig tart a
reverzibilis alsé hatdr. Ezen tal van egy irreverzibilis alsé hatar is. Vagyis az
allapottérnek a folytonos deformaciok fiiggvényében 1évo alsé hatara két részre oszlik:
egy reverzibilis részre, majd egy irreverzibilis részre. A két szakaszt elvalaszté pont a
rugamas és a képlékeny deformaciokat elvalasztd gorbe metszéspontja az also
hatargorbével. Valojaban az F fesziiltség és D deformacio altal kifeszitett allapottérben
két feliilet 1étezik: az egyik elvalasztja egymastol a rugalmas és képlékeny (marado)
deformaciok tartomanyat, a masik pedig az a hatar, ahol az anyagi kontinuitas
megsziinik. Az els6 feliiletet leird Osszefiiggést képlékenysegi hatarfeltételnek, a
masodik feliiletet leirdt pedig tonkremeneteli hatarfeltételnek nevezziik.

A By Tonkremeneteli

Irrever-
zibilitds

felsé i [\ N M
hatara i | 0\ . NC e
5 Gt Tt Irrever-
, Rugalmas T e : zibilitds
Zéna H alsé H
hatara

Ha a deforméiciosebesség  zérushoz tart (D —0), az tehat nem jelent mindig
reverzibilis allapotvaltozast. Ugyanis ha az ezaltal 1étrejott D deformaciok és a
hozzajuk tartozo F fesziiltségek munkdja tillépi azt a W, kiszobértéket, melyet az

anyag belso szerkezetének megvaltozasa nélkiil képes elviselni, vagyis meghaladja azt a
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munkat, amelyet az anyag rugalmas v. potencialis energiaként képes tarolni, akkor mar
marado deformaciok is megjelennek, melyek egy ,,visszaut” soran nem sziintethetok
meg. Vagyis a Pmin = 0 teljesitményhez a deformaciok folytonos tartomanyan létezik
egy Wy hatar, amelyen tul az alakvaltozds mar irreverzibilis. Ezt kifejezhetnénk —
kozelitbleg - ugyis, hogy a hatarig a fesziiltség (amely a konduktiv impulzusaram
Sirtisége) és a 1étrejove konduktiv deformacid integralja szolgaltatja a deformacios
munkat. A hataron til ehhez még hozzdadodik a D™““ deforméaciokhoz — az un.
konvektiv deformaciokhoz — tartozo deformaciés munka, amely tokéletesen
irreverzibilis, tehat semmilyen része sem nyerhet6 vissza egy forditott folyamat soran.

Ez a koriilmény nagy segitséget jelent az anyagtorvény képlékeny allapotbeli
viselkedése leirasahoz, ui. megteremti a lehet6ségét, hogy a reverzibilis folyamatok
anyagtorvénye alapjan is megalkothassuk az altalanos anyagtdrvényt, amely reverzibilis
¢s irreverzibilis folyamatokra, rugalmas és képlékeny deforméciokra egyarant érvényes.

Ezek alapjan matematikailag altalanos formaban levezethetnénk az anyagtorvényt,
azonban el6bb Osszefoglaljuk a sziikséges Osszefliggéseket a kovetkezd két fejezetben.
Erre azért van sziikség, hogy pontosan érzékeljiik, azoknak a fizikai mennyiségeknek a
belsd Osszefliggéseit, amelyekt6él az anyagtorvény fligghet. A szokasos mezéfeliras
mellett meg kell adni anyagi leirasukat is, amelynél a fizikai mennyiség csak az anyag
tulgjdonsagaitol fiigg, s fliiggetlen minden egyéb koriilménytdl, mint pl. a vonatkoztatasi
rendszertél. A teljességre vald torekvés megkivanja, hogy minden fizikai paraméter
szerepeljen az Gsszefiiggésben, ami hatassal van az anyag mechanikai tulajdonsagaira.
Ezért Osszefoglaljuk az irreverzibilitas-fogalmakat kozegre, allapotra, folyamatra
egyarant. Csak mindezek utan vezetjilk le az anyagtorvény altalanos alakjat. Az
altalanos formula megadasa utan, fokozatosan konkretizaljuk az eredményeket. E16bb
még az egytengelyli allapot esetén is végigkovetjilk a valtozdsokat: elsdsorban a
mélyebb megértés érdekében, masodsorban pedig mert ebben az esetben kisérleti
eredményeink is vannak, amelyek iitkoztetheték az elméleti megfontolasokkal.
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JELOLESEK JEGYZEKE

alakvaltozasi tenzor (masodrendli szimmetrikus),

(1 =1,2,3) - az dakvaltozasi tenzor sajatértékei (a tenzor foatlojaban 1€vo
elemek a sgjatvektorok altal kifeszitett koordinatarendszerben),
(1 =1,2,3) - az dakvaltozasi tenzor skalar invariansai,
deformacidtenzor (masodrendii szimmetrikus),

(1 =1,2,3) - adeformaciodtenzor skalar invariansai,
deformaciods deviatortenzor,

abelséenergia-siriisége (fajlagos bel s energia)

rugalmassagi (Young-féle) modulus,

deformaciés gombtenzor,

atlagos (vagy kozepes) deformacio,

marado, vagy irreverzibilis deformacio,

- plasztikus (v. képlékeny deformacio),

reverzibilis (v. rugamas egyensilyi) deformacio,

viszkozitasi egyiitthato,

fesziiltségtenzor (masodrendii, szimmetrikus) lokalis leirasban, az impulzus
konduktiv aramsiiriisége (idéegység alatt egységnyi feliileten konduktive —
diffuz aton - ataramld impulzus mennyisége),

(i =1, 2, 3) az egyensilyi fesziiltségfliggvény A4; skalar invariansoktol fliggd
egyiitthatoi,

fesziiltségtenzor szubsztancialis leirasban,

rugalmas deformacios munka, a deformacios munka potencialos (reverzibilis)
része,

rugalmas torzulasi deformaciés munka,

rugalmas térfogatvaltozasi deformacios munka,

(i =1, 2,3) az egyensulyi fesziiltségfiiggvény D; skalar invariansoktol fliggd
egyiitthatoi,

képlékenységi fliggvény (v = 0 képlékenységi hatarfeltétel),

csusztatd (torzulasi) rugalmassagi modulus,

mozgasgradiens (masodrendii tenzor), lokalis, és H, szubsztancialis,
atermodinamikal erék tenzora,

az a extenziv mennyiség konduktiv dramstriiség vektora,

az a extenziv mennyiség konvektiv dramstiriség vektora,
kompresszibilitasi (térfogatvaltozasi) modulus,
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mozgasfiiggvény anyagi leirdsban [y (R )],

mozgasfiiggvény inverze [lokalis leiras: y ™ (r,¢)],

impul zusvezetési tenzor (masodrendi, szimmetrikus, pozitiv definit),
disszipaciés munka, a deformacids munka irreverzibilis részre,
torzulasi disszipacids munka,

térfogatvaltozasi disszipacids munka,

linearis viszkozitasi tényez6 (vagy kuszasi tényez0),

mechanikai mezé,

Poisson-féle szam,

orvénytenzor, vagy szogsebességtenzor (masodrendii antiszimmetrikus),
deformacios teljesitmény (térfogategységre juto),

HEeAvISIDE-féle egységugras-fliiggvény,

elfordulastenzor (masodrendii antiszimmetrikus),

az anyagi pont jeldlése (Lagrange-leirasban),

térkoordinata,

tomegsuriiség (lokalis leirasban), p, - tdmegstiriség (szubsztancialis leirdsban)
entropia,

fajlagos (tomegegységre jutd) entropia,

egyensilyi fajlagos entropia (fajlagos entropia egyensuly esetén),
fajlagos entropia egytengelyii fesziiltségallapot esetén,

atlagos (vagy kozepes) fesziiltség,

fesziiltségi deviatortenzor,

fesziiltségi gombtenzor,

hémérséklet °K-ben,

1do,

relaxacios allando (linearis relaxacios ido),

relaxacios ido,

elmozdulasvektor (lokalis),

alakvaltozasi sebességtenzor (masodrendli szimmetrikus),

sebesség [lokalis sebességmezd: v(r,f), szubsztancialis sebesség: v/(R)],
deformacios munka (térfogategységre juto),

torzulasi deformacios munka,

térfogatvaltozasi deformacios munka,

atermodinamikai dramok tenzora,

bels6 dinamikai valtozo (szimmetrikus masodrendii tenzor), z egyensulytol valo
etérés kifgezoje.



1. FEJEZET
A MERLEGEGYENLETEK ES ANYAGI FORMAIK

AZ ANYAGFUGGVENYEK. Egy konkrét mechanikai feladat megoldasa soran az
alapegyenleteknek — a mérlegegyenleteknek és a megfelelé anyagtorvényeknek — a
lokalis formajat szoktuk hasznalni, azaz a fesziiltség-, deformacio-, el mozdulas-, stb.-
mezoket keressiikk, az adott térrészben, adott kezdeti és keriileti feltételek mellett,
minden ¢ idépontban. Az eléz6ekben [V AN-AsszoNYI, 2006, 37-42. old.] dsszefoglaltuk
a kontinuumok ¢és diszkontinuitasok mérlegegyenleteit lokalis és szubsztancialis
formaban. A mérlegek a lokalis fizikai mennyiségek kozott mondanak ki viszonyokat.
Olyan aapvetd fizikai torvényeket fogalmazunk meg segitségiikkel, mint példaul az
Impulzus vagy az energia megmaradasa. Ezek a torvények anyagtol fiiggetleniil, azaz
mindenféle anyagfiiggvényre érvényesek, altalanos formaban tartalmazzak az
anyagfiiggvényeket. Az anyagfiiggvények viszont az anyagra, és csak az anyagra
vonatkoznak, benniikk a kontinuumot felépité részek (elemi részecskék, atomok,
molekulak, mikrorepedések, diszlokaciok, egyéb mezoszkopikus kontinuumelemek,
sth.) kozotti viszonyok tiikrozodnek.

AZ ANYAGI OBJEKTIVITAS. Az anyagtorvények és a mérlegek objektiv viszonyokat
fejeznek ki, ezért fiiggetlenek a leirasukra hasznalt koordinata- és vonatkoztatasi
rendszer valasztasatol. Az els6 tulajdonsag azonnal teljesiil, ha korrekt tenzorialis fizikai
mennyiségekkel és a rajuk vonatkozé egyenletekkel dolgozunk. A masodik tulajdonsag,
a vonatkoztatasi rendszert6l vald fliggetlenség sokkal Gsszetettebb, és pontos formaja
maig vitatott. Véleményiink szerint a problémakor kezelése csak a relativisztikus
elméletek tapasztalatainak segitségével, a fizikai viszonyokat pontosan tiikr6z6
megfelel6 nemrelativisztikus téridémodell segitségével lehetséges. A nemrelativisztikus
téridé modell esetén a négydimenzios leiras fogalmi kereteit MATOLCSI-VAN, 2006,
MATOLCSI-VAN, 2007 irasal tartalmazzak. Ezeknek a vizsgalatoknak az eredményeit fel
fogjuk hasznalni a kinematika és a mérlegegyenletek tekintetében. Ilyen eredmény
példaul, hogy a szubsztancidlis iddderivalt altaldban nem egyezik meg az anyagi,
vonatkoztatasi rendszert6l fiiggetlen iddderivalttal, de skalar fizikai mennyiségekre,
illetve a mozgassal kapcsolatos bizonyos mennyiségekre (mint példaul a
mozgasgradiens) viszont igen. A kontinuumfizika teljes 4-es nemrelativisztikus
atfogalmazasa — bar kétségteleniil fontos tanulsagokkal jarna - nem célunk ebben az
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irasban. Ennek az is oka, hogy a mérnoki alkalmazasoknal ugyis a mar megszokott
mez6leirassal dolgozunk, a 4-es rendszer alkalmazasa ahhoz a kutatasokhoz kell,
amelyek az akalmazashoz korrektiil felhasznalhato anyagmodell meghatarozasat
konnyiti meg.

A kontinuumfizikaban altalanosan a lokalis és szubsztancialis mérlegek
hasznalataval véljik megkiilonboztetni az anyaghoz kotott és a kiilsé vonatkoztatasi
rendszerben érvényes leirast. A szubsztancialis idéderivalt hasznalata a mérlegekben
erre tobbnyire elegendd, de bizonyos esetekben mas alakoknak is jelentdsége van.
Ebben a fejezetben vazlatosan ismételten osszefoglaljuk a kontinuumok kinematikajat,
¢s megadjuk a megfeleld fizikai mennyiségek és mérlegek lokalis, szubsztancialis és az
un. anyagi formajat is.

1. A KONTINUUM MOZGASA, ALAKVALTOZASOK KINEMATIKAJA

A megfigyelt test (kdzeg) pontjai valtoztatjadk a mi teriinkben (egy valasztott
inercialis megfigyeld, vonatkoztatdsi rendszer terében) elfoglalt helyiiket az id6
mulasaval. Miutan a ¢, referencia-idépontban valasztottunk egy térorigot, egy altalanos
¢t idépontban a teriink egy pontjat egy r helyvektorral jellemezziik, a megfigyelt kozeg
egy pontjat, testpontot vagy kdzegpontot pedig #,-kori R helyvektoraval.

LOKALIS MENNYISEG. Lokdlisnak neveziink egy fizikai mennyiséget, ha a térid6 —
valasztott jellemzésiinkben a mi terlink és az id6 — fiiggvényeként adtuk meg. Példaul a
tomegsiriség lokalis alakja p(r,t), mely a ¢ idépontban és (a vonatkoztatasi rendsze-
riink szerinti) r helyvektora helyen, tehat a ¢ €s r altal kijelolt téridépontban az anyag
tomegsiriasége. A lokalis fizi-

kai mennyiségeket mezdknek is
nevezziik. B,
B,

SZUBSZTANCIALIS MENNYI-
SEG. Szubsztancidlisnak neve- )
ziink egy fizikai mennyiséget, / .
ha a testpont és az id6 fiiggvé-
nyeként adtuk meg. Példaul a
tomegsilirliség  szubsztancialis
dakja p,(R), mely az R altal
jelolt anyagi pontnal talalhatd
tomegstiriiség a ¢ idopillanat-
ban. 1. abra

\

/1

\
!
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ANYAGI MENNYISEG. Anyagi egy fizikai mennyiség, ha csak a test, az anyag
tulgjdonsagaitol fliigg. Egy mez6 sosem anyagi, mert az r helyzet vonatkoztatasirend-
szer-fligg6. Egy szubsztancialis mennyiség lehet vonatkoztatasirendszer-fliiggetlen,
ilyenek a skalaris mennyiségek, de nem automatikusan az.

A MOZGASFUGGVENY. A lokélis és anyagi leirds kozotti atmenetet az r =y, (R)
(szubsztancialis) mozgasfiiggvény, illetve ennek inverze az R = xt_l(r) (lokalis)
anyagmezd itja le (1. dbra). Pontosabban y: B, xI — B, x 1, (R,t)l—) (x,(R),t), ahol 7

az idépontok egydimenzids vektortere, B, a kontinuum altal elfoglalt térrész adott ¢
id8pontban (és vonatkoztatasi rendszerben), B, pedig a kontinuum altal elfoglalt

térrész egy kivalasztott kezdeti ¢, idépontban. Ennek megfeleléen R =7y, (R).

Tehat az anyagot magat a kezdeti idOpontban elfoglalt helyzetével, a
referenciahelyzettdl  (alaphelyzettel) jellemezziik. Elmozdulasat, alakvaltozasat,
deformaciojat, illetve az Osszes nem mechanikai tulajdonsagat is ehhez a
referenciahelyzethez képest vizsgaljuk. Altaldban feltételezziik, hogy az anyag a
referenciahelyzetben teljes termodinamikai egyensilyban van (lasd a kovetkezd
fejezetet). A referenciahelyzet nem azonos magaval az anyaggal, viszont a legtdbb
esetben a megkiilonboztetés nem lényeges. A tovabbiakban mi is megtessziik ezt az

azonositast, és ennek megfeleléen a referenciahelyzetet anyagi sokasagnak is nevezziik.

Szubsztancialis mennyiségeket kapunk a mezo6fiiggvények és a mozgasfiiggvény
(x,) kompoziciojaval. Mezoket, azaz lokalis alakot kapunk szubsztancialis

crer

illetve p(r,) = p, (2, (r),1).

A szubsztancialis mennyiségek tehat az anyagi sokasagon értelmezettek, de — ahogy
az el6bb emlitettiik, — €z nem biztositja automatikusan a vonatkoztatasi rendszert6l valo
fliggetlenséget, ezért egy szubsztancialis formaban megadott mennyiség nem feltétlentil

anyagi is.
A tovébbiakban a mozgés jellemzésében a y mozgasfiiggvény derivaltjai alapvetd

szerepet jatszanak. A mozgasfiiggvény 1d6 szerinti derivaltja a sebesség, annak lokalis
formaja pedig a sebességmez0, azaz

() vt(R)==a"fa—(tR)=%xt(R)=xt(R), és v(r,r)=v,(xﬁ(r),r)=%(xﬁ(r),r).

Itt bevezettik a szubsztancialis mennyiségekre hatd parcialis idéderivaltra a
szokasos pont jelolést.
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A MOZGASGRADIENS. A mozgasgradienst, mint fliggvényt a mozgasfiiggvény R
szerinti derivaltjaként értelmezziik:

@ H,(R):= a*élgR) =%(R)oVy.

Itt bevezettiik az anyagi sokasagon hatd V, anyagi térderivaltat ¢és a hagyomanyos

jelolésektol kissé eltéréen nem feltétleniil az elé a fliggvény elé irjuk, amire hat, hanem
atenzorialis sorrendet tartjuk. A o jel atenzorszorzatot, mas néven diadikus szorzatot
jeloli. A mozgasgradiens szubsztancialis €s anyagi mennyiség, lokalis alakja

()= M ) = 220,

AZ ELMOZDULASGRADIENS. AZ u,(R) =y,(R) - R elmozdulasfiiggvény R szerinti

derivalasaval az elmozdulasgradienst (az elmozdulasok gradienstenzorat) kapjuk:

OR) (1, (R)-R)oV = H,(R) 1,

Ay} (r) inverz fiiggvény r szerinti derivaltja a
1

60— ) - e

or

tenzor. Ez valéban igy van, ui. a 1y, (y; (r)) = r azonossagot r szerint derivalva, a

ox,(R) &y, *(r)

e = o Vi e v)=T

egyenléséget kapjuk, ahonnan lathato, hogy y;'(r)oV = [H(r,t)]fl. Az egyszeriibb, de

némileg pongyola jeldlésmodunkkal

R Ha—R=I, ezért R _pg
OR oOr or or

Ha az emozdulasmezét, azaz az u(r,t) =r—y, (r,t) egyenléség mindkét oldalat r
szerint derivaljuk, akkor az
u(r,f)oV =I1-[H(r,»)]"

Osszefiiggéshez jutunk. Ez utobbi, forditott gradiens jelolésmod helyesen mutatja a
derivaltmatrix sor-oszlop sorrendjét, amelyre a szokottabb jel6lésmodnal kiilon
tigyelniink kellene.
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POLARIS DEKOMPOZICIO. A
3 H,=1; +u, oV,
mozgasgradiens leirja az anyagi forma alakjanak és helyzetének valtozasat. Ez azonban

tartalmazza a pont kornyezetében lejatszodd merevtestszerii elfordulast és az
alakvaltozast is.

A CAucHY-féle polarisdekompozicio-tétel értelmében (lasd példaul [VERHAS
1985]) amozgasgradiens egyértelmiien felirhato

(4) H, =Q,A,

formaban, ahol Q, ortogonalis leképezés, azaz QtT = Q;l, A, pedig szimmetrikus, azaz

Al =A,. A Q, forgatis jellemzi a kontinuumelem kornyezetének ¢ iddpillanatbeli
elfordulasat, A, pedigaz aakvaltozasat a kezdeti konfiguracidhoz képest.
AZ ALAKVALTOZASI TENZOR. A (4) 6sszefliggésbol
HI =A/Q/, = H/H =A/Q/QA, =A/I,A =A/A =A7,

igy az alakvaltozasi tenzor:
(5) A, =\HH, = /I +Vgou I +u,oV,).

A DEFORMACIOTENZOR. Azokban a specialis esetekben, amikor nincs alakvaltozas,

olyankor A, =1,. Ezért az altalanos esetben az alak megvaltozasanak mértékét

természetes a

(6) Dt = At _IR = HtTHt _IR'

azaz

D, :\/(IR + Vg OU:)(IR +u, OvR)_IR

deformaciotenzorral jellemezni. Ez az oOsszefiiggés a kis és a nagy deformdciok
tartomadnyan egyarant érvényes és pontos értelmezés. Legismertebb kozelitései a

’ Cauch
CaucHY-féle D, =1V, ou, +u, oV, ],
r Green
GREEN-féle D, =1[Vpou, +u, oV +(Vyou, )u, oV, )]
deformacidtenzorok.

Vegyiik észre, hogy ha a H, mozgdsgradiens szimmetrikus, akkor a teljes

deformacio a CAUCHY-féle deformacioval egyezik meg, vagyis olyankor a CAUCHY—f¢éle
tenzor mar nem kozelités.
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A SEBESSEGGRADIENS. Fontos osszefliggést kaphatunk a v sebességmez6 és a H
lokalis mozgasgradiens kozott a mozgasfiiggvény ¢ és R szerinti vegyes parcialis
derivaltjainak egyenl0ségébdl. Felhasznalva a sebesség és a mozgasgradiens (1)-(2)
definicioit:

O’x(R)_o N
R~ o R V)= HL (R) =
°y,(R) ov,(R) ov(y,(R),1) R
R - m - or - VR eV)ZEE = ((ve VIHN, (R).0)

attérve tisztan lokalis formara
H=(voV)H, azaz H=(Gradv)H.

Az egyenléség mindkét oldalat jobbrol szorozva a H™ tenzorral, megkapjuk a
sebességgradienst.

(7) voV=HH™.

Ha figyelembe vessziik a (4) szerinti felbontast, akkor

voV=HH'=QA(QA)" = (0A+QA)A Q' =QQ ' +QAA Q!

s megkapjuk a merevtestszerii elfordulas sebességét, és az alakvaltozas sebességét.
Megszokott jel61éseinkkel:

Q=QQ™ - az Orvénytenzor (az elforduladsi sebesség tenzora,
szogsebességtenzor),
V=QAA Q™ - azaakvaltozasi sebesség tenzora.

LEIRASOK KOZOTTI ATJARAS. Latjuk, hogy lokalis mennyiségrol a szubsztancialis
mennyiségekre torténd attérés egyszerti, a megfeleld mezoket kell komponalni a
mozgasfiiggvény inverzével. Lokalis helyzetrél az anyagi mennyiségekre valo attérés
(vagy forditva) nem azonos Osszefliggésekkel torténik, hanem fiigg a fizikai mennyiség
tenzori rendjétél is. Mas a helyzet skalarnal, mas vektornal, és mas tenzornal. Sét,
vigyaznunk kell, mert vektoroknal az attérési szabaly latszolag mas, ha a fizikai
mennyiség nem mozgasbol szarmazik, és megint mas, ha abbol (pl. sebességmezd).

Ha egy f fizika mennyiség skaldr, akkor szubsztancialis formaja egyuttal anyagi
formais, és kozottiik az dsszefiiggés a kovetkezo:

(8) f(r.1) = f(R)=f(x,(R).2),
(8b) fe0)=7M) < £(R),

azaz csupan a valtozokban kell értelemszertien attérni.
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Ha egy c¢ fizikai mennyiség vektor, akkor szintén definialhatjuk — (8a) mintajara — a
¢ mennyiséget, azonban figyelembe kell venniink, hogy mar egy merev kozeg is
efordulhat vandorlasa soran, egy deformalodd kozegben pedig az anyagi pontok
szomszédsagi viszonyal is megvaltoznak. A kdzeghez rogzitett iranyok, vektorok az idé
fliggvényében elfordulnak, és eredetileg ortogonalis, normalt bazisvektorok a kozeggel
egyiitt deformalédva mar nem feltétleniil egységnyi hossziak €s nem is merdlegesek
egymasra. A kozeghez rogzitett barmely koordinatarendszer valtozasat, a kozeg minden
pontjaban az irany- és méretviszonyok valtozasat a mozgasgradiens tenzor jellemzi.

Ennek megfelelden, ha ¢,(R) szubsztancialis vektormezo, akkor a megfelel§ lokalis

vektormezé

(9) e(r,0) = H, i 0)e, (' (),

illetve forditva, ha c(r,t) lokalis vektormezd, akkor a megfeleld szubsztancialis
vektormez®

(90) ¢, (R) =H™(x, (R),)e(y, (R).1).

Itt Gjabb jelolést vezettiink be, mert ¢, (R) és ¢(y, (R),?) ugyanahhoz alokalis

vektormezohoz tartozo, és egyforman szubsztancialis valtozoju, de kiilonb6zo
vektormezok.

2. abra

Az eldbbit nevezziik anyaginak, az utobbira megtartjuk a szubsztancialis elnevezést.

A lokalis koordinatarendszer valtozasat is figyelembe vevd, H,-vel visszahizott

mennyiségeket jeloljik a tovabbiakban kalappal. Tehat ugyanahhoz a lokalis ¢

% Az attérési formulak szemléltetéséhez vegyiik észre, hogy a kizeg szdmara az irdnyokat, a szerinte
alland6 iranyokat barmely anyagi pontban a kdrnyezé anyagi pontok jeldlik ki. Ha valasztunk egy R
kozegpontot és egy kozeli R+AR masikat, akkor az 6ket 0sszekotd vektor a kiilsd inerciarendszeriink

szerint y, (R + AR)— A (R) ~ (1, (R) o Vg )AR = H, (R)AR szerint valtozik az id6 fiiggvényében, mig
a kozeg szerint ugyanaz az allando AR vektor marad. A AR — O hataratmenetben a két megfigyeld
szerint latott kiilonbségvektor viszonya pontosan a H, (R) tenzorhoz tart.
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vektormezohoz altalaban kétféle szubsztancidlis valtozoji mezd is tartozhat, c,,

amelyben csak a fiiggvény argumentumat cseréltiik ki, ¢és ¢,, amellyel a kozeghez

1t

rogzitett vektorok valtozasait is kovettik®.

Természetesen ez utobbinak is megvan a lokalis alakja, és altalaban ¢, # ¢, illetve

¢ = c¢. Ez ajelolés fliggvények argumentumanak kiirasa nélkiil is egyértelmiivé teszi az
€l6bbi formulainkat:

~ , A yy-l
c=H,c, €s ¢, =H,c,.

A mar emlegetett, az anyag belsd viszonyait jellemzd anyagi mennyiségeket viszont
természetesen nem formalis szabalyok, hanem a fizika térvényei jeldlik ki. Vilagosan
latszik ez a mozgassal kapcsolatos mennyiségek, azaz a mozgasfliggvény és derivaltjai

esetén. Ugyanis a mozgast megado y, mozgasfiiggvénynek és inverzének nincs kalapos

formaja, azaz sajat derivaltjanak segitségével transzformalodé alakja. Belathato
tovabba, hogy a mozgasgradiens esetén a visszahuzott alak megegyezik az értelmezési

tartomany egyszerii valtoztatasaval kapott alakkal, azaz Ijlt =H,.

2. A MERLEGEGYENLETEK

A mérlegegyenleteket eredetileg mindig lokalis formaban irjuk fel — ez felel meg a
megszokott téridé szemléletiinknek ezért a mérlegek lokalis fizikai mennyiségek kozott
érvényes Osszefiiggéseket adnak meg. Fontos kiemelniink, hogy az ugynevezett
szubsztancialis mérlegek valdjaban nem szubsztancialis mennyiségekre vonatkoznak.
Egyrészt a benniik szerepld fizikai mennyiségek tovabbra is lokalis mennyiségek,
masrészt gondoljunk arra, hogy az aramok divergenciajat sem az anyagi sokasagon
érvényes derivalassal képezziik. Csak a lokalis idoderivaltat cseréljiik ki a megfeleld

* Az elmondottakat egy példaval is illusztraljuk. Gondoljunk egy egyenletesen forgd korongot, amelynek
kdzéppontja a mi teriink (azaz valasztott kiils6 inercialis vonatkoztatasi rendszeriink terének) origdjaban
nyugszik. Tehat a kozéppont mind a mi teriinknek, mind a korongnak a pontja. A korong tetszleges R

pontjanak a mozgasat a y, (R) =Q,R fiiggvény irja le, ahol Q, egy ortogonalis (forgatd) tenzor. Ekkor a
mozgéasgradiens H, =y, oV, =Q, . Tegyiik fel, hogy a lokalis h6arammezd vektora a teriink minden

pontjaban a kozéppont felé mutat: q(r,t) = —Ar . Ekkor a korongon 1évé megfigyel6 azt érzi, hogy a
korong minden pontjaban a hé a kézéppont felé aramlik. Formulaval megfogalmazva, a korong R helyén
- AR a héaramvektor. A szimpla valtozotranszformacié szerinti q, (R) = q(xt (R), t) =-AQ,R
azonban nem ezt adja, ellenben a q, (R) = Q;lqt (R) = —JR valdban igen. Vagy tegyiik fel, hogy a hé a

teriinkben a forgastengelyre merdlegesen adott n iranyban aramlik egyenletesen: q(r, t) = -/ n. Ekkor a
korong ugy érzi, hogy a hdéaram forog a korong sajat forgasaval ellentétes iranyban, amit a

q,(R)=Q,"q(x,(R).1) = —4Q ™n irle jol. (A példa MATOLCSI TAMASt6] szarmazik.)
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szubsztancialis derivalt lokalis (!) formajaval. Ez utdbbi, LAGRANGE-féle leirasmod
folyadékok esetén kielégit6, de szilard testek és folyadékok egységes leirasanal — a
szubsztancialis és lokalis fiiggvények szigori megkiilonboztetése nélkiil - zavarokra
vezethet. Ezen okok miatt a mérlegegyenleteket még egyszer Osszefoglaljuk pontosan
elkiilonitve a lokalis (mezd), LAGRANGE-féle és anyagi alakjat.

El6szor is, egy szubsztancidlis formaban adott f; skalar idéderivaltjait és anyagi
térderivaltjait lokalis formaba atirva kapjuk a szubsztancialis derivaltak lokalis forma;jat:

%ft R)=7, (R)=f(x,(R),t)ZZ—C(X,(R)J)+Vf(x,(R),t)V(xt(R),t),
Vo fi(R) =Y/ (1, (R),)(x, (R)o V)= Vf(x, (R),)H,(R).

Azaz az atszamitasi formulak:
. d 0
(10) f=Ef=5f+V-Vf, Vef=VfH,.

Ezek, még rovidebben, a derivaltak kozotti transzformacios szabalyként jegyezhetok
meg ¢és nemcsak skaldris mennyiségekre vonatkoznak:

d -9 ivv. Ve..=V..H,.

11 —...
(1) dt ot

Hangsalyozzuk, hogy a (11) formuldkban az anyagi sokasdgon ¢értelmezett
fliggvényekre vonatkozo parcialis derivaltak vannak kifejezve lokalis mennyiségekkel
és lokalis derivaltakkal. (11a) a szubsztancialis idéderivalt, (11b) pedig a szubsztancialis
térderivalt lokalis mennyiségekre érvényes formaja.

Ezek utan a differencialis mérlegeknek mindharom formajat megadjuk. Egyrészt a
kontinuumhoz képest kiilsd, inercialis megfigyeldk szempontjabol (lokalis, vagy EULER-
leiras), masrészt a szubsztancialis iddderivalt szubsztancialis formajat tartalmazot
(LAGRANGE-leiras), végiill megadunk egy teljesen szubsztancialis mennyiségekre
vonatkozo format is. Mindharom leirasmod fontos: lokalis modon latjuk az anyagot,
Lagrange leirasban tudjuk az aramvonalakkal egyiitt mozogva elképzelni, viszont az
anyagi kolcsonhatasokat, inhomogenitasokat egy tiszta anyagi leirasban latjuk jol.

Egy adott V térfogatban levé 4 extenziv fizikai mennyiség esetén a kontinuum
leirasban célszerli bevezetniink annak fajlagos (tomegegységre jutd) értékét, amelyet az
a(r,t) tértdl és ido6tol fiiggd mezdvel reprezentalunk. A fajlagos mennyiség homogén
anyageloszlas esetén a=A/m= (A/V)(V/m): p, ! p modon adhaté meg, ahol m a
térrészben levo anyag tomege, p, pedig az A jellemzo siirtisége. Specidlisan a fajlagos
tomeg 1, mivel a tomegsiiriség (azaz maga a siirliség) p . A fglagos impulzus pedig
maga alokalis v sebesség. Altaldban igaz, hogy
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A= [pad®r, A= [padV .
v v

(A megkiilonboztetés miatt alkalmazzuk a dV = d>r és dV, = d°R jeloléseket.)
Altalanosan az A extenziv mennyiség lokalis mérlege:

opa

(12) v

+V-(pav+j,)=0,.

Itt pav akozeg aramlasabol szarmazd konvektiv, és j, az attol fliggetlen konduktiv

aramsiiriség. (11) alkalmazasaval a Lagrange-leiras szubsztancialis mérlege a
kovetkez6 egyszerli formaba irhato:

(13) pa+V-j, =0

a’

Megmaradonak neveziink egy extenziv fizikai mennyiséget, ha o, forrasstiriisége

nulla.

TOMEGMERLEG. A tomeg két szempontbol speciadlis mennyiség. Egyrészt, egy
egykomponensii kontinuum mozgasat annak tomegéhez képest rogzitjik, azaz a
tomegnek nincs konduktiv dramstirisége. Masrészt, a tomeg megmaradé mennyiség, a
tomegsiriség megvaltozasa csak (!) a kontinuum aakvaltozasabol adodo
térfogatvaltozasbol szarmazik, a mozgasgradiens determinansanak megfelelden. A teljes
tomeg megmaradasabdl ugyanis, az integraltranszformacié ismert formulaja alapjan

0y R)IR = | p(r,)d%r = [ p(x;*(R), 1))|det H, (R)d°R .

B, B, By

0 0

Ezért aztan, mivel a mozgasgradiens determinansa pozitiv,
P
14 =—2,
(14) Pi=y o H
Ez az Osszefliggés tartalmazza a tomeg megmaraddsat. Derivalva a determinanst,
kapjuk, hogy
_ d pto plo d pl‘o

ptO H—l

e - “detH, =——"° _(detH,H':H, =- ‘H,,
pt dt daHt (deth)z dl t (deth)Z( t) t t deth t t
azaz

(15) p+pHTH, =0,

Ez atomegmérleg szubsztancialis alakja, mely LAGRANGE-alakban a
(26) p+pV-v=0,

lokalis alakban pedig a
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op
17 L iv.pv=0
(17) > P

format nyeri.

Egy éltalanos mennyiség mérlegének szubsztancidlis formajdhoz a derivaltakra
vonatkozo (10) Osszefiiggések ¢és a (13)-ban szereplé fizikai mennyiségek
szubsztancialis formajanak hasznalataval juthatunk:

(18) de:;n" N

Ez az Osszefiiggés latszolag nem mérleg formaju, de azzd alakitdsahoz
akalmazhatjuk NANSON tételét® (asd példaul [MARTINEC, 2003, BERTRAM, 2005]), mely
szerint

Ve -((deth )H;)=0.
Ezt felhasznalva, ha detH,-val szorozzuk (18)-at, az 4 extenziv fizikai mennyiség
anyagi mérlegét® nyerhetjiik:
P +Vy - (QetH 1 )=, +V, - Js =0,
ahol a, = p, a, az A mennyiség anyagi sfirtisége, j =(detH, JH,j; pedig az anyagi
aramsiiriisége.

A DIFFERENCIALIS MERLEG ALTALANOS FORMAJA az elmondottak aapjan a
kovetkezok:

Euler Lagrange Anyagi

%ﬂ—'—v'(pav_i'ja):aa’ pd+v.ja:0
¢

. sa
a’ aA+VR'JA_GaA'

® A formularovid bizonyitasat indexes jeloléssel adjuk meg. A komponensek jellésekor a szubsztancialis
formara tortén6 kozvetlen utalast nem alkalmazzuk.

0,(detH,(H™)/)=0,(detH,)(H )] +detH, 0 ,(H )] =
detH,(H )0 ,H(H™)] —detH, (H™)] o, H  (H™)] =
detH, 0, 1! (B4 (Y] (Y] (HYF )=
detH, 0, 7' (0,(x ™ 0, (x D —0,(x Y 0, (x ™ )=0,
mert rogzitett / és i indexek mellett 4, :ajkxl matrixot szorozzuk a* =0,(x )" és b =0.(0")"

vektorokkal. Azaz a fenti kifejezés utolsé sordban A, (a’b* —a‘b’) = a,A"b, —b,4"a, =0, mert az A

matrix szimmetrikus. A fenti atalakitasok soran felhasznaltuk a matrix determinansanak és inverzének
derivaltjara vonatkoz6 6sszefliggéseket.
® Legalabbis, mai tudasunk szerint az ilyen formakat tekinthetjiik anyagi mérlegeknek.
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A TOMEGMERLEG. A fentib6l a = 1 behelyettesitéssel:

Euler Lagrange Anyagi

%—6+V-(pv)=0, p+pV-v=0, Piy =

AZ IMPULZUSMERLEGeKEe! is az altalanos formulak alkalmazasaval kaphatjuk, az a =
v esetben:

Euler Lagrange Anyagi

a{%+v(pvov—F)=pf, p=V-F=pf, P, +Ve F,=pf

K

Itt F a lokalis fesziiltségtenzor, f a lokalis erlstirliség, p, =p,v, az anyagi

impulzussiiriiség, F, = (detH, JH,'F, pedig az elsd PioLA-KIRCHHOFF-fesziiltségtenzor,
azaz az impulzus anyagi fluxusa.

A BELSO ENERGIA MERLEGE. AZ a=e behelyettesitéssel:

Euler Lagrange Anyagi

9 : : S
’8’:+v-(pev+jq)=F:(va), pe+V-j?=F:(voV),  &,+Vy-i%=F, HH"

Itt e,=pe az anyagi belsdenergia-siirtiség, és j% =(detH, )H'j’ az anyagi héaram-

Sirtiség.

AZ ENTROPIA MERLEGE €lvileg kiilonbozik a tobbi mérlegtdl, ugyanis az entrdpia és
annak aramsiriisége alapvetden anyagi mennyiség, nem fliggetlen a tobbi fizikai
mennyiségtél. Sot, ahogy azt példaul MATOLCSI megmutatta [MATOLCSI, 2005], az
entropia az anyag stabilitdsat biztositd feltételrendszer kulcseleme, mert a teljes
termodinamikal  egyensily aszimptotikus stabilitdisa a termodinamika masodik
fotételének fizikai tartalma. Az aszimptotikus stabilitas pedig akkor kovetkezik az
anyag tulajdonsagaibol, ha az Gsszes tobbi anyagfiiggvény olyan, hogy azok formaja
egyiittesen biztositja az entropia létezését ¢€s nodvekedését. Azaz, az altalanos
gyakorlatnak megfeleléen, az anyagfiiggvényeket célszeri mar eleve a II. f6tételnek
megfelelden szarmaztatni.

Az entropia mérlegének szarmaztatdsanal tehdt eldészor meg kell hataroznunk,
melyek az adott anyagcsaladra vonatkozo alapvetd fizikai mennyiségek, és meg kell
kovetelniink, hogy az entrépia, mint anyagfiiggvény barmely anyagi térrészen
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novekedjen. Ebben a feezetben a legegyszeriibb termomechanikai kontinuumra
(szokasos terminologiaval: véges deformacios termoviszkoelasztikus —anyagra)
Szarmaztatjuk az entropia mérlegét, majd a tovabbiakban a reologiai és képlékeny
anyagok leirasanak megfeleléen tovabbfejlesztjiik az elvi kereteket.

Ennek megfelelden feltessziik, hogy a fajlagos entropia az (e, H) valtozoktol fligg.
Mivel Osszetett fliggvény, ezért lokalis és szubsztanciadlis formajat a valtozoinak
megfelel6 formai segitségével kapjuk. Ezek utan az Osszetett fliggvény derivalasi
Szabalya alapjan az entropia lokalis mennyiségekkel kifejezett anyagi (és
szubsztancialis) idéderivaltja:

$(e,H) _Osde Os dH 05, 05 .4
Oedt OH dt o0Oe OH
Ezt az Osszefliggést hasznaljuk az entrépia LAGRANGE-Mérlegének szdrmaztatasahoz. A
hémérséklet reciproka az entropia bels6 energia szerinti derivaltja:

Ezt, és a belsdenergia-mérleg LAGRANGE-formajat felhasznalva kapjuk, hogy

%(—V'jq+F:(VoV))+p§—:I:H=
R e S A N
-V?+?F.(HH )+p6H.H_

%Jr%(F + pmﬁj :(FH )

ps(e,H)
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Az entropia konduktiv aramsiirliségét a kovetkezd formaban ismerhetjiik fel a j
héaram-stirtiséggel kifejezve:

_ i

=

Az entropiafluxus fenti meghatdrozésa altaldban egyaltalan nem magatdl értetddo,

Js

formajat befolyasoljak az allapothatarozokra vonatkozo fejlodési egyenletek is,
altalanos forméja levezethetd. Altalaban bizonyithatd, hogy ha a fejlédési egyenletek
mérleg alakuak, akkor a fenti forma 6sszhangban van a masodik fotétellel [V AN, 2003].

fgy végiil az entropiamérleg LAGRANGE-alakja a kovetkezd formaba irhato:

. 1 1 Os —
19 +V-j.=o0.=j,-V=—+—|F+pTH— |:\HH " )> 0.
(19) pS+Vjs =0y =gV T( P aHJ( )

A fenti aakot szubsztancialis formaban felirva, és szorozva a mozgasgradiens
determinansaval, NANSON formuldjanak segitségével kaphatjuk a megfeleld anyagi
format. Ezt a lokalis alakkal egyiitt adjuk meg:
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Lokalis Anyagi

ops PN V. e ity L
F'FV'(pSV'FJq):Jq'VF"' SA_‘_V .]A_GsA =14 VRT+
1 0. :
+1 F+,oTHﬁ :voV 20, +—|F,+p, T L :(H,Ht‘l)zo.
T oH T ° OH,

Itt s,=p,5 az anyagi entropiasiiriség, és j, =(detH, )H,'j] az anyagi entropiafluxus.

Figyeljik meg, hogy az entropiaprodukcié anyagi alakjaban természetes modon
felbukkan az els6 PioLA-KIRCHHOFF-fesziiltség és az anyagi héaramstriiség.

A (19) mérlegekben az entrdpiara vonatkozo egyenlStlenség a II. fotétel
entropiandvekedésre vonatkozd részét jelenti. Az entropiamérleg lokalis formajat
barmely adott térrészben kiintegralva kapjuk az entropia névekedését mindeniitt, ahol a
térrész hataran nincs entropiadramlas és entropiafluxus. Ugyanigy, az entropiamérleg
anyagi formajat az anyagi sokasag minden Osszefiiggé részhalmazan kiintegralva
kapjuk az entropia novekedését minden zart anyagrészben, ahol a hataron nincs
entropiafluxus.

Figyeljiik meg, hogy az anyagi entropiaprodukcié a lokalis entropiaprodukcio
szubsztancialis formaja szorozva a mozgasgradiens determinansaval,
azaz o, =(detH,)o, , tehat a masodik fotétel egyenldtlensége mindkét alakra egyarant

érvényes, ezért az anyagtorvények szarmaztatdsdhoz barmelyik formabdl kiindulhatunk.
A tovabbiakban a LAGRANGE-|€eirasban szerepld entropiaprodukciot fogjuk hasznalni.
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2. FEJEZET

AZ ALTALANOS ANYAGTORVENY

1. AZ ANYAGTORVENY VALTOZOI ES AZ ENTROPIAFUGGVENY

Az entropia anemegyensulyi termodinamika alapvetd anyagfiiggvénye, minden mas
anyagfiiggvényt vagy kozvetleniil beldle szarmaztathatunk (intenzivek és derivaltjaik),
vagy az entropiatermeléshez kothetiink (hdvezetési tényezd, viszkozitasi egyiitthatok).
Az anyag szimmetriait az entropiafiiggvénynek is tikkroznie kell. Igy példaul izotrop
kontinuumok esetén az entropia izotrdp fliggvénye valtozoinak.

Egy anyag termodinamikai modellezése, a megfelelé anyagfiiggvények keresése
soran az els6 kérdés mindig az adott anyagtipus viselkedését valoban jellemzo
alapmennyiségek kihamozasa a kusza valosagbol. Mar itt is 1ényeges kérdés az, hogy
hogyan lehet valoban az anyag — és csak az anyag — tulgjdonsagait és folyamatait leirni,
azaz megtalalni azokat a mennyiségeket, amelyek segitségével jellemezhetjik az
anyagot, azaz elvalaszthatjuk, megkiilonboztethetjiik a kiils6 feltételektél. A jellemzé
folyamatok azonositasa, a leirasukra hasznalhaté fizikai mennyiségek koziil a
megfeleléek kivalasztasa nem egyszerii, nagyon sok tapasztalat felhalmozodasa és
kisérletek sokasaga kell hozza. Az esetiinkben targyalt véges deformacios képlékenység
elméletének négy évtizede jol szemlélteti ennek a folyamatnak nehézségeit. Az entropia,
mint anyagfiiggvény ezeknek a kivalasztott valtozoknak a fiiggvénye. Ezeket az
alapvaltozokat dllapothatarozoknak nevezzik.

Altaldban mindenféle termodinamikai elméletben az extenziv mennyiségek
Kitiintetett szerepet jatszanak, példaul a nemegyensulyi termodinamikaban az alapvetd
valtozok az extenziv mennyiségek stirtiségei. Extenzivek azok a valtozok, melyeknél a
véges kiterjedésti anyagdarab egészére jellemzé mennyiségbdl additivan attérhetiink
lokalis jellemzoére, azaz a fizikai mennyiség striisége, vagy fajlagos értéke alkalmas
fizikal mennyiség. Az egyes konkrét extenziv allapothatarozoknak specialis sajatossagai
vannak, nem kezelheték egy altalanos, ko6zos szinten, nem kezdhetliink egy
termodinamikai elméletet n darab absztrakt extenziv véltozd bevezetésével. Raadasul
valdjaban nagyon kevés valoban jo alapmennyiség van (tomeg, kémiai komponensek
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anyagmennyisége). Mas, termosztatikdban extenzivnek tekintett, sokszor hasznalt
valtozok gyakran nem is egészen extenzivek, s6t van, amikor egyaltaldn nem
értelmezhetd a fogalom rajuk. Ilyen valtozo példaul az elektromos polarizacio, mely
fligg az anyag alakjatol is [MATOLCSI, 2005], és a mechanikai alapvaltozok (alakvaltozas,
deformacio) sem extenzivek, kivéve specidlis anyagokat (folyadékok) és terhelési
feltételeket. Raadasul vannak egyéb valtozoink is, amikrél eleve nem varjuk el ezt a
tulgdonsagot, de fontosak az anyag szerkezetének jellemzésében. Tehat az extenzivitast
nem tekintjiik a tovabbiakban meghatarozonak az alapvaltozok kivalasztasanal.

Jelen esetben a termodinamikai kolcsonhatasok koziil elsésorban a mechanikaival
foglalkozunk. Ez azt jelenti, hogy a mechanikai és termikus kdlcsonhatason kiviil az
Osszes tobbit figyelmen kiviil hagyjuk, vagyis nincs kémiai effektus, az elektromos és
magneses mez6 nem valtozik, stb. A termikus és mechanikai kolcsonhatas a bels6
energian keresztiil alland6 kapcsolatban van egymassal, mechanikai hatasra is valtozik a
kozeg hémérséklete, és termikus hatasra is felléphet alakvaltozas. Nem fogjuk ezt a
kapcsolatot részletesen targyalni, legtobbszor a vizsgalat egyszeriisitése érdekében
feltételezziik, hogy kozegiink izotermikusan vagy adiabatikusan izolalt a kornyezetétol.
A termoelaszticitas, termoplaszticitas, stb. elvileg része a targyalt egyenleteknek, de
Specialis problémaikra nem fogunk részletesen kitérni.

2. KEPLEKENYSEG - TAPASZTALAT

Az entropia csak azoktol a fizikai mennyiségektdl fiigghet, amelyek az alapvetd
mérlegegyenletekben allapothatarozok, illetve az anyag bizonyos szerkezeti
tulgdonsagait jellemzik. Esetiinkben ilyen az e belsé energia, amely a termikus
kolcsonhatas alapvaltozdja, a H mozgasgradiens, amely a kozeg belsé mozgasat
jellemzi, illetve a szerkezeti valtozasok jellemzésére még hasznalni fogunk egy tovabbi
dinamikal (belsd) valtozot is, melynek értéke egyenstlyban nulla. Ez utdbbi &
mennyiség az anyag reoldgiai tulajdonsagainak modellezésében jatszik szerepet.

A képlékenység jelenségkorét is magaba foglald anyagtorvény szarmaztatasadhoz
tovabbi megfontolasokra is sziikség van, fizikai feltevéseket kell tenniink a
kialakulasanak természetére vonatkozoan. A modellezés altalanos fenomenologikus
szintjén ez a jelenségkor leirasara megfeleld valtozok kivalasztasat jelenti. Mivel a
képlékeny viselkedést alapvetéen mechanikai valtozasok megfigyelésével (maradandd
alakvaltozas, folyas) azonositjuk, ezért természetes, hogy a mechanikai jellegi fizikai
mennyiségeket vesziink figyelembe a leirasara.

A tapasztalatok  Osszefoglalasara  hasznalt legegyszeriibb  képlékenységi
elméletekben képlékenységi alapvaltozoként egy specidlis elmozdulast vezetnek be,
azaz az anyag mozgasfiiggvényét felbontjak képlékeny és rugalmas részre. Ennek



megfelelden a képlékeny dllapot clérését egy w(F,, HP'“") formaju képlékenységi

fiiggvény adja meg, amelynek valtozoi az F, a fesziiltség és a teljes H, mozgasgradiens
H7'™" Kképlékeny része. A felbontass HE™! rugalmas és HP' képlékeny részre

altalaban multiplikativ,
(1) Ht _ HtplastHflast ’
¢és ebbol kovetkezden kis deformaciokra additiv, mert

Dt _ Ht 1= Hf?lasthelast 1= (D;vlast + I)(Dtelast +I) I~ Dtelast + Dfﬂast .

A képlékenységi fiiggvény fiiggése HP“'-tol a keményedést modellezi (ez

torténhet tobbféle modon is), abban a specialis esetben, ha y nem fiigg HP -tol,
beszélhetiink idealis plaszticitasrol. A képlékenységi fliggvény segitségével az anyag
mechanikai viselkedését jellemzé F,(H,) anyagfiiggvény értelmezési tartomanyat
rugalmas és képlékeny részre bonthatjuk. A két részben a mechanikai tulajdonsagok
alapvetden kiilonboznek, és a hatarold feliileten ugrasszeriien valtoznak. A képlékeny és
rugalmas tartomany hatarat jelenté F, folyasi fesziiltséget a

@) w(F, H[") =0

feltétel jeloli ki. Néha egyes szerzok azt feltételezik, hogy képlékeny allapotban az
anyag nyir6 rugalmassaga eltlinik, és az anyag 6sszenyomhatatlanna valik.

Meg kell persze mondanunk, hogy a (2) fiiggvény altal meghatarozott feliilet melyik
oldaan van a rugalmas és melyiken a képlékeny tartomany. A rugalmasbol a
képlékenybe torténd atmenetet nevezziik felterhelésnek, ekkor

a—l//:aIF,>O.
OF,

Leterhelés (tehermentesités) esetén, azaz ha
w=0 és STW:dF, <0, illetve y <0,

t

azonnal visszalépiink a rugalmas tartomanyba. Az alakvaltozas egy része maradando, a
fesziiltség eredeti helyzetbe torténé visszaallitasaval nem all helyre az eredeti
deformacios allapot.

A H? last Képlékeny mozgasgradienstdl torténd fiiggés (barmi legyen is az) azt

plast
t

fgjezi ki, hogy atartomany hatara “mozog”, azaz képlékeny allapotban H valahogy

valtozik, és ujabb felterheléskor a képlékeny allapotba mas fesziiltségek esetén jutunk.
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Termodinamikailag H”'™' egy tGjabb valtozo, rdadasul véltozasanak leiréséra

vonatkozoan nyilvanvaldan sziikség van egy fejlédési (evolacios) egyenletre, amit a
képlékenységtanban szokas folyasi torvénynek is nevezni. Ezek bevezetésének
valtozatos modjai vannak [KALISzKY 1975]. Ebben az irasban szeretnénk minél
kevesebb feltétellel a termodinamikai anyagelmélet felhasznalasaval megvizsgalni ezt a
kérdéskort.

Ezek utan, a megfeleld termodinamikai hattér megértése céljabol térjiink at a
képlékenység és az irreverzibilitas viszonyanak targyaldsara.

3. IRREVERZIBILITAS-FOGALMAK

A képlékeny viselkedés - irreverzibilis valtozdas. Ugyanakkor nem jar feltétlentil
disszipacioval. A mechanikailag disszipativ (adott esetben viszkozus), rugalmas és
képlékeny viselkedés tetszOleges parositasban el6fordulhat. Ennek megfeleléen
beszélink viszkézusan rugalmas (viszkoelasztikus), képlékeny ¢és viszkozus
(viszkoplasztikus), rugalmasan képlékeny (elasztoplasztikus) stb. anyagokrol is.
Azonban reologikusan képlékeny, viszkdzusan reologus, stb. fogalomparositasokat nem
tartalmaz az irodalom, holott majd latni fogjuk, hogy ilyenek természetes mddon 1épnek
fel a termodinamikai keretek kozott. A legaltalanosabb anyagviselkedés mindegyik
variaciot magaba foglalja, még sem érdemes viszko-€laszto-plasztikus névvel illetni,
mert ez a normalis reologiai tulgjdonsagokka rendelkezé anyag. Féleg azért nem, mert
a viszkozus anyagtulajdonsagon a szilard testeknél, sokan az un. kuszasi tulajdonsagot
értik (amelyik a deformacié sebességével van Osszefiiggésben), s deformaciok
késleltetésében jelentkezik. De ugyanilyen tuladonsag a relaxacio (amelyik a
fesziiltségvaltozas sebességével van Osszefliggésben), s a fesziiltségek ernyedésében is
jelentkezik. Altalaban kiilon-kiilon csak specialis esetben jelentkezik, legtobbszor a
deformaciok késésének és a relaxacionak a kiillonbsége jelenik meg a szemiink elétt.

Ennek megfeleléen, a tisztanlatas végett elGszor altalanosan, a mechanikai és
termodinamikal  kolcsonhatasokon tilmenden érdemes attekinteni a sok esetben
keveredd irreverzibilitasi és egyensuly fogalmainkat.

Mindenek el6tt fontos leszogezni, hogy barmilyen fizikai elméletben a folyamatokat
meghatarozo differencialegyenletek, a fejlédési egyenletek fényében lehet tisztan
beszélni alapvdaltozokrol, folyamatok tulgjdonsagairdl, illetve egyaltalan meghatarozni
mit értiink adott fizikai rendszerre vonatkozo kiilsé hatason és miként hatarozzuk meg
mi arendszer belsd felépitése, azaz anyaga. A fejlédési egyenletek felirhatosaga mar az
elmélet meglehetdsen fejlett fokat jelzi. A fejlodési  egyenletet szokas
mozgasegyenletnek, dinamikai egyenletnek is nevezni. Mi szandékosan keriiljiik

36



ezeknek a mechanikai hatteret sejtetd, ezért specialis jelz6knek a hasznalatat.
Természetesen a mechanikai kolcsonhatds esetén a tomegpont helyzetvaltozasat
meghatarozo fejlodési egyenlet a NEWTON-egyenlet, a tomegpont mozgasegyenlete, de
nem minden felodési egyenlet hasonlit a NEwTON-egyenletre. A kovetkezOkben
felsorolt tulajdonsagok segitenek a kiilonféle fizikai kolcsonhatasokhoz kapcsolodo
fogalmaink laza osztalyozasaban.

Az ALLAPOTHATAROZOK TULAJDONSAGAI — A FEJLODESI EGYENLET FENYEBEN. A
kolcsonhatasokat egyes éllapothatdrozok, vagy csoportjuk, illetve a hozzajuk tartozo

fejl6dési egyenlet egylittesen modellezi.

@

(b)

(©

Egy allapothatdrozét extenzivnek neveziink, ha értelme van a slirliségérdl
beszélni, és id6 és térbeli valtozasat teljes mérleg alaku fejlodési egyenlet
hatarozza meg. Teljes mérlegen pedig azt értjiik, hogy a valtozonak természetes
modon értelmes a fluxusarol és dramlasarol beszélni. Extenziv allapothatarozo
példaul a tomeg, a belsd energia, vagy az impulzus.

Egy allapothatarozot egyensulyinak neveziink, ha teljes termodinamikai
egyensilyban értéke nem feltétleniil nulla. A teljes termodinamikai egyensaly
fogama (lasd a kovetkezé pontot) pedig Osszefonodik az allapothatarozok
osztalyozasaval. A fenti extenziv allapothatarozok koziil a tomeg és a belso
energia egyensalyi.

Dinamikai  allapothatarozok  meghatarozé6  tulajdonsaga, hogy teljes
termodinamikal  egyensilyban nullak. Az impulzus példaul dinamikai
allapothatarozo.

Extenziv allapothatarozo lehet egyuttal dinamikai vagy egyensalyi is, de a
dinamikai és az egyensulyi komplementer fogalmak.

SPECIALIS FOLYAMATOK — A FEJLODESI EGYENLET FENYEBEN.

(@

(b)

Egy fizikai rendszer termodinamikai egyensiulya a hozza tartozo fejlodési
egyenlet idében allando, térben homogén megoldasa. A termodinamikai
egyensily létezése természetesen fiigg a fejlodési egyenlettdl és a megfeleld
peremfeltételekt6l. Az extenziv allapothatdrozokra vonatkozo fejlodési
egyenleteknek létezik termodinamikai egyensulya, forrasmentes esetben,
homogén peremfeltételek és nulla aramstirtiségek esetén. A termodinamikai
egyensuly az anyag nyugalmi dallapota, minden termodinamikai elmélet
alapfogalma.

Egy fizikai rendszer dinamikai egyensulyban van, ha minden allapothatarozoja
allando. Dinamikai egyensulyban levo rendszer tulajdonsagai idében allandok,
de a rendszerben folyamatok zajlhatnak. Ilyen példaul, ha az extenziv
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allapothatarozok fluxusai vagy a dinamikai allapothatarozok allandok, de nem
nullak.

(c) Egy fizikai rendszer adott allapothatarozora (vagy a megfelelé kolcSonhatasra)
vonatkoztatva részleges termodinamikai egyensulyban, illetve részleges
dinamikai egyensulyban van, ha az el6bbi feltételek az adott allapothatarozora
allnak fenn. Az Osszes allapothatarozora vonatkoztatott termodinamikai, illetve
dinamikal egyensulyt teljes egyensulynak nevezzik.

AZ ANYAGCSALAD (KOZEG) — AZ ALLAPOTHATAROZOK KIVALASZTASA SZERINT. Az
anyagcsalad (kozeg) az anyagfiiggvények meghatarozott osztalyat jelenti az
allapothatarozok kivalasztasa szerint. Példaul a termomechanikai anyagcsaladba azok az
anyagok tartoznak, amelyeknek anyagfiiggvényei (nyomas, héaram, stb.) csak a
mechanikai és termikus allapothatarozoktol és azok tér- és idOderivaltjaitol,
integraljaitol fiiggenek.

(8 Egy anyagcsadad egyensulyi, ha anyagfiiggvényei csak egyensulyi
allapothatarozoktol fiiggenek.

(b) Egy anyagcsalad nemegyensulyi, ha nem egyensilyi. Ez nem vice, hanem egy
tovabbi osztalyozasra buzdité oOsszefoglald jelz6. A nemegyensulyisagnak
ugyanis tobb oka is lehet:

(i) Az anyagfiiggvények dinamikai valtozoktol is fiiggenek (ekkor
tehetetlenségi tulgjdonsagok miatt nemegyensulyi a kdzeg).

(i) Az anyagfiiggvények az allapothatarozok iddéderivaltjaitol fliggenek.
Ennek egyik oka lehet, hogy nem talaltuk meg a megfelelé dinamikai
allapothatarozokat. Persze egy idéderivalt is lehet dinamika valtozo, de
egy termodinamikai elméletben ez mindig egy specialis valasztas.

(iii) Nem talaltuk meg a jo egyensulyi valtozokat.

Egy egyensulyi anyagcsaladot, kis pontositassal, néha lokalis egyensulyban levének
nevezik torténelmi okokbol [GYARMATI 1969]. A tovabbiakban ezt a jelz6t nem
hasznaljuk, mert csak a megfeleld térbelileg homogén testekre vonatkozo
termodinamikal (termosztatikai) elmélet kifejtésével lehetne értelmezni. Fontos és a
hagyomanyos felfogastol eltérd, hogy a fenti értelemben egy tisztan mechanikai
anyagcsalad nemegyensulyi, mert dinamikai allapothatarozot is tartalmaz: az impulzust,
illetve a sebességet (fajlagos impulzust). A fenomenologikus termodinamika elméleti
alapstratégiaja szerint a nemegyensulyisag leirasahoz elsdsorban a megfeleld
allapothatarozokat kell megkeresniink.

AZ ANYAG — A FOLYAMATOK IRANYITHATOSAGA, AZAZ A FEJLODESI EGYENLET
SZERINT. Az adott allapothatarozokkal meghatarozott anyagcsaladhoz tartozo anyag —
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amit a konkrét anyagfiiggvények hataroznak meg — o0sztalyozhaté a folyamatok
iranyithatosaga, azaz végsd soron a fejlodési egyenlet szerkezete szerint is. Ebben az
osztalyozasban elszigetelt rendszereket tekintiink, azaz specialisan a testet és azok
kornyezetét egyiittesen. Az anyagfiiggvényekhez természetesen hozza tartozik
értelmezési tartomanyuk, az ugynevezett konstitutiv allapotteér is.

(& Egy anyag reverzibilis, ha konstitutiv allapottere 6sszefiiggd, azaz elszigetelt
rendszerben eljuttathatod konstitutiv allapotterének minden pontjabol minden
Mas pontjaba.

(b) Egy anyag irreverzibilis, ha nem reverzibilis. Példaul akkor, ha konstitutiv
allapotterében van olyan pont, hogy onnan mar nem juthatunk vissza a
Kiindulasi allapotba.

(c) Egy anyag egy vagy tobb adott allapothatarozora vonatkoztatva, azaz
részlegesen reverzibilis, ha az 6sszes tobbi allapothatarozot allando értéken
tartvareverzibilis.

A reverzibilitas fogalmat konnyti félreérteni (€s nehéz pontosan koriilhatarolni).
Fontos, hogy nem folyamat, hanem anyagtul gjdonsag az egyensulyisaghoz hasonldan.

Sokkal konnyebben érthetd feltételt jelent a kovetkezd két tulajdonsag.

(d) Az anyag disszipativ — haaz entropiaprodukcidja nagyobb, mint nulla.
(e) Az anyag nem disszipativ — haaz entropiaprodukciodja nulla.

Tehat a disszipativitas felfogasunk szerint az anyag és nem a folyamat tulajdonsaga,
bar természetesen mondhatnank, hogy egy disszipativ anyag folyamatai disszipativ
folyamatok, de ez félrevezetdé lenne. Az entropia ndvekedését a megfeleld
anyagfiiggvények biztositjak (pl. FOURIER-féle h6vezetési torvény pozitiv (1) hévezetési
egyiitthatoval).

Az egyensilyisag és reverzibilitas fliggetlen fogalmak (masra is vonatkoznak), a
reverzibilitas és disszipativitas nem az. Egy disszipativ anyag mindig irreverzibilis és
egy reverzibilis sosem disszipativ.

Fontos még megemliteni, hogy nem minden disszipativitds foghaté fel belsd
energiara vonatkozo részleges irreverzibilitasként.

Mint arra fentebb utaltunk, a nemegyensilyisag egyik formaja a tehetetlenség. A
tehetetlenség specialis memoriatulajdonsag, az anyag pillanatnyi allapota fligg az
el6z6ekt6l. Mas irreverzibilitasok (pl. karosodas) is lehetnek memoriaszeriick. Vannak
reverzibilis memoriahatasok is. Ilyet mutatnak az emlékezé fémek specialis
fazisatalakulasai.

ANYAGOK ALLAPOTANAK OSZTALYOZASA KONTINUUMMECHANIKAI (VAGY
ANYAGSZERKEZETI) SZEMPONTBOL. Az anyagok — mindaddig, amig folytonossaguk
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megmarad, vagyis a tonkremenetelig — vagy rugalmasak, vagy képlékenyek (értve
ezalatt, hogy a rugamas dakvaltozasok mellett megjelenneck a maradd
(visszafordithatatlan) deformaciok is).

Az 1. abrdan egytengdyi

terhelés esetére  abrazoltuk
téredezett azokat a hatarolo gorbéket,
anyag amelyeken beliil helyezkednek
@\ e d a fesiltség—deformacio-
\ \ diagramok tetszéleges defor-
‘g / \kézlz'::ny Mmaciosebesség esetén. Ekkor 4
b rugalmas 3 kiilonbozd esetet kiilonboztet-
2 zona hetink meg a tapasztalatnak
g G\ > megfeleléen. Ez az eldzéekben
5 NG felsorolt osztalyozasoknak
g Py / megfelelen a kovetkezok:
/ 1 \ / Rugalmas tartomanyon beliil:
0] - reverzibilis - v
/ ( ®O@® -irreverzibilis ! reg\?/:rr:;:zls’,
C,/ H nemdi sszipativ,

tengelyiranyu deformacio 2 - nemegyensﬁlyi
1. dbra irreverzibilis,
disszipativ,

A rugamas tulajdonsagok ugrasszerii megvaltozasa jelzi a képlékeny zona hatarat.
Képlékeny tartomanyon beliil:

3 - egyensilyi, irreverzibilis, disszipativ,
4 - nemegyensilyi, irreverzibilis, disszipativ.

TOVABBI MEGJEGYZESEK. Az irodalomban azért talalhatd szamos félreértés, mert
azonos elnevezésekkel illetnek mas és mas fizikai tartalmakat. Teljesen nyilvanvalo,
hogy a reverzibilis (visszafordithatd) €s az egyensulyi nem azonos tartalmat takar. De
ekkor az irreverzibilis (visszafordithatatlan) és a nemegyensulyi sem lehet azonos, holott
a sz6 jelentéstanilag szinte ugyanazt fejezi ki. Példaul a nemegyensulyi termodinamikat
¢s az irreverzibilis termodinamikat egymas szinonimajaként is hasznaljak. Klasszikus
irreverzibilis termodinamikanak azt az egyenstlyi elméletet nevezik, amelyben csak
disszipaciobol szarmazik az irreverzibilitas [DE GROOT — MAZUR, 1962]. A termosztati-
kaban hasznalt kvazisztatikus folyamatok az egyenstlyi anyagcsaladokra utalnak, csak
disszipaciobol szarmazo irreverzibilitassal, ennek megfelelden a klasszikus irreverzibilis
termodinamika anyagcsaladjainak homogén testekre vonatkozo megfelel 6.



Teljesen formalisan, az s entropiafiiggvényt szokas két kiilonbozo fiiggvény
Osszegeként felirni:

[folyamatra vonatkozo felosztas]: s=s5" 4 g"re

[allapotra vonatkozo felosztas]: § = gegensilyi | gnemegyensiilyi

[mechanikai (anyagszerkezeti) felosztas]: s = s""8 + skPl = gelast | gplast

Mindharom esetben meg kell hataroznunk a felosztas kritériumat. A valtozok pontos
felirasaval valnak csak értelmezhet6vé ezek a kijelentések. Mint lattuk, folyamatokra és
allapotokra torténd hivatkozas anyagi tulajdonsagként értelmezhetd. Ennek megfelelden
egyediil a masodik felosztas olyan, amelynek természetes matematikai tartalom adhato.
Ugyanis dinamikai valtozok jelenléte (tehetetlenség) esetén az entropia természetes
modon szétbonthato egyensulyi és nemegyensulyi részre:

S(Cl b) — Segyensdlyi (a) + Snemegvensdlyi (Cl b)
) b )

ahol a az egyensulyi, b pedig a dinamikal valtozokat jeloli, €s a nemegyensulyi rész
nulla akkor, ha a dinamikai valtozok nulldk, azaz s""“““*(q,0) = 0. Ez a felosztas

semmiféle megszoritast nem jelent az entropiafiiggvényre vonatkozoan, csak a
dinamikal allapothatarozok alaptulajdonsagat hasznalja. Reologiai hatasok esetén mar
hasznaltuk [VAN — AsszONYI 2006, 58. 0.] és a tovabbiakban is felhasznaljuk.

A dinamikai valtozok hatasanak, illetve a nem disszipativ irreverzibilitasoknak az
¢észlelhetdsége meghatarozott feltételekhez kotddik. Ilyen példaul az allapotvaltozas
sebessége, kiilsé hatas nagysaga. Tehat az altalanosabb anyagcsalad természetes modon
¢és nemcsak elvi hataresetként tartalmazhatja a specialisat. Ez a fejl6dési egyenletekben
megjelend idoskalaktol, vagy/és a kiilsé hatasok erdsségétodl fiigghet, anyagonként mas-
mas modon.

4. MECHANIKAI ALLAPOTHATAROZOK ES KEPLEKENYSEG

A véges deformacios képlékenységtan elsé elméletei a hatvanas-hetvenes
években sziilettek, miutan a véges deformacidés rugalmassagtan tudomaénya eljutott
bizonyos érettségi fokra.  Harom-négy évtizeddel ezutan maig sincs egyetlen
altalanosan elfogadott elmélet. BERTRAM a kovetkezOképpen jellemzi a helyzetet:

“A véges képlékenységelméletek egyik aapveté problémaja a belsé valtozok
definicigja, ¢és kiilondsen a képlékeny vagy inelasztikus alakvaltozasé. Habar a
képlékeny deformacio kifejezés meglehetésen szokasosnak tlinik a mérndki
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irodalomban, kideriil, hogy nagy deformaciok esetén meghatarozasa rendkiviil
bonyolult.” [BERTRAM, 2005, 249. 0., kiemelés a szerzo6tol].

Nincs sem elméleti, sem kisérleti altalanos szabaly arra, hogyan kiilonitsiik el a
kettét. A probléma nehézségét jol szemlélteti az (1) alatti H, = H/ ™' H

multiplikativ 6sszefiiggés. Emlékezziink ugyanis arra, hogy a mozgasgradiens a
mozgasfiiggvény adott referenciakonfiguracion értelmezett derivaltja. Viszont
akarmilyen valddi vagy elképzelt mozgast (elmozdulast) bontunk két részre, az additiv
lesz, a fenti multiplikativ 6sszefiiggés csak a referenciakonfiguracié valtozasaként, az
Osszetett fliggvények derivalasi szabalya alapjan értelmezhetd:

P plast ¢, elast R P plast elast
H, (R) — Li (Xt ( )) _ Lt Xl?lasl (R))at—R(R) _ HtplastHflast )

OR ax telast

A referenciahelyzet ilyen felbontds utdn azonban tobbé nem reprezentalja az
anyagot, az €l6z6 fejezetben elmondottak érvényliket veszitik. Barmilyen alakvaltozas —
azaz egy geometriailag meghatarozott mennyiség — allapothatarozoként torténd
bevezetése ehhez hasonlo problémakat eredményez.

Az alabbiakban amellett érveliink, hogy a képlékenységnek a mozgashoz torténd
lekotésére nincs sziikség. A latszat itt is elfedi a lényeget, a képlékenység, amit
alakvaltozason keresztiil észleliink, anyagszerkezeti okokra vezethetd vissza. Ha a
képlékenységi feltételt fizikailag sokkal természetesebb moéddon munka-alapinak
tételezziik fel — esetiinkben konkrétan a deformaciés munkavégzéshez kotjikk —, akkor
egy megfelelé termodinamikai keretelméletben a rugalmas és képlékeny alakvaltozasok
természetes modon értelmezhetdek és szarmaztathatdoak. Raadasul a képlékenység
ebben az esetben egységes modon kezelhetd a tobbi termodinamikai kdlcsonhatassal,
ami lehetévé teszi, hogy a rugalmassag valtozasainak kiilonféle okait egyszeriien
elkiilonitsiik. Kiilondsen fontos ez a reologia folyamatokhoz torténd természetes
csatol 6das miatt.

Tekintsiik a legegyszeriibb idealis képlékenység esetét, amikor w(F,) csak az F,
fesziiltség fiiggvénye. Hol vannak ebben az altalanos leird keretben a fizikai feltevések?
Eloszor is vegyilik észre, hogy habar a képlékenységi hatart kijelold fiiggvény csak a
fesziiltségtél fiigg, komplementer modon meg szokas adni alakvaltozastol
(mozgasgradienstdl) fliggd dualis valtozatat is, példaul y(A,) formaban. Amig ez a
fliggvény a rugalmas tartomany hatarat jeloli ki, addig 1ényegében mindegy, melyik utat
jarjuk, mert a F, (A,) rugamas anyagtdrvény miatt a valtozocsere altalaban egyértelmdi.
Viszont a valtozé megvalasztasa nem tetszOleges, a dualitasnak szigoru feltételei
vannak, ezért valamilyen fizikai feltételt kell keresniink. A valdsagban, illetve az
altalunk vizsgalt altalanosabb, az id6beli valtozasokat is tekintetbe vevd nemegyensulyi
keretek kozott is, nem feltétleniil a rugalmas tartomanybdl jutunk a képlékeny
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tartomany hatarara. Ugyanis a reologiai viselkedésnek nincsenek a képlékenységhez
hasonl¢6 ,,tartomanyai”.

Amikor az anyag képlékeny, és egyuttal a mechanikai viselkedését a terhelés
sebessége jelentdsen befolyasolja, akkor a képlékenységi hatar nemcsak a fesziiltségtol,
hanem a deformaciotdl és ezek idéderivaltjaitdl is fiigg, tehat legalabbis

Wuniv(Ft’Ft’Ht’Ht) =0

alaku.
o Q&> ™ fiiggvénykapcsolat empirikus kijelo-
lése egyaltalan nem vilagos egy, a je-
S : o lenségeket tisztan szétvalaszto elmélet
S O<é=const<oo  Nelkil A
. 0 W(Ft) =0
................. &>
el

.................. kritérium valtozojanak kivalasztasa
D vt azt a fizikai elképzelést tiikrozi, hogy
Képlékenységi hatar o, anyag képlékeny viselkedése,
vagyis belsé szerkezetének  at-
£ rendezédése  valamilyen  kritikus
i > fesziiltség hatasara kovetkezik be. A
0 r g;; €y g}gf fenti altalanosabb 0Osszefliggés azt

2. dbra. A képlékenységi hatdrfeltétel mutatja, hogy ez az egyszeri fizikai
egytengelyii nyomdkisérlet alapjan, kiilonbozé ~ KEp nem  tarthatd, a fesziiltség

dllando deformaciosebességii méréseknél 6nmagéban csak Specia’lis esetekben
szolgaltat jo képlékenységi feltételt. A
sematikus 2. dbra mutatja, hogy a képlékenységi hatar jelentésen fiigg a terhelés

sebességétdl is. Viszont Gjabb, v, (F,,F,) =0 jellegii képlékenységi feltétel empirikus
eldirasa — habar kézenfekvonek tiinik — de egyrészt semmit nem magyaraz meg a

.....

termodinamika masodik fotételébdl eredd megszoritasokat is figyelembe kell venniink.

Viszont van olyan fizikai mennyiségiink, amely mindezeket a hatasokat képes
figyelembe venni ¢és fizikailag is plauzibilis, raadasul specialis esetként tartalmazza a
hagyomanyost. Tegyiik fel ugyanis, hogy a képlékenységi hatar az anyaggal kozolt
munkatol, illetve teljesitménytél fiigg. Ez egy fizikailag tiszta feltétel, rugalmas-
képlékeny anyag esetén egyenértékli csak a fesziiltséget, vagy csak a deformaciot
bevezeto feltételekkel. De pontosan mi lehet a képlékenységi feltétel? Munka vagy a
teljesitmény, rugalmas munka, plasztikus munka, vagy valami mas? Ez egy tapasztalati
kérdés, de a tapasztalatot egy elméletbe agyazottan értékeljiik. Jelen esetben nagyon

43



lényeges, hogy ezeket az elképzeléseket ne a szarmaztatott anyagfiiggvényekbe, hanem
kozvetleniil az entropiaba épitsik be. Ez a feltétel pedig kitiinteti a deformacios
munkat, mint legegyszeriibb lehet6séget az Osszes tobbi lehetséges valasztas koziil.
Ennek megfeleléen a tovabbiakban azzal a feltevéssel éliink, hogy a plaszticitasi hatar
elérése az anyagon végzett W deformacios munkatol, illetve a P deformdcios

teljesitménytél fiigg (P =W =F, : H H ).

A Vvaltozok kijelolésén tilmenden a masik 1ényeges fizikai kérdés a képlékenységi
hatar eredete. Kovetkezménye valamilyen szerkezeti, fizikai elképzelésnek (pl.
fazishatar, mint a karosodasi feliilet lehet [V AN, 2001], vagy az anyag belsé mozgasai
miatti stabilitasvesztésként értelmezheté [VERHAS, 1985]), vagy az elmélet fiiggetlen,
azaz kézzel el6irt, kisérletileg meghatarozando alapfeltevése, mint a w(F,)=0

klasszikus modellben. Mindkét esetben a valtozasok egyiranyusagat, irreverzibilitast
tekintetbe vevé elméletet kell alkotnunk. Ennek megfeleléen a termodinamika II.
fétételének pontos értelmezése és bevezetése a képlékenységtanban sem mell6zheto.

Jol ismert, hogy a képlékenységi hatar, illetve a képlékeny alakvaltozasra jellemzd
folyasi torvény tulajdonsagai a masodik fotétellel szoros kapcsolatban vannak. Példaul
KESTIN és RICE klasszikus munkai ota a képlékenységet termodinamikai belsé valtozok
megjelenéséhez kotjikk (diszlokaciok mozgasa) (lasd példaul [MAucIN, 1999]). llyen
modon példaul a normalitasi szabalyt a II. fététel kovetkezményeként kaphatjuk [RICE,
1971]. A legegyszeriibb ilyen elmélet a képlékeny alakvaltozast vezeti be az entropia
fliggvény valtozojaként, és ebbdl von le kovetkeztetéseket. Mi a képlékeny
alakvaltozast magyarazand6 ténynek tekintjiik és helyette a képlékenységi hatart
meghatarozo munkavégzést épitjiik be az elméletbe.

Ennek megfeleléen az entropia a kovetkezo valtozok fiiggvénye lesz

- abelsdenergia-siriiség [¢],

- mozgasgradiens [H], illetve specialisan lehet valamelyik mas bels6é elmozdulas
mérték is (pl. alakvaltozas [A], vagy deformacio [D]),

- atérfogategységre jutd deformacioés munka [ 7],

tehat elvben
3 s = sle,H ).

Mivel az anyagmennyiség valtozasaval kapcsolatos jelenségek (diffazio,
fazisatalakulas, stb...), azaz az anyagi kélcsonhatas nem szerepel aleirasunkban, ezért a
p tomegsiriség valtozasa kizardlag a térfogatvaltozashoz kothetd, nem fliggetlen a

mozgasgradienstdl, nem lehet fliggetlen valtozdja az entropiafiiggvénynek.



A KEPLEKENYSEGI HATARFELTETEL. Ennek bevezetése a HEAVISIDE-féle
ugrasfiiggvénnyel torténik, annak megfeleléen, hogy a képlékenységi hatar az az
elvalaszto feliilet, amelyiknek egyik oldalan a rugalmas deformaciok mellett még
nincsenek maraddé deformaciok, a masik oldalan pedig megjelennek ezek a
visszafordithatatlan deformaciok.

Ez a képlékenységi
hatarfeltétel természetes
definicioja. ~ Azonban a
szokasos  megkozelitéssel
ellentétben mégsem bontjuk
: fe az alakvaltozast
i képlékeny és  rugalmas
© részre.

Szamos jelenség mutatja,
hogy a képlékenységi hatar
sem a fesziiltségektdl, sem
az  alakvaltozastol  nem
S 3 dbra fligghet 6nmagaban, csupan

az Osszetartozo fesziiltségek-
tol és deformacioktol egylittesen. Arrdl a kézismert tényrdl nem is beszélve, hogy a
folyas hatar még vandorol is, ugyanis az anyag altal a multban elszenvedett hatasoknak
is a fliggvénye, mint azt a 3. dbra mutatja. Ha klasszikus felfogasban — egy adott
szituacioban — a képlékenységi hatarhoz tartozd értéket {05,1),85,1)}-Ve| jeloljiik
mikozben aterheléssel tovabbhaladtunk, majd az ismételt felterhelésnél a képlékenységi
kiiszob az el6z6 érték maximuma lesz: {0}2),5](,2)}, ¢s igy tovabb. Vagyis egy adott

szituacional (pl. egyenletes sebességii felterhelés- és leterhelés sorozat) a kiiszobértékek
egy monoton novekvo sorozatot alkotnak:

(oo (o o) < (o D).

Ez azt mutatja, hogy az anyag (minden anyag) memoriaval rendelkezik, s a mai ¢
id6pillanatban a képlékenységi kiiszob Gsszetartozo fesziiltség-deformacio értéke:

{O'f » } =M ax {O'f (t) Ef (t)}

%1 &,
=" e —o0<t<t
Az éltalanosabb munkafelfogasban felirva

W,=M ax*{Wf (1)}

—oo<t<t
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Mar most lerdgzitjilk, hogy a kovetkezékben a W teljes deformacios munkat
vessziik, holott tisztaban vagyunk azzal, hogy a W felbonthatd: W’ torzulasi és W,

térfogatvaltozasi munka Osszegére, valamint ® rugalmas (potencialos) és L

disszipdcios munka osszegére is. Ennek a kérdésnek a Iényegével a 8. fgezetben
foglalkozunk.

Az €elobbi indokoknak megfeleléen tegylik fel, hogy a hatarfiiggvény csak a
munkatol figg [y = l//(W)]. Ezt a 3. dbrdn a gorbék alatti teriiletek (mint a munkaval

aranyos értékek) is szemléletesen mutatjak.

Tehat az entropiafiiggvény

(33) s = s(e, H,W(W))
alaka.
L) A y (W) fiiggvény azt a fizikai képet fejezi ki, hogy

rugalmas . képlékeny
zona i zona

bizonyos kritikus W, munkamennyiségnél tobbet az

anyag nem képes szerkezeti valtozasok nélkiil felvenni,
és ekkor a rugalmassagi zonaban érvényes
w tulgjdonsagai (a rugalmas és reologiai anyagallandok

: - o '
/ W, értékei)
megvaltoznak.

0d
4. abra ; AV
Mivel a w (W) -t rugalmas ; képlékeny

az entropia valtozojaként kivanjuk bevezetni, tehat zona i zona

olyannak kell lennie, amely a rugalmas zondaban
nem okoz valtozast az entrdpiaban. Ezért olyan
specialis y (W) fiiggvényt kell alapul venni, a mely

arugalmas zénaban végig allando. Az a két feltétel,
hogy a y fiiggvény a W = 0 helyen, és a W = Wy 0
helyen egyarant zérus legyen, tovabba e két érték ‘
kozott pedig allando legyen, az eredményezi, hogy

arugalmas zonaban ' végig nulla legyen (3. dbra).

Ha a v fiiggvény a képlékenységi hatarfeltételt reprezentalja, akkor értékének a
rugalmas tartomanyban zérusnak kell lennie, s ezt idealis esetben a HEaviSIDE-féle
egységugras-fliggvénnyel irjuk le:

0, ha w<w,,

Ez a kifgjezés azonban még tovabbi pontositasra szorul. A 3. dbrabdl is lathatd, de
kiilonben is koztudott, hogy ha terhelésnél atléptiik a folyashatart, majd tehermentesitést
hajtunk végre, akkor az anyag a ,visszaut” soran a rugalmas anyagtorvénynek
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megfelelden viselkedik. Ennek az osszefliggéseinkben kifejezésre kell jutniuk. ,,Odatt”
soran az anyaggal kozolt munka novekszik: AW tehat pozitiv (W > 0), mig a visszattnal
AW negativ (W <0):

0, ha W <0,

\PH(W):{J, ha W >0.

Ennek megfelel6en a korrekt 6sszefiiggés:

0, ha W<W,, vagy W <O,

T:‘I’(W,W)Z‘I’H(W—Wf)"yﬂ(W):{l ha W=Ww,, és W >0.

Itt a y fliggvényrdl feltételeztik a l//(Wf): 0 tulajdonsagot. Tehat két gondolat

Osszevetésébol, miszerint az egységugrasra sziikkség van az aakvaltozasoknal, de akkor
a képlékenységi hatarfeltételt is ez kapcsolja az entropidhoz, a képlékenységi hatar
megadasat célszeriien egyesithetjiik a képlékeny allapot egy altalanositott megadasaval.
fliggvényt, és ennek segitségével a

@ g =YW )= -y (W)
alakbairjuk elvarasainkat.

A késébbiekben latni fogjuk, hogy mar ebbdl az egyszeriinek tiing feltevésbol is
kovetkezik a marado alakvaltozasok megjelenése.

5. NEMEGYENSULYI KOZEG — ALTALANOS REOLOGIAI-PLASZTIKUS VISELKEDES
VEGES DEFORMACIOK ESETEN

DINAMIKAI ALLAPOTHATAROZO. Az éllapothatarozok értéke az id6 fiiggvényében
valtozik, azonban nem akarmilyen modon, hanem mindig a masodik fotétel altal
megszabott palyan, oly mddon, hogy a folyamat iranya a teljes termodinamikai
egyensuly — a kiegyenlitédés — felé mutat. Az egyensulyi kézegmodellen dinamikai
valtozok bevezetésével 1éphetiink til. Az egyensulyi kozegmodelltdl valo eltérést egy &
dinamikai allapothatarozoval jellemezziik (vagyis olyan valtozoval, melynek értéke
termodinamikai  egyensulyban  zérus). A & valtozd egyesek szerint a
mikrotulgjdonsagok makroszkopikus (fenomenologikus) hatasat jeleniti meg. Mi a
valtozo mikroszkopikus értelmezésével nem foglalkozunk, csak a termodinamika
altalanos elveib6l vonunk le kovetkeztetéseket, ezaltal nyitva hagyva a lehetdséget
tobbféle mikroszkopikus értelmezésnek és mechanizmusnak. Mivel a tovabbiakban a
dinamikai valtozot kikiiszoboljik az egyenletekbdl, ezért valojaban a specialis
mikroszkopikus  értelmezések  legfeljebb a megfeleld anyagi paraméterek
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meghatarozasat eredményezhetik. A dinamikai allapothatarozokat [VERHAS 1986]
dinamikai szabadsagfoknak nevezi.

A & valtozora vonatkozd fejlédési egyenletet nem ismerjiik, annak formajara a
masodik f6tételbdl fogunk megszoritasokat kapni. Milyen valtozé lehet ez a &7

Tenzori rangja elvben barmilyen lehetne, de mivel a mechanikai hatasokra vonatkozo
nemegyensuilyi tulajdonsagokat modellezziik vele, masodrendii tenzornak tekintjik.
[lyen médon izotrop anyagok viselkedését is észlelhetéen befolyasolja, mert ekkor is
csatol6dhat a mozgasgradienshez.

Az entropiafliggvényt a kovetkezd formaban irjuk:

(5) S(e, H, l/-;(W), g) _ Segyensdlyi + Snemegyensu'lyi _ E(e, H, l/7(W)) _ %é :E.
s As

A kvadratikus forma az elvart termodinamikai stabilitasnak (entrépia konkavitas) és
annak kovetkezménye, hogy & dinamika valtozd, azaz teljes termodinamikai
egyensulyban nulla. Ekkor a fenti fiiggvénynek minimuma van a dinamikai valtozoban,
azaz az allapottér &-hez tartozé6 nemegyensulyi részén. A MORSE-lemma biztositja,
hogy afenti egyszerii forma egyben altalanos reprezentacio is [VERHAS 1986]. Konkrét
mikroszkopikus modellek esetén nem tekinthetnénk el a tehetetlenség mértékének
jellemzésétol, azaz a megfeleld termodinamikai induktivitaisok bevezetésétol, ami
matematikailag az entropiafiiggvény LAGRANGE-féle kozépértéktétel szerinti altalanos,
vagy & szerinti TAYLOR-sorba fejtésének megfeleld specialis formajat jelenti (tehat (5)-
ben 1&:& helyett 1M allhat, ahol M atermodinamikai induktivitidsok matrixa).

6. AZ ENTROPIA MERLEGE

Az €l6z6 fejezet entropiamérlegre vezetd gondolatmenetét megismételhetjiik,
figyelembe véve a fliggvény wjabb valtozdit is. Most is a hagyomany0S LAGRANGE-
format hasznaljuk,

p§+v-js =0, >0.

Az (5) fajlagos entropia szubsztancialis idoderivaltjat kiszamolva kapjuk, hogy



Os os .- Os ~ os .
3 1H1 Wy =p—é¢ —H —_— — =
psle Hy(W)&)=p—eé+p_riH+ e

. s Os dy . -

=p—|s —5&&|l=p—eé+p—H+p——F"W-p&:
58 é] PP g pade P&
(6) & o

. 1 1 . ds Os -] -
=V.-—+j,V=+=F:HH "+ p—H+p—F:HH ~ - p&:¢.
r T P on P ow peis

Itt felhasznaltuk az els6 fejezetben talalhatd energiamérleg LAGRANGE-formajat. A

hémérsékletet reciproka most is az entropia belsé energia szerinti derivaltja:

1 os Os
@) ==,
T 0Oe Oe

cres

Legyen az entropia fluxusa a szokasos modon a hdaramsiiriiség és a homérséklet
hanyadosa, azaz

i
8 i =2
) L=

Ekkor afenti (6) szamitasbol kapjuk az entropiaprodukciot:

~ ~

. 1 1 . 1 85 . 1 aS . -1 .
o.=j, -V=+=|F:HH + pTH— HH ' + pT —F:HH* |- p&:&=
iy V7 T( PTH— Pl = ) PS8

N

€) - -
1 1 os Os " :

i, V=+—||1+ pT— |F+ pTH— [:HH ™ — p§:£>0.

Iy Vo T(( p 8Wj p 8Hj p&:g

Ez az egyenlétlenség a tovabbi vizsgalodasaink kiindulopontja, a mechanikai
kontinuumok anyagtorvényeinek meghatarozasanak alapja.

7. ALTALANOS ANYAGFUGGVENYEK

A (9) egyenldtlenségben az alap-allapothatarozok az e belsd energia, a H
mozgasgradiens és a & dinamikal valtozé. Az anyagfliggvények, azaz a |,

héaramstiriség és az F fesziiltség ezektdl a mennyiségektdl és derivaltjaiktol fliggenek.
A belsé valtozo fejlodési egyenlete nem ismert, de altalaban a kovetkezé formaju lehet:

(10) E=G(e,H,E,W),
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ahol G fiigghet az argumentumaban szerepld valtozok meghatarozott tér- és
idoderivaltjaitol is, a tekintetbe vett anyagcsaladnak megfelelden. Ugyanilyen
értelemben anyagfliggvények a fesziiltség és a hdaram is (azaz tulajdonképpen nem
egyszerti fiiggvények, hanem differencidloperatorok). Ha a munka integralis felirasi

modjat is figyelembe vesszik: W = I F:HH 'dr, akkor latjuk, hogy az

anyagfiiggvények még bonyolultabban is Osszefliggenek. A tovabbiakban alkalmas
egyszerisitésekkel el fogjuk keriilni az ebbdl adodo forma ¢és matematikai
komplikaciokat. Ha a fenti (7) formaban megadott hdmérséklet fiiggetlen a munkatol,
akkor (9) egyes tagjaiban termodinamikai erdket és aramokat azonosithatunk annak
megfeleléen, hogy a termodinamikai erdk az allapothatarozok adott fiiggvényel, a
termodinamikal  aramok pedig mindig tartalmaznak anyagfliggvényeket, amelyek
formajara ad megszoritast a (9) egyenl6tlenség. Tehat a (9) entropiaprodukcidoban a
termodinamikai erék [X;] és termodinamikai aramok [J;] Kiiloniilnek el:

3
(12) > XJ, =0,
i=1

azaz esetiinkben a kovetkezd erd-aram rendszert javasolhatjuk:

Ero Aram
. 1 .
Termikus \Y ? Jg
) 1 Os Os
M echanikai oVY=H-H ! | =| |1+ pT— |[F+ pTH—
(veV)=H-H T[( P aWj p GH)
Reoldgiai P& G

Vegyiik észre, hogy a fenti er-aram-képbdl anyagtorvényt ugy kaphatunk, ha
feltételezziik, hogy az aramok az er6kkel aranyosak, azaz érvényesek az Un. vezetési
egyenletek akovetkez6 formaban:

j 1 :
A AN I I el I
(12 ?((“”TW)F“”HEJ =L ne |=[La Lo L gyt
G ps ) \ba Le Lal g

Hangsulyozni szeretnénk, hogy ezek a vezetési egyenletek a nemlinearis esetben,
tehat amikor L fiigghet a termodinamikai erékt6l, a (9) egyenl6tlenség altalanos
megoldasat adjak. Mi a tovabbiakban megelégsziink a linearis kozelités vizsgalataval.
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Egy fontos problémat ezen a ponton mindenképpen meg kell emliteniink. Ugyanis
az entropia anyagfiiggvény, mi mégis a lokalis LAGRANGE-l€iras fliggvényeit hasznaltuk
az entropiaprodukcid levezetéséhez, holott az eldzd fejezetben bevezettiink anyagi
fizika mennyiségeket és felirtuk az anyagi mérlegeket is. Eljarasunknak tobb oka is
van. Természetesen az anyagi mérleg hasznalata lenne a korrektebb. Valdban, a
fentiekhez hasonlé szamolas NANSON €ls6 fejezetben ismertetett formulajanak
hasznalataval egyszerlien eredményezi az entropiaprodukcio anyagi formajat ebben a
bévitett valtozorendszerben is:

. 1 1 Js, Os, | « .
.]?4 'VR?'i'F[[l"i' pfoTﬁjFA +szT§j:Ht —Ptoﬁt :gt 0.

Szamunkra viszont a lokalis termodinamikai aramok és erék kozotti osszefliggések
kellenek, mert azokra van sziikség a mérlegekben, marpedig ebben az esetben is

v 1 1 Os Os . .
M o o =j Vo+ | |1+ pT—— [F+ pTH— |:HH - pE:£>0.
deen ¢ T T(( P aW] P 8Hj pe:s

o

Vagyis a kétféle entropiaprodukcio lokalis formaja kozott a mozgasgradiens
determinansa jelenti az egyetlen eltérést, ennek hatasatol pedig a tovabbi
vizsgalatainkban eltekintiink. A kérdéskor természetesen ezzel a megjegyzéssel nincs
lezarva, tovabbi kutatast igényel.

Annyit azonban nagy biztonsaggal kijelenthetiink, hogy az eltérések csak a nagy
deformaciok esetén jelentkezhetnek. Tekintsiik példaul a hdvezetési torvény példajat.
Linearis kapcsolatot tételezve fel az anyagi héaram és a megfelelé szubsztancialis
térderivalttal képzett termodinamikai erd kozott, kapjuk, hogy

1

. 1
Ji]q = (Lll)AvR ?

et 1.1 = (L) WV L

Ebbdl kovetkezik, hogy

1
detH,

. 1 1
K Ht(Lll)AHITVF:LllVF’

J

azaz az anyagi és a LAGRANGE-leirasbol kapott vezetési egylitthatok kozott egyértelmi
kapcsolat van akovetkez6é formaban:

1

= deth Ht(Lll)AHtT'

Ly
Ez az sszefiiggés pedig azt mutatja, hogy még az izotrop esetben is, az [ FOURIER-féle

hévezetési egyiitthato — amirdl azt varnank, hogy az anyagi leirasban inkabb allando —
erésen fligg a mozgasgradienstol:
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1

/=
detH,

H,:H/I,.

Tehat nagy deformacios hdvezetés esetén nem mindegy, melyik képet hasznaljuk,
melyik esetben alkalmazzuk a linearis vezetési térvényeket. Viszont az anyagi leiras
nem az egyetlen eképzelheté tisztan anyagi mérlegrendszer (ismeretesek példaul
pszeudo-anyagi mérlegek is [MAUGIN, 1999]). Ezért aztan szamos nyitott kérdés meriil
fel ezzel kapcsolatban. Melyek az ‘igazi’ termodinamikai erék és aramok? Eldontheté-e
ez akérdés elméletileg? Eldonthetd-e Kisérletileg?

8. AZ ANYAGTORVENY ES AZ ANYAGI OBJEKTIVITAS ELVE

Az anyagtorvények jelentds egyszeriisitését eredményezi az anyag szimmetridinak
figyelembe vétele. Két ilyen feltételt fogunk alkalmazni. Feltételezziik az anyag

targyaltuk, ezért arra a tovabbiakban csak utalunk.

Fontos szerepet jatszik a mozgasgradiens tenzornak az elsé fejezet (4) formulajaban
bemutatott H, =Q,A, polaris dekompozicija a Q; ortogonilis (Q;'=Q/)
efordulasi tenzor és az A, szimmetrikus (A, = A”) alakvaltozasi tenzor szorzatara. E

polaris felbontas segitségével az entropiaprodukcid mechanikai tagja a kovetkezd
formaba irhato (itt és a tovabbiakban az 4 felsd index a tenzorok antiszimmetrikus
részét, az S felsé index a szimmetrikus részt jeloli):

Os

0s
To"" =| F+ pTH
[ P ' CH

oH,

: j:Hth—l =(F + pTH, ]:(QIQ,T +Q,A,A Q] )-

t

F + pTH, aii

oH,

A
. N os .
]:QtAtAtlQ,T +pT(H, j :Q,Q7 =
t
T Os
FQ, + pTA, ——
Q, FQ,+p ' 3H

A
. B os .
A AL pTIH, — | r_
Qtj txy ,D( taHtJ Q,Q,

t

S
Os L
Q! FQt+pT(At = Q,j (a,a) +

t

A
+pT(At af; Q,j :((AtA;l)A +QtTQt)20.
t

|tt felhasznaltuk, hogy F szimmetrikussiga miatt Q' FQ, = (Q 'FQ, )T is szimmetrikus,

igy a QtQtT szogsebességgel valo szorzata kiesik. Igaz tovabba, hogy
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ﬁ( z)Qz_ At (Hz)

Itt az argumentum Kiirasaval azt hangsulyozzuk, hogy ugyanaz a fiiggvény van a két
oldalon. Tehat altalaban

(13) | Q/FQ, +,0T[A a_sj :(AtA;l) +pT(A ﬁj ((AtA;l)A +QtTQt)20.
0A, 0A,

Ebbél az formulabol kiindulva kézenfekvonek tlinik megvizsgalni annak
kovetkezményeit, ha az entropia csak az alakvaltozas fiiggvénye. Ennek a feltevésnek
az elemzéséhez fel kell idézniink a kontinuumfizika egyik mar emlegetett altalanos
elvét, illetve annak szokott formajat.

AZ ANYAGI OBJEKTIVITAS ELVE. AZ ,anyagi objektivitas elve” specialis
megfogalmazasa annak az altalanos kovetelménynek, hogy a valdsag objektiv, azaz
toliink fliggetlen, ezért leirasaban is tiikrozédnie kell ennek a kdvetelménynek. (A
valosag objektivitasaban a filozofusok kételkedhetnek, de fizikai elméletek esetén ez
egy igen produktiv feltevés.) Az elv hagyomanyos kimondasa és alkalmazasa az
irodalomban a kovetkez6 modon torténik. A megfigyeld (vonatkoztatdsi rendszer)
valtoztatasara az anyagtorvények formaja invarians. Specialisan tekintsiik azt a
megfigyel6t, amely a kezdeti (célszeriien inercialisnak valasztott) megfigyel6hoz képest
mereven forog, és kozéppontjanak relativ helyzete is valtozik. A merev forgast egy B(¢)

ortogonalis tenzorra irjuk le (B” =B, det B =1), a kdzéppont helyzetét pedig egy
c(?) vektorral jellemezziik. Ekkor a kontinuum egy pontjanak helye a kdvetkez6képpen
transzformalodik a vonatkoztatasi rendszer valtasakor:

(14) 2, (R) =B(r) 7, (R) +¢(r) .

Vilagos, hogy ha az uj vonatkoztatasi rendszeriink a kézéppontja koriil forog, akkor
az osszes vektor és tenzor is ennek megfelelden transzformalodik. Tehat egy tetszdleges
d vektor és egy D masodrendii tenzor transzformalt alakja:

(15) d = Bd, D =BDB’.

A mozgasgradiens viszont, habdr masodrendli tenzor, mégis masképp
transzformalodik, mivel a mozgasra kozvetleniil vonatkozd fizikai mennyiségrol van
Sz0:

(16) =B() 2 O, ~-(R) = BH, (R),

ahol figyelembe vettiik, hogy az anyagi pont helyvektora is megfeleléen valtozik:
R =B({)R+c(¢f). Tehat a fesziiltségre vonatkozo F(H) anyagfiiggvény teljes
transzformalt formaja:
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F(H) = BF(BH)B’ .

Az anyagi objektivitas elve szerint ez ugyanolyan formaju kell legyen, mint az
eredeti vonatkoztatasi rendszerben (hiszen az anyagtorvény csak az anyagra
vonatkozik), azaz

(17) F(H) = F(H) = BF(BH)B' .

Ennek a fiiggvényegyenletnek minden B ortogonalis tenzorra teljesiilnie kell.

anyagi pontban. Ennek kovetkezményeként (17)-et alkalmazva kapjuk, hogy
(18) QIF[(HI)QtT :F[(QtTHt):Ft(AI)'

(4sd példaul [TRUESDELL-NOLL, 1965], (26.12)—>(28.5) —(43.2)). Tehat

os ) 0s A
(Q?FQ,ﬂoTA,K]:(AIAll) =[F+pTAZKJ:(AIAt1) >0.

t t

Ahogy erre mar az elézéekben is utaltunk, ez a hagyomanyos gondolatmenet tobb
szempontbol is hibas, illetve kétséges.

a) A (14) transzformacidé nem tetszéleges vonatkoztatasi rendszer esetén érvényes,
hanem csak egy nagyon specialis (mereven forgd) rendszer esetén. A
transzformaci6é megfogalmazasa tehat nem tiikkr6zi a fizikai kovetelményt.

b) A (17) kovetelményrdl, mint az anyagfiiggvény formdjanak valtozatlansagarol
egyaltalan nem nyilvanvald, hogy tiikrozi azt az elvarast, hogy maganak az
anyagnak a viselkedése ne valtozzon masik vonatkoztatasi rendszerbdl nézve. Az
anyagi objektivitas elve minden vonatkoztatasi rendszertdl fliggetleniil, pontosan
Is megfogalmazhato, és kideriil, hogy a tisztan formai invariancia hibas feltevés
[MATOLCSI-GRUBER, 1996].

c) A (17) feltétel egy fiiggvényegyenlet, amely nagyon hasonlit az izotropia
kovetelményéhez (BF(H)B” =F(BHB')). Tehat kovetkezményeként a
fesziiltségtenzorra  vonatkozd  anyagfiiggvénynek csak specialis alakjai
megengedettek. Nem ismeriink azonban az irodalomban olyan munkat, amely ezt
ilyen formaban aknazna ki, megadvan a feltételnek megfelel6 fliggvényformakat,
hanem mindig csak a specialis (18) alakot kovetelik meg.

Tehat az anyagi objektivitas elvének NOLL altal javasolt fenti megfogalmazasa
nézetiink szerint hibas, leggyakoribb alkalmazasa a fesziiltségtenzorra vonatkozoan
pedig utolsd megjegyzésiink szerint nem is igazan magat az elvet alkalmazza, hanem
egy annal gyengébb kovetelményt. Ennek megfeleléen javasoljuk, hogy (18)-at
tekintsiik anyagi jellegii, nem pedig elvi megszoritasnak.



Fizikailag teljesen vilagos, hogy a (18) feltétellel olyan anyagot adunk meg,
amelyben a fellép6 fesziiltségek csak a lokalis nytlasoktol fiiggenek, és fliggetlenek a
belso elfordulasoktol. Ugyanis koordinatakban gondolkodva a H, (R) tenzor megadja a

kezdeti, anyagi vonatkoztatasi rendszer (kezdetben mondjuk ortonormalt) bazisanak

crer

bazisvektorok hosszvaltozasara és elforgatasara bontjuk. Q,(R) az anyagi pontban az
elfordulast jelenti. Eppen ezért maganak a mozgasgradiensnek a “visszaforgatisa” nem
kdveti a tenzorokra vonatkozo altalanos formulat, hanem a specialis ICIt =A, = QtTHt
alaka. Ez felel meg (16)-nak, és ebbdl kovetkezik, hogy a forgasfiiggetlen
anyagfiiggvények csak az alakvaltozasi tenzoron keresztil fiiggenek a
mozgasgradienstél. Természetesen vektor és tenzor értékli anyagfiiggvények esetén
(d,(R), illetve D,(R)) azt is meg kell kovetelniink, hogy a vektor és a tenzor

iranyultsagaba se szoljon bele az elfordulés, azaz

Q/d,(QH)=d,H),
Q,/D,(QH)Q, =D, (H,).

Tehat specialisan a fesziiltségre vonatkozdan fogalmazva, annak a kdvetelménye, hogy
az anyagban a belsd, pontonkénti elfordulasok hatasara ne 1épjen fel fesziiltség, éppen
azt jelenti, hogy se a fesziiltségtenzor iranyultsagaba ne szoljon bele az elfordulas
(vissza kell forgatni), se a tenzor ne fiiggjon semmilyen mddon téle (argumentumat is
vissza kell forgatni), azaz

QtTFt (QtTHt)Qt = Ft (Ht) -

Ez pedig pontosan a (18) kovetelmény. Eppen ezért a tovabbiakban a (18) feltételnek
eleget tevd F,(H,) fesziiltségfiiggvénnyel leirhatd anyagot forgasfiiggetlennek
nevezziik.

A kontinuummechanika hasznalhatosaga azt mutatja, hogy a forgasfiiggetlenség
nagyon sok anyagraigen jo feltételezés. Szamos esetben viszont komoly problémakba
titkoziink. Egyeldre nyitott kérdés, hogy pontosan miféle anyagok és hogyan irhatok le
az éaltalanosabb anyagtorvénnyel. A tovabbiakban kizardélag a hagyomanyos
forgasfiiggetlen anyagok csaladjaval foglalkozunk.

Forgasfiiggetlen anyagokra az eldbbieknek megfeleléen természetesen az alapvetd
anyagfiiggvénylink, az s skalar entropia is csak A-t0l fiigghet, ennek megfeleléen (13) is
egyszeriisodik:
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~ \JS A
QFQ, +pT(At aa: j }:(AIA,l)S +pT(A, aii J :((AIA,‘l)A +QfQ,j=

t t

(19)

N A
0os 4\ Os AV .
F+pT(AtaTJ }:(AtAtl) +pT(At aAj :((A[Atl) +QtTQt)20.
t

t

Lattuk, hogy izotrop anyagtérvények esetén az entropia A szerinti derivaltja az
alakvaltozas legfeljebb masodfoka polinomja, ezért szimmetrikus [VAN — ASSZONYI
2006], és A-val szorozvais az. Ekkor tehat (19) masodik tagja eltlinik.

Ezek utan izotrop forgasfiiggetlen anyagok esetén az entropiaprodukcié LAGRANGE-
formaja a kovetkez6 egyszerii formaban irhato:

i vizt F+pTA§ :AA >0,
7 T T OA
ha s =s(e,A), illetve (9a):
1 1 o5 5 . 4 :
20 j, V=+—=||1+pT — [F+ pTA— [: AA ™ — p§:£ >0,
(20) Ig -V T& P 6Wj P aA] J2l 334

ha s(e, A,y (),&)=5(e, A,y ("))~ 35:¢.

Mivel atovabbiakban csak izotrop, forgasfiiggetlen kontinuumokkal foglalkozunk,
ezért ez az egyenl6tlenség lesz minden tovabbi vizsgalodasunk kiindulopontja.

9. |ZOTROP, RUGALMAS-KEPLEKENY KONTINUUMOK ANYAGTORVENYE

A (20) osszefliggés mar jo alapot szolgaltat az anyagtorvény meghatarozasahoz, mivel
az anyagok nagy részénél a tapasztalat alapjan  elvarjuk, hogy a vonatkozo
anyagtorvény a D = A - I deformacidtenzor fiiggvénye legyen, nem pedig a H
mozgasgradiensé.

A (20)-nak megfelel6 termodinamikai erdk és aramok :

ERO ARAM
Termikus V% jq
. 1 os Os
Mechanikai AT —| |1+ pT — [F + pTA—
ecnanikai A-A T(( P 6W) Y% G‘Aj
Reologiai P& G
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Miel6tt az entropiaprodukceio fliggvényre kirdva az izotropiat megadnank a vezetési
egyenleteket, vizsgaljuk meg a disszipacidmentes esetet részletesebben.

9.2. DISSZIPACIOMENTES ANYAGTORVENY - A KEPLEKENYSEGI FELTETEL SZEREPE

Tekintsiik azt az esetet, amikor az anyag nem disszipativ, tehat az entrépiaprodukcio
nulla, viszont a képlékenységi feltétel miatt nem feltétleniil reverzibilis. Tegyiik fel
ennek megfeleléen, hogy ebben az idealis, disszipaciomentes anyagban a vezetési
egyiitthatok matrixa azonosan nulla. Ebben az esetben a vezetési egyenletek a
hévezetésre és a dinamikai valtozonk fejédési egyenletére vonatkozoan trivialisak:

(21) i, =0, & G=0.

A mechanikai kolcsonhatasra érvényes vezetési egyenlet, mely a fesziiltségre
vonatkozo anyagtorvény meghatarozasara szolgal, azonban meglehetdsen dsszetett:

o5
OA

Os
22 1+ pT — [F + pTA =0.
(22) ( ’)aW) p
A (21)-(22) anyagtorvényekkel meghatarozott anyagokat rugalmas-képlékeny
(elasztoplasztikus) anyagoknak nevezziik. A (4)-(4a) feltétel felhasznalasaval a fenti
egyenletekbdl egyszertien kaphatjuk, hogy
(23) F4-__  OA
1+ pT —
p w

Az “/ indexszel arra utalunk, hogy disszipaciomentes esetben, az anyag egyensulyi
allapotban van, tehat a (23) az anyagtorvény egyensulyban érvényes formaja.

Ezzel az egyenlettel az a gond, hogy a ds /oW derivalt csak implicite tartalmazza
az ugrasfiiggvényt, igy nem latszik beldle a rugalmas és képlékeny tartomény elvalasa.
Ezért a

ds _0s oy
oW oy ow
Osszefiiggésbol, a (4) definicid
=Yy,

felhasznalasaval

oy _OF gV
ow ow ow
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irhato.

AS_;PV derivalt minden # -nél nulla, kivéve W, -et, ahol egy DIRAC-delta-szerli

(thimpulzusszerti) ugrasa van. Ezen a W, helyen azonban a y fiiggvény nulla érteket
vesz fol, ezért ag—;w szorzatot a W, helyenisnullanak tekinthetjik. Tehat

W _y v
ow oW’
¢és igy
os =85~\P81//:lP8s~81//:LP os -
ow oy oW oy oW ow

Ennek felhasznalasaval
pTA %
(24) F¢ = ——8A8~ )
1+ Wpr &
ow

A fenti Gsszefliggés altalaban nem adja meg explicit modon a fesziiltséget, mert

s derivaltjai, igy 2—; és 88_;1/ is fiigghetnek a munkatol, amely a fesziiltség integralja.

SO0t maga a hOmeérséklet is, mivel az entropia belsd energia szerinti derivaltjanak
reciproka, altalaban a fesziiltség fliggvénye. Tehat a fenti (24) egyenlet csak bonyolult,
integralisan implicit médon hatarozza meg a fesziiltséget, mert az 6sszes derivaltban az
s(e, A, 1/7(J HF: dH), F,) fliggvény szerepel.

Mi a tovabbiakban elkeriiljiik az ebbdl fakadd bonyodalmakat, és arra a specialis
esetre szoritkozunk, amikor az entropia y -fliggését ésszeriien

s(e,H,y)=s"(e+y,H)

alakban tételezziik fel, mert w (W) is egy energiaszerli (vagy munkaszerti) kifejezés.

Ebben az esetben
ds _0s”
oy de
1 a5 os" ds
T de oe oy’
ezért ilyenkor
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Os

T—~ = l .
oy
Mindezek alapjan a (24) 6sszefliggés
F¢ = pT _ Aﬁ’
1 wpr &0V OA
oy oW
1
sezért a disszipaciomentes (€s egyensulyi) anyagtorvény altalanosan
(25) F¢ — p—TaAﬁ_S
1+Y¥Yp oy OA
ow

alakt, amennyiben a oy / 0W nem fiigg az F-t6l.
Hafeltessziik, hogy y (W) alegegyszeriibb, linearis modon fiigg W -t6l, vagyis

(26) y (W) =x(A)W -W,),
NG
rugalmas képlékeny

zona i zona

6 abra

akkor még egyszertibb lesz a helyzet, ahol x csak az alakvaltozas fiiggvénye (6 abra).
Ez mar kozelitd linearizalt Osszefiiggés. A munkavégzés mindig a kiindulési,
feltételezetten termodinamikai egyensulyi allapothoz képest értendd.

Ezek utan a disszipacidmentes (€s egyensulyi) anyagtorvény - a (26) dsszefliggés
felhasznalasaval - afesziiltségre vonatkozoan explicit, és a kdvetkez6 formaban irhato:

pTAé—S pTAa—S —pTAa—S, ha W<W;, vagy W <0,
@7) F9-—— O0A ___ OA_ oA |
1+ ‘I’pa—v/ 1+¥px pTAa—S ‘
ow —1—5A, ha W=Ww, ¢ W=>0.
+ pK
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A (27) anyagegyenlet a forgasfiiggetlen, izotrop, nem disszipativ, egyensulyi,
egyszerii  képlékeny-rugamas anyag anyagfiiggvénye, amely a kis és a nagy
deformaciok tartomanyan egyarant érvényes Osszefliggés.

A (27) Osszefiiggésben pontosan szétvalaszthatdé a rugalmas és a képlékeny
tartomany a W =0, illetve W = 1 értékkel.

Befgjezésiil foglaljuk ssze az egyensulyi anyagtorvény altalanos

@) @ FU=-— P Al ) FU= Pl A%
1+‘I’pT—S 0A 1+‘~Pp—w 0A
ow ow
¢s linearizalt formait:
(27) (©) Feq:_p—TAa_S_
1+ Ypx OA

A V¥ = 0 esetben, azaz a rugalmas allapotban mindharom kifejezés azonos, s ez az
un. reverzibilis anyagtorvény.

9.2 |ZOTROP, DISSZIPATIV, EGYSZERU KEPLEKENY ANYAG - TUL AZ EGYENSULYON

Ezek utan térjiink vissza a vezetési egyenletek meghatarozasara, — az €l6z6
levezetések beépitésével — a (20) egyenldtlenség alapjan:

o5 AN .
1+ ¥pl — |[F+ pTA— |: AA™ — pTE:E>0,
(( p 6Wj p aAj pTS: 8

illetve

((1+ ‘Pplc)F + pTAS—Zj :AAT? - pT§: é’; > 0.

El6szor is vezessiik be a kdvetkezo jeloléseket a rugalmas és reverzibilis fesziiltség
anyagtorvenyére:.
. 0s
F' =—pTA—,
OA

illetve a y fiiggvény derivaltjara a (26) szerint a kovetkezo kifejezést:

0, ha W<W;, vagy W <0,

5 . .
_W(W’W’A)::K(W’W’A):\PK(A):{K(A), ha W>W,, & W20

ow
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Ezek utan alkalmazzuk az entropiaprodukciora az izotrop fiiggvények reprezen-
tacios tételét. fgy a (20)-nak megfeleléen fent bevezetett termodinamikai erékkel és
aramokkal a vezetési egyenletek a kovetkezéképpen irhatok:’

%tr((1+‘PpK)F—Frev) , I, 0 0 tr(AA_l)

trG l, I, 0 0 |~trg

(28) = . E
1 ((1 Ly pK)F_Frev)S 0 0 ki Ky (AA—l)
T O 0 k12 k2 _iS
GS

ahol bevezettik az /,,/,,/,,k,, k,, k,, k, Skalar anyagi paramétereket, [VAN —
ASSzZONYI, 2006, 61. 0.]-hoz hasonl6an.

Vezessiik be az F fesziiltségtenzor és a rugalmas fesziiltség F™” anyagtorvényének
nyomara illetve szimmetrikus nyomnélkiili részére a o,, T és o, T jeloléseket
és a J:=AA L, valamint § tenzor gombi és szimmetrikus nyomnélkiili részére az

Jo» Sy €s &y.8, jeloléseket a kovetkezok szerint:

_1 _
T =1tr(F)l = o, I, e T —gtr(F”ev)l—GéwL
T :F_T01 T :Frev_Tgev,

5 Jo =3tr(I =71, " & =1tr@=¢,1,
Jg =3-J,, 8s =88

Ezekkel ajelolésekkel a fenti (28) egyenletrendszer két fliggetlen részre esik szét:
L+ ¥or)T =T =k'1 3y — k1584,

4 =k'pdy—k28,,
ahol k',=Tk,, k',=Tk, és k', =Tk,,. Tovabba

(29a)

(29b) (1+ \PpK)GO - Ugev = lll JO - lllZ 507

§o=l'12Jo —1'2501
ahol l'lzT(l1 +k1), l'Z:T(l2 +k2) és l'lzzT(l12 +k12).

Ezt ¢és az Osszes eddigi feltételt (20)-ba visszahelyettesitve, az entropiaproduckio
nemnegativitasa miatt kapjuk, hogy

k>0, k,>0, és kk,—k2>0,

(30) : . o o
>0, I,>0, és [,I,-1%>0.

" Ebben az esetben a (27) aatti linearizalt dsszefiiggést vettiik alapul. Semmi akadalya annak, hogy az
altaldnossal dolgozzunk, ekkor a W px helyett W pT' (85 / 5W)irandé.
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A (29a-b) egyenletrendszerekbdl a dinamikai valtozo egyszeriien kikiiszobdlhetd, az
els6 sor id6derivaltjaba a masodik sort visszahelyettesitve kapjuk, hogy

. oK -
A+ Wpx)T, +(k' @+ ‘PpK)+‘P—ZA)T=
(319) o \"? oA
:k.l jd + (kllklz—kllz klzl)Jd +kI2 Tc’;ev +Tc’;ev.

oK -
1+¥Yox)o, +|I'>s A+ ¥pox)+¥Y—: A |lo, =
(31b) ( p)o(z( pK) A )o

reyv

=l Jo+ ('l ' ) o + 12 08" + 657

A (31a) torzulasi (nyirasi) anyagtorvényben vezessik be a kovetkezd
mennyiségeket:

ok .\t
32 = k', (1+¥ +¥—:A | ,
(32) m [ s p) v & ]

t=m(+W¥Ypx), 7t,=mk'y, 2v=m(k'\k',-k';;k'y), 2g=mk',.
Ezek utan (31a)-bol
(33) tT+T=1,d,; +2v, +mT"™ + 2gT"
adodik.
Ezt az Osszefliggést nevezzilk a képlékeny-rugalmas test véges deformaciok

tartomanyaban érvényes torzuldsi reologiai egyenletének. Hasonloan, a térfogati
mennyiségekre is bevezetve a megfeleld

-1
oK . .
34 my=|1'A+%¥Ypx)+¥ —:A| ,
(34) 0 [2( pr)+ ¥+ j
7o =my(1+¥pk), Tao =Mol's s 2vg=mo(I' I'y=l'p '), 280 =mol's

egyiitthatokat, azt kapjuk, hogy

rev

(35) To0o + 0o =Tyodo + 2VoJ o + MyGh o

+2g4,0,
Ezt az Osszefiiggést nevezziikk a képlékeny-rugalmas test véges deformaciok
tartomanyaban érvényes térfogati reologiai egyenletének.

Vegyiik észre, hogy a W <W, rugdmas esetben 7,, 7,74 €és 7, a SzZokisos
nyirasi és térfogati reologiai egylitthatok, a (33) és (35) egyenletek azonban még ebben
az esetben isjoval Gsszetettebbek a megfeleld kis deformacios kozelités esetén érvényes
egyenleteknél, azaz a térzulasi POYNTING-THOMSON egyenletnél és a térfogati DOBROKA-
CRrisTESCU egyenletnél (vesd Ossze [VAN-ASSZONYI, 2006] 64-65. oldal, (54) és (55)
egyenletekkel).
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Kapott anyagegyenl etiinkbél

t T +T =¢,3,+2v J,+m T +2¢ T,
(36) ada d g

TOTO +T, = Tdojo +2vod, + mOTgev +2g, T

nem latszik explicite a rugalmas és képlékeny tartomany kiilonvalasa, mivel ez az
anyagjellemzok elfedik. Ha a (32) és (34) osszefiiggéseket kiirjuk, akkor

-1
m =k'§l, m =(k'2 @+ pK)+S—§:Aj
T = k'gl , T = m(1+ pzc),
T, :k'gl k's, T, =mk',
v =k kG K Ky v =mk' k=K', k'),

@) w=0: |%8 = 28 =mky, Lo el

1= [ K A

m, =15, mg :[12(1+p1c)+a:Aj
t, =15, T, = mo(l+ pK‘),
Tdo =l'51 I'y, Tao =Ml
vy =I5 'y vy =mo(I' l'y=1', 1),
2go =1 2g0 =molIZ'

A (36) anyagegyenlet azonban csak implicite tartalmazzaaz A alakvaltozasi tenzort, s a
reverzibilis tenzorok sincsenek kifgtve.

A (36) egyenletpar két egyenletének Osszeadasaval visszatérhetink a

fesziiltségtenzorra. A bal oldalak 6sszege

T+T,+7T+17,T, :F+T(F—T0)+ 7, T, =F+TF+(TO —T)To,
ajobb oldalak osszege pedig

I+ 2v g+t Iy +rgd o =20+ (2vg =20 g+ d + (240 — 74 W
és

28T +2g T2 + mT™ + my T, = 2gF™ +(2g, — 28 )15 + mF"™ +(my —m)T,*
Osszege, s igy
F+TF+(10 - T)TO =2vJ+(2vo —ZV)JO +rdJ+(Td0 —rd)JO +

(38) . .
2gF™ +(2g, — 2g)T5" + mF™ + (mg — m)T5".

A (38) egyenletbe behelyettesitendo a reverzibilis fesziiltség
o5 5 o5 o
F = —pTA S, 7 = pTA L = o7 AL 1A S
O0A 0 O0A O0A
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—
és az J tenzor A-val felirt alakja: J:=AA™L, J=AA1=AA"? —(AA—l) . fgy az

anyagtorvény alakvaltozasi tenzorral felirt alakja:

Frri+d(r—oi(F) = 2vAA 41 (2, —2v)r(AA L)+

+Tdi ’ %( —Td)tri 1)—
(39) 20pTA L _1(2g, —2 nr(AﬁJ—
gpTA———~3(280 —2g)pTu| A~
. .
8s Os
_mpTA L 1 o A
moTA S =Yoo -mpprf A S

A (38) 6sszefliggés az izotrop kontinuumok dltalanos anyagtorvénye, amely kis és
nagy alakvaltozasok esetén, rugalmas és képlékeny allapotban egyarant érvényes.

Az anyagtorvények konkrét és specifikus alakjat ezen altalanos formak alapjan a
kovetkezo fejezetekben mutatjuk be, ahol visszatérink az anyagtorvényeknél az
alakvaltozasrol a mar megszokott deformaciokra.



3. FEJEZET
EGYENSULYI ANYAGTORVENY A RUGALMAS DEFORMACIOK

TARTOMANYABAN®

Az entropiandvekedés 2. fejezetben levezett —
izotrop és forgasfiiggetlen anyagokra érvényes —
(27a) formulajat vessziik alapul:

o5 RN
[(u WpT %jr« = pT(A a—iﬂ (Aa)-
- pTE:£20,

S ebbol a rugalmas allapotra vonatkozoéan a ¥ =0

mA

toredezett anyag
zondja

(D

feltétel esetén az
&5 — .
(2 F+pl| A— ||:\AA 7 )-pTE:£>0
OA
Osszefiiggés adodik. Ezeket az egyenleteket az entropiafiiggvény

(3) s :Segyensu'lyi + Snemegyensulyi — 3;‘ + As

felirasabol vezettiik le, amelynél az egyensulyi entropiat [s ] és az egyensulytol valo
eltérést [ §] vettiik alapul:

s=5 — %& : €.
Lattuk azonban, hogy a reverzibilis allapotvaltozas mindig egyensulyi allapotok soran
valosul meg, s reverzibilitas csak a rugalmas tartomanyban létezik. Ebbdl kovetkezik az
IS, hogy rugalmas allapotban, és csakis rugalmas allapotban, a (3)-mal ekvivalensa

4 s=5"" 45" =5+ As

egyenl8ség, mivel ekkor s =§, és & arugalmastol, illetve a reverzibilistdl valo eltérést
egyarant leirja.

8 Az anyagtorvény meghatérozasaval foglalkozo — 3, 4, 6 és 7. — fejezeteknél, az egyszeriisitett — és
szamozas nélkiili — abraval (mintegy kriptogrammal) a jobb felsé sarokban mindeniitt feltiintettiik, hogy
az allapottér melyik részére vonatkoznak a vizsgalataink.
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Kovessiik a megszokott utat: eldszor hatdrozzuk meg az egyensulyi, nemdisszipativ
allapotban érvényes 0sszefliggést, majd a nemegyensulyi, disszipativ esetre vonatkozot.

1. AZ ANYAGTORVENY RUGALMAS NEMDISSZIPATIV ESETRE KORLATOZOTT
ALAKJA

XA:JA+X§:J§ >0

feltételbdl egyensaly, azaz egyenléség fennallasa esetén a termodinamikai erék [J] és
termodinamikai aramok [X] egyarant zérusok:

XAEF+pT(A§—2j:O, JAE(AA_1)=0, X;=8=0, J,=—pT&=0.

Az anyagegyenlet az entropiaprodukcio-siriiség zérus voltabol kovetkezOen, a

rugalmas allapotban:
Os

5 F"® = —pTA—.
() PTAZY

Ennek az F fesziiltségtenzornak tobb kiillonb6z6 elnevezése is lehet. Egyrészt a
mechanikai egyensulyra vonatkozik, masrészt a rugalmas allapotra érvényes ¢és
nemdisszipativ, harmadrészt reverzibilis. A mechanikai allapottérben minden mas
valtozas irreverzibilis, ezért jeloljik ™" indexszel.

Az (5) o0Osszefliggés tehat a reverzibilis dallapotviltozas esetére korlatozott
anyagtorvény.

Ez az egyenlet teljesiti az eldirt szimmetriafeltételt is. Két szimmetrikus tenzor
Szorzata altalaban nem szimmetrikus, de jelen esetben az A tenzor és a 0s/0A fdiranyai
megegyeznek, ezért szorzatuknak is ezek a fOiranyai, tehat a szorzat is szimmetrikus.

Vagyisteljesil a
- T T -
AD [N [0S ) AT 05
OA OA OA OA
feltétel. Az ™", A, 05 / OA és Ads | OA tenzorok féiranyai mind azonosak.

Az anyagtorvényt altalaban nem az A alakvaltozassal, hanem a D deformacioval
szokas felirni, ezért deformaciorafelirt anyagegyenlet:
&

Os
6 F©® = —pTA—=—-pT(D+1
(6) PTA— pT( )aD
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Ez az 6sszefiiggés akis €s a nagy deformaciok teljes tartomanyan egyarant érvényes.
2. A RUGALMASEGYENSULYI ANYAGTORVENY KONKRET ALAKJA

ANYAGTORVENY A CAYLEY-HAMILTON-TETEL ALAPJAN. A CAYLEY-HAMILTON-tétel
kimondja, hogy egy A szimmetrikus tenzor kielégiti az sajatvektorok meghatarozasara
szolgalo, (haromdimenzids esetben) harmadfok, Gin. karakterisztikus egyenletet:

(7) A% — A A+ 4,A - 4,1=0,
ahol A1, A>, A3 az A tenzor skalarinvariansai.
|zotrép tenzorok felirhatok egy végtelen hatvanysor alakjéban:

F :F(A):iaiAi = A’ + g AT+ F oA

i=0
modon. Felhasznalva a (7) osszefliggést, mint az
A" —o, A" e, AT —a, AT =0
rekurziv formulat, a végeredmény legaltalanosabban az
(8) F@ =F(A)= foA° + 1AL+ f,A?

alaka anyagtorvényt eredményezi, ahol az f; egyiitthatok csak a 4; skalarinvariansoktol
fligghetnek. Ez a (8) 0sszefliggés csak az izotrop tenzorokra vonatkozo egyenlet, s nem
hasznaltuk fel a felirdsahoz az F™ és D kozotti fizikai osszefliggést, amelyet az
entropiamérlegbdl kapunk.

Az 5§ =5(e,A) egyensilyi entropiafiiggvénnyel:

Os e Os a : os -
Frev=_ TA—, A Fl€v=_ T—, A Frev:Az_ T_:A,
PE5A P PLoA
s ennek megfelelen irhato, hogy
_pTﬁz_pTﬁzA:A_lFrev :A:A_l(f11+f2A+f3A2):A =
dt dA
= AT A LAY fLALA
TrA
Az A skalarinvariansai:
4, = TrA=1:A=aqa;+a,+as,
A, = %(TrA)2 —%A tA = aa, +aya; +azay,
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(ahol a;-k az A sgjatértékei) felhasznalasaval a

ds 0s dA; o5 dA, 8s dA,
—pl —=-pT + =
dt 04, dt 04, dt 6A3 dt
—_— —
TrA (TrA)TrA-A:A D3A A
A (TrATrA— A A)+6—SA AtAl= LAY AT fLTrA + LA A
04, oA, 0d, v 2 s
eredményt kapjuk, ahonnana A és A tetszéleges volta miatt kovetkezik, hogy
Os
Jo :fo(Al’AzaAs) = —plA;—
0As’
Os Os
9 = f1l4,,4,, 4 = —pl| —+4,— |,
©) S f1(1 2 3) p[@Al 18A2J
Os
/> :fz(A1:A21A3) = +pl —.
04,

Az f; egyiitthatok azonban nem lehetnek fiiggetlenek egymastol, mert példaul ki kell
elégiteniiik a vegyes parcialis derivaltak egyenléségének feltételét.

Ezek utan az A aakvaltozasi tenzorrol térjiink at a D deformacidtenzorra. Mivel a kettd
kozott az A = D +1 kapesolat van, ezért D skalarinvariansai a

D, = TrD=1:D =4, -3,

D, = %[(TrD)Z -D: D]: 24, + 4, +3,

D, = detD = Ay —34, -4, -1
formaban felirhatok, sigy az anyagtorvény:
(10) F’® = F(D)= pol + ;D + ¢,D?,
ahol

Po=Jot it [ O1=1112f5 @2= /5.

AZ ANYAGTORVENY DEVIATORIKUS ES TERFOGATVALTOZASI EGYENLETE. A
deviatoros [F™ =T"™ +T[®] és gombi [D = E + E,] felbontasnak megfeleld
egyenleteket torzulasi és térfogatvaltozasi egyenleteknek szokas nevezni, holott ez csak

a kis deformacioknal lenne megengedhetd elnevezés.” Mégis a jovSben a megszokas
miatt ezt hasznaljuk. Atmenetileg elhagyva a "™ indexet, az

F=F

devidtor

+Fy  =T+T,, Ty=0JJ=1Tr(F)I, T=F-1Tr(F)I,
D=D, 0 +Dysy =E+E,, E = 1=lTr(D)1, E=D-1Tr(D)I,

0'02%(O'X+0'},+0'2):%Tr( ) (g +é, +g) 1Tr(D)

wl»—\

® Ekkor ugyanis arelativ térfogatvaltozast kifejezd det(A) — 1 kozelitbleg megegyezik a Tr(D)-vel.
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egyenleteket épitjiik be a (10) anyagegyenletbe, figyelembe véve, hogy a tenzorok
nyomat az egyenlet mindkét oldalara fel kell irni:

0o = 4TTF = §Trlpol + 9iD + 0,D? )= 10 Tr(1) + $yTr(D)+ 59, Tr(D?) -
=@y + @1, +%q02(gf +gy2 +822).

Ez maga az egyensilyi anyagegyenlet térfogatvaltozasi része. A deformacidtenzor
felbontasat felhasznalva a fesziiltségtenzor

F=pJl+¢D+ (/72])2 =@ol + (pl(E + 801)"' (Dz(E + 501)2 =

—(po + 160 + 9,62 N + (9, + 20,6, JE + @, E?
alakban irhatd fel.

Az anyagtorvény torzuldsi része pedig, a definiciobol kovetkezden:

2 2 2,,.2,.2
F— 0ol = (00 + 0160 + 0262 + (1. + 20520 )E + 92B% — 0 — 20 — 2 gol62 + 82+ 22,
S az egyszeriisitések utan az anyagtorvény két egyenletbe felirt deviatorikus alakja:

T=0,(e2 (e + 62 + 2 1+ (0, + 20,2, JE + 9, E2,

(11) 1(2 2 2
0o =@ T P&, +§02§(31 +é&; "‘53)-

A szokasos linedrisan rugalmas esetre
(12) o =ATID, @, =2u, ¢,=0,illetve p, =1(3K —2G)TrD, ¢, =2G, ¢, =0,

megkapjuk az un. HOOKE-torvényt:
(13) F® =2G|D +5(3—K—1jTr(D)1 = 2G| D+ (3—K—1}90 I,
3\ 26 2G

illetve a megszokott torzulasi (deviatoros) és térfogatvaltozasi (gombi) részre bontva, a
HOOKE-torvény egyszerlibb, ¢s szemléletesebb alakjat:

(14 T = 2GE, T, =3KE,, [o,=3Keg,].
Ertelmezziik ezt az eredményt:

(i) A fizika torvények kimondjak, hogy izotrop anyag esetén a reverzibilis
allapotvaltozast leird anyagtorvény (az egyensilyban 16v6 kbzeg anyagtorvénye)™
legfeljebb masodfoku lehet. Azt azonban nem mondja, hogy masodfokunak is kell
lennie. Lehet elséfoka is.

(i) Hapl. az egytengelyii nyomokisérletekre gondolunk, akkor ez azt jelenti, hogy a
felterhelés masodfokti torvényt kovetve megy végbe, s tehermentesitésnél

19 Az altalanos anyagtorvény egyensiily esetére egyszertisddott forméja.
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ugyanezen masodfoktl gérbe mentén jutunk vissza az origoba, mivel reverzibilis
allapotvaltozasnal korfolyamat esetén §0' de=0.

(iii) Az elmult évek soran eddig nem talaltunk a (ii) feltételt kielégit agyagot (kozetet,
acélt, gumit, mianyagot). Mindig azt tapasztaltuk, hogy §0 de+0, vagyis
hiszterézis jelentkezett, ami energiaveszteséget, tehat irreverzibilis allapotvaltozast
jelentett.

(iv) Az anyagoknal a ,,végtelen lassi” terhelési sebességet kozelité esetekben (nagy
pontossaggal) linearis dsszefiiggést kaptunk. Ez azonban semmi bizonyitékot nem
jelent, mert fizikai torvényeket gyakorlati kisérletekkel bizonyitani nem lehet, csak
elméleti uton.

(v) Az emondottakbodl az kovetkezik, hogy ellenkez6 bizonyitékok felbukkanasaig a
rugal mas reverzibilis anyagtorvényt masodfokunak kell tekinteni.

3. A RUGALMASEGYENSULYI ANYAGTORVENY LINEARISALAKJA

Az (i)-(v) emondottak ellenére a kovetkezOkben az altalanos kvadratikus forma
helyett a specialis linearis format fogjuk hasznalni, amelynek t6bb oka is van:

1. Mind amai napig nem sikeriilt a @, ¢, és ¢, kozotti osszefiiggéseket feltarni,

igy alkalmazasukkal az izotropia két anyagallandoja helyet harmat hasznalnank.™

2. Szamos laboratériumi vizsgalatot végig elemeztiink oly mdédon, hogy linedris és
kvadratikus fliggvénnyel kozelitettik a mérési adatokat, s arra a kovetkeztetésre
jutottunk, hogy a ¢, értéke (amely mindig negativ) a deformacié négyzetével szorozva
mindig elhanyagolhaté eredményt szolgaltatott, nem érte el a fesziiltség 1%-at sem, s a
regresszios indexben sincs mértékado kiilonbség.

Az 1. abran a kozolt és alapul vett, sziléziai feketeszénre vonatkozo KLECZEK-féle
egytengelyii nyomokisérlet adataival mutatjuk be akét esetet. Azért kiilon abraban, mert
szemmel szinte meg sem kiilonboztethetdk a linearis és kvadratikus gorbék egymastol.
A legalso abra mutatja a két dsszefliggés kozotti kiilonbséget kinagyitva.

3. Az €626 két pontban leirtakbol kovetkezden: kisebb hiba két anyagdllandoval
dolgozni, mint olyan harommal, ami valojaban csak ketto, de nem ismerjiik a kozottiik

lévo bsszefiiggeést.

1 Figyelemre mélto eredményeket hoztak [LAMER G., (2007)] és [TOTH J., (2007)] tanulméanyai, amelyek
ramutattak szamos bels6 Gsszefliggésre, azonban a kivanatos végeredményt még nem szolgaltattak.
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70MPa o = 4727¢ 1OMPa T = 4853¢ -116265 %] |
s0MPa RE=09004 A aoee R = 0,9996 e
/
50MPa ;g/ 50MPa o
40MPa / 40MPa - /
30MPa / 30MPa //
20MPa p 20MPa
10MPa - / / 10MPa - /
OMPa @ OMPa / ‘ :
0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 0,012 0,014 0 0002 0,004 0,006 0,008 001 0012 0,014
1. a) abra 1. b) dbra
1,0MPa A (6) datti anyagtorvényt irjuk
0,5MPa - _ fel
0,0MPa O — ] Os
B ey F'@ =—pT(I+D)_—=
-0,5MPa | oD
(15)
-1,0MPa

- pT[Ea—SJr 5 (14 80)1}

0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 0,012 0,014 OE  dg,

1. ¢) abra

formaban, ahol a masodik kifejezés a D tenzornak a felbontasa egy nyomnélkiilire
(deviatoros részre) és az I egységgel aranyos (gombi) részre. Ugyanezt téve az F
tenzorral, megkapjuk az anyagtorvény deviatorikus alakjat:

T’ = ¢V _O_SEVI =—pT{Ea—S—£tr(a—SEJI}

(16) 18E8~3 612~
T/ = 7] ——oT| =t ZE |+ 2 (1+¢) L
0 Oo P [3 (6E J 880( 50)}

Ez atorvény kis és nagy deformdcioknal egyarant érvényes.

Hafeltételezziik, hogy ezek a (16) dsszefliggések linearisak (HOOKE-torvény), akkor
(14)-€l egyenlvé téve, a

—pT Ea—s—ltr(a—sEJl = 2GE,

oE 3 \0E

1 (0ds Os
—pT| Zt] B |+ 2 (1+e,)[1 =3KE, (3Ke,l),
o S{ ) ) e, )

egyenletekbdl a rugalmas anyagdllandok termodinamikai dsszefiiggése vezetheto le:
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2G1 = —pT[ S—E—Etr[j—; HE‘l,
(7) 1.(0 o5
3K = —pf —tr(—Ej+ > (L+e,)l.
3 \CE o€,

EGYTENGELYU FESZULTSEGALLAPOT. A (16) Osszefiiggésnek minden esetben fenn
kell allnia, ezért érdemes megnézni egytengelyli fesziiltségallapotban az anyagtorvény
alakjat, mert kozelebb juthatunk az anyagallandok termodinamikai tartalmahoz,
egyszeriibb 0sszefiiggést kaphatunk.

Legyen az egytengelyii terhelés o, a hozzatartozd tengelyiranyu deformacié ¢ a
keresztiranyG pedig &,. A HOOKE-térvénynél megszokott az  m POISSON-SZam

hasznalata, amely a definici6 szerint: m:=—¢ /&, ,"* sekkor o, = 10, &= %(5 +2¢,),

illetve g, = M . Ekkora HoOKE-torvény egyetlen skalar egyenletté egyszeriisodik:
1]
(18) o=Fe, E=20Mtoggm=2 , .20 _ 6K OK+2G
m m EFE-2G 3K-E 3K-2G
Ekkor
o O 1 1 O 0 5
F:HGUH: 0 0 , 00250: Dzeij =0 —% 0 |e, 50:m3_ g,
00 o 0o -1 "
12 0O O
(19) T=F—001=\a,.j—aoal.ju:=usy.u=§o -1 0|,
0O 0 -
12 0O O
m+
m
0O 0 -
tovabba
m-—2 3m-m+2 m+1
e=—¢6p=&— &= c=2 g,
3m 3m 3m
& m-2 3+m-2 m+1
e =& —Eg=——-— E=— E=— £.
m 3m 3m 3m

Egytengelyt fesziiltségallapotra korlatozott entropiafiiggvényt jeloljik §-sel, s
ekkor

12 Ne feledjiik, hogy ez csak az id6fiiggés nélkiili HOOKE-térvénynél anyagalland6, mert altaldban a
hossz- és keresztirany(l deformacio hanyadosa id6fliggé, s csupan a ¢ — o0 esetben konvergal az m
értékhez.
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6_§_6_§6_8_6_§ 3m 8§_8_§68__6_§3m 0s 0s 0 05 3m
de 0O¢ de Oc2m+1) oOe, 0Osde, Osm+l Os

o os, T oem-2

o

0s 3 % 00 0s os Lo 0s 1 (o 0s
B_Smlo 1 of% 801 9%, gn(a_;Ej:a_sg,
+
"o o -1 00 1 ¢
Osszefiiggések adodnak, amelyekkel a (16) anyagegyenlet a kovetkezo:
2 A
> =_2pT(m+1J @
3m oe

(20)

Ezt egyenl6vé téve a HOOKE-torvénnyel a

2 An 2 A~
—2pT(m+lj S—ngEg, = E:=—2pT(m+lJ o8

21) ?m & 3nj 4 oe
- 2pT o (1+¢&,)=3Ke,, = 3K :=-2pT & 1+ &, ,
&o 0gy &o

tehat az anyagallandokra a (17)-nél sokkal egyszeriibb kifejezést kapunk. Igaz, hogy ez
nem az s-sel, hanem az s -vel van kifgjezve, és nincs meg a G CcSusztatd rugalmassagi
modulus termodinamikai egyenlete. Ehhez az E, 3K, és 2G (18) alatti Gsszefliggését
felhasznalva két kiillonb6z6 6sszefiiggés is levezethetd:

2 A
E:_ZPT(m+1] g,
3m oe
s 1+
22) 3K = 2,75 1%
0gy  €o
§ - - § 1
oG_p_M :—Zme_'_lQ:BKm 2:_2me 2 0s +80.
m+1 9m O¢ m+1 m+10g, &4
Az utolso sor
m+10s _m-2 05 1+¢,
9 0s m+1log, ¢,
két Osszefliggésébol:

23 & 9mm-2) 85 l+e, 3 (m+1?® & &
0e  (m+17 Og &o = 0gg Om(m—2)0cl+e,

4. A LINEARIS ES A MASODFOKU ALAK OSSZEHASONLITASA

AZ EGYTENGELYU ESET kapcsan térjiink még vissza a kvadratikus anyag-
fliggvényhez, amelyet megismerési okokbdl voltunk kénytelenek kizarni. Ez azt jelenti,
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hogy ezideig képtelenek voltunk feltdrni azt a zarat, amely mogott megtalalnank azt az
Osszefiiggést, hogy a

(23) c=ac—a &°
Osszefliggésben szerepld egyiitthatok kozott milyen dsszefliggés van. Az tudjuk, hogy a

kvadratikus tag egyiitthatéja negativ — ugyanis a o(¢) monoton névekvd alulrél konvex

—, ezért irtuk fel ilyen forméaban. A (23) helyett kifejezébb, ha az a -t az a aranyaban
feezziik ki:

* a
c=ac+d % = a[1+—g]g =a(l-as)e,
a

ahol a,, =0<a<a,, egy dllando, melyet meghatarozni azonban eddig semmiféle

fizikai iton nem sikertilt.

Razoljuk fel az 1. dbrdanak
megfelelden, - de jelentdsen eltorzitva - a
linearis és a kvadratikus Osszefiiggést (2.
abra) abbol a célbol, hogy a
kontinuummechanikaval, laboratoriumi
vizsgalatokkal foglalkozo kutatok
figyelmét rairanyitsuk a problémara.

oc=F¢
GA G=a8—a0¢82

Az «a korlatos: a min < a < amax. AZ
alsd korlatja: amn = 0, s ekkor az
anyagtorvény linearis lesz. A felso korlat

Omax  €rt€ékére azonban nagyon nehéz

becdlést adni.

2. abra

Az egyik lehetdség (3. abra), hogy kimondjuk, hogy az « csak addig névekedhet,
- mig a o(¢) fiiggvény is novekszik, mivel a maximumon tal mar nem teljesiil a
monoton novekedés feltétele. A szélsdérték:
do 1 1

—:a(l—ZOté‘), d—6=0, = fmax T 50 Omax =
de de 20 Er

& max

3. dbra
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ahol & afolyashatarhoz tartozo fajlagos nyulas. Ez az érték azonban sokszorosa
arealisnak.
A masik lehetdség, hogy

- a maximumhoz tartozé gorbe kiegyenlitd egyenesének
g Es ,Emi”‘g irany-tangense adja a felsé korlatot:
a:Eg(l—ag)ZEming,

ahonnan

o< E=Emin _(4_Emin |1
Ee E )&

Vagyis
G(g’amin) =E¢,
oc=ole,a)=1 ole,a) = Es(1-as),

o(e,0max) = Eminé:

A Kkét szélsé esetben egyarant a linedris anyagtorvényt kapunk. Es a kozbensd
esetekben? Mi lehet ateends? A kérdésre a valaszt nem tudjuk.

O Emin

O min O max

5.abra

Vagy lehet az a megoldas — ami meglehetésen trividlisnak tiinik —, hogy a
kvadratikus anyagtorvény csupan a CAYLEY-HAMILTON-tételb6l addédd matematikai
lehetéség, a fizikai megoldas a linearitas? Ezt azonban LAMER és TOTH vizsgalatai nem
igazoljak.

Mivel akérdést nem tudjuk eldonteni, végezziink el egy elvi szamitast. Egytengely(i
fesziiltségallapotban az anyagegyenlet linearis tagjat jeloljiikk, a HOOKE-torvénynél
megszokott E-vel, a kvadratikus tagot pedig adjuk meg az E szazalékaban: -FEa
formaban.
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90 +

I o) ~
o o a

a tengelyiranyu fesziiltség [MPa]

=
(&)

0

w
o
I

Az eddig atnézett laboratoriumi

0%
o = E¢ = 5.000¢
b=0% 1.000%  mgréseinknél maximum o = 400%-ot
2.500% 11 , .
(az E értékének  négyszeresét)
5.000% ,
észleltiink.
10.000% Ennek ellenére £ = 5.000 MPa
/ érték mellett, vegyiik az « értékét
O<a<l|1- Emin | 1 13
E gf
|__—Omaximum
o= e kozottinek.
/ > Az eredmények a 6. abrdn
1 oc=Fe—FEae i |
/ lathatok.
& Mindegyik gorbéhez meghataroz-
0O 30 60 90 120 150 180 tuk alinearis kiegyenlit6 fliggvényt, s
atengelyiranyu fajlagos nyulas (107 az adatokat atablazat tiinteti fel.
6. dbra
A linearis kozelités
a Az anyagegyenlet
egyenlete regresszioja
0% | o=510%
1.000% | o =5-10%¢ —5.10%52 0=4827c | R°=09997

2500% | o =5-10%¢-125-10%¢2

o =4598 | R?>=0,9982

5.000% | o =5-10%¢—25.10%¢2

c=4275 | R?>=0,9940

10.000% | & =5-10%¢ —5.

107 2

o =375T¢ | R?=0,9802

maximum | o =5-10%¢ —108¢2

c=2178 | R?>=0,7189

A megoldando feladatot tehat tobb oldalrol koriiljartuk, azonban a kvadratikus
anyagtorvényben szereplé harom darab anyagfliggvényt nem sikeriilt lecsokkenteniink
kettére. Helyesebben egytengelyli fesziiltségallapotnal tovabbra is két anyagallandonk
van: E és 3K, valamint egy nem fliggetlen o paraméter.

Foglajuk 6ssze az eddigieket kicsit altalanosabban. A rugalmas tartomanyban a
reverzibilis (egyensulyi) anyagtorvény legaltalanosabb formaja tetszleges nagysagu, de

véges

deformaciodk esetén:

13 Jelen szampéldanknal o me ~ 28.000%
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(a) T= 0,2 ~1(e2 + £3 + £3 )+ (g1 + 205, JE + 0,E2,

(11 2, 2. .2
(b) 0o = @0 + P16 +(P2%(51 +&3 +<93)-

Egytengelyii fesziiltségallapotnal a fesziiltségtenzornak egyetlen zérustol kiillonbozo
skalar komponense van: o (atengelyiranyu fesziiltség), adeformacidtenzornak pedig 3,
amely 2 kiilonb6z6 ¢ és g (tengely- és keresztiranyt fajlagos nyulas). Az m POISSON-
szammal dsszefoglaldan:

1 2 - m=2 _ 3m
O-O_EG’ G—O'O—EG, &g = 3 &, E—EEO,
(24) 2 2
oo = 2Am+1) 2(m+1)80’ (812”22”3%):”1_:252:9”7_”82.

3m m—2 (m—2)2 0

A (11b) datti o, =@y + @160 + @2 %(512 + 822 + 8§ ) térfogatvaltozasi egyenletbdl
kiindulva, a (24) felhasznalasaval
2
m+2
(29) 60(30):¢0+¢1go+3¢2—25§
(m-2)
irhato.

A (11a) datti T=¢, (gg - %(512 + 522 + 53? ))I +(py + 2056, JE + f2E2 torzulasi
egyenletbdl kiindulva

m+1 m® -1 ,
e+, e

(26) ole)=p
vezethetd le.

Haa (26) osszefiiggésbe a (24) megfeleld térfogati paramétereket helyettesitjiik,
akkor atorzulasi egyenlet egy ujabb felirasat kapjuk:

m—2 m*+2
e+o, &7,

(27) a(e)=3p, + 1
amelyek természetesen azonosak:

m+1 m? -1 m-—2 m? + 2
(/’1( m )g+§02 I 52:3¢0+(P1 ——&’

Ez az egyenlet ¢o-ramegoldhato:
1 1

(28) Qo= —E—p—5 &
m m

Ez azt jelenti, hogy egy vezetési fiiggvényt kikiiszoboltink, de egy allandd (m)
bevezetése aran. Vagyis 2 vezetési fliggvényiink van, és egy Gjabb anyagallandonk.
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Az anyagtorvény egytengelyll allapot esetén

m+1 m--1 -
ols) =p——c+p—5¢
(29) "
m+1 m? -1 2
Go(go) =01 _2 3(02( 2)2 o

alaki. Ha ezt az Osszefiiggést a linearis HOOKE-t6rvénynél megszokott E és 3K
jelolésekkel (anyagallandokkal) irjuk fel, s felhasznaljuk a mar bevezetett « (torzulasi)

aranyossagi tényezot, kiegészitve a f (térfogati) aranyossagi tényezével, akkor
a ole¢) =FE¢g- aEgz,
(30 (a) () 2

(b) Uo(go):3Kgo_ﬂ3Kgo

Osszefiiggéshez jutunk, ahol a térfogati egyenlethez tartozo aranyossagi tényezo. A (29)
¢és (30) egyenldve tételébol:

m+1 m? -1
E =¢ , ab =-¢, 5
m
m+1 3Am? +1
m—2 (m—2)

¢s a két rugalmassagi modulusra a megszokott dsszefliggést kapjuk:

E-"__3k .
m—2
és
__eam-1 gy 3mP+1)
| m ’ (01 (m 2)(’" +1)

TERBELI ALLAPOT. Linearis esetben az anyagtorvény a kézismert HOOKE-t6rvény:

T =2GE,
T, =3KE,,
ahol az anyagallandok
26-3k""2 s3x-26M*tL
m+1 m—

amelynél az m POISSON-Szam nem fliggetlen anyagalland6. Ez az m az egytengelyi

fesziiltségallapot révén keriilt bevezetésre, az m =—¢gle, arany révén. Ezaltal az E

rugalmassagi modulus is definialasra keriilt:
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m+1:=3Km—2’
m m

E=2G

hogy az anyagtorvény egytengelyli fesziiltségallapotban a o = E¢ egyszerii alakban

legyen el6allithato.

A kvadratikus esetnek tartalmaznia kell a linearis esetet is (amikor a masodfoku tag

egyiitthatoja zérus), ezért nyugodtan felirhatjuk

T =2GE -2G EZ,

(31) . o
T, =3KE,-3K E2,

formaban (ahol a 2G~ és 3K még ismeretlen allandok, amelyek a 2G-t6l és 3K-t6l

fliggenek), illetve
T -26|E -29 g2|,
2G

(31a) A’

K
T. =3K|E,-"—_E?|
° (0 3K 0}

Hasznaljuk fel itt is az egytengelytli allapot Osszefiiggéseit:

m+1

T: o-o, =2G(8—80)—2G*(€—80)Z, = ole) =2G

m 3m
E E
T,: o, =3Kg, ~3K" g2, = 0'0(50):3K50 ~3K" g2,

azaz definialjuk a két aranyossagi tényezot:

E° 2G" 2m+1°m _2G" 2(m+1)

E  2G 3m%(m+1) 2G 3m
3K" _2G" 2m+1)

P = %G m=2 "
ahonnan:
2G" 3m 3K’ 3m
= , = ﬂ = .
26 2(m+1)" 3K m—2

Ezaltal az anyagtorvény:

T =2G(E —as—mEz),
(31b) 2(m +1)

T, =3K(Eo—a 3’"2E§}

Az o és a [ lehetséges értékérdl mar megallapitottuk, hogy altalaban 0
valtozhat, m pedig 2 ... oo kozott:

... 4-5 kozott
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T =2G(E —aEZ)
m=2
3m 2 3m 2
T =2G|E —ag———E“ [=1T =2G|E —-a———E“ |,
2(m +1) m>2 2(m +1)
_ 3 2
T 300 —2GE —EaE )
To|m:2 =0,
T, = 2G| E Sm_p2) _ly - 2G| E 3m_ g2
o~ o_afz o| = o|m>2 = o_aﬁ o]

T ., =2GlE, —3aE§)
A 7. abra azt mutatja, hogy az o értéke, amely a torzulasi allapothoz tartozik, a
% < a <1 intervallumon beliil valtozhat, ami nagyon kicsiny értéknek szamit.

A térfogatvaltozashoz tartozo S értékvaltozasa mar jelentds: 2< f# < oo, azonban
tudjuk, hogy az m = 2 kozeli érték az anyag Osszenyombhatatlansagat, térfogat-
allandosagat fejezi ki.

Viszont az a/ f viszony — mivel 1/ értéknél kezd6dik — szinte elhanyagol hato:

O<alp<i.
5 1
4 \

d N

*
Régzitett G |G esetén

2 T f = plm)

T o— o = a(m)

N ‘ alf=f(m)
2 6 10 14 18 22

az m Poisson szam

7. abra

Ezért dszinte meggydzddésiink, hogy a linearis anyagegyenlet alkalmazéasanal jobb
megol dast pillanatnyilag nem tudunk.

Ne felgtsiik el azonban, hogy nem két anyagallandonak kell lennie, hanem két
vezetési fliggvénynek. Vagyis a ¢, ¢, és @, Koziil csak kettd fuggetlen fiiggvény, s

minden fliggvényben lehet tobb allando is. Tehat LAMER GEza el6adasaban kifejtett
harom, példaul [LAMER, G (2007)].
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4., FEJEZET

NEMEGYENSULYI ANYAGTORVENY A RUGALMAS DEFORMACIOK
TARTOMANYABAN

NEMEGYENSULYI HELYZETBEN, mivel a (F)i-A
termodinamikal erék és a termodinamikai aramok
nem zérusértékiek, ezért a kovetkezo
egyenl6tlenséget kell alapul venni:

(1) [F + pT[Ag—ZH : (AA‘l)— pTEE>0,

toredezett anyag
zondja

természetesen figyelembe véve, hogy mechanikai
egyensilyban >

Os 0s Os Os
F =—pT| A— |=—pT(I1+D)— =—pT| E— 1 1
p( aA) pII+D) p{ 8E+830(+8°)}

illetoleg linearis kozelitéssel:

Fre = 2G[D + %[i_g - jTr(D)I} = 2GE + (3K - 2G)E,,,

sigy az (1) egyenlétlenség az F = F* + F"™ jel6lésekkel az

@ Fre:(AA L) - pre:£>0
alakot olti.

Az aapegyenlet megoldasat a masodik fejezetben mar megadtuk altalanosan, de a
konkrét alak és forma kifejtéshez levezetjiik még egyszer, deviatoros bontasban.

A (2) egyenlétlenség megoldasa mint mar lattuk, a LAGRANGE-féle kozépértéktétel

felhasznalasaval torténhet. Bevezetve a J := AA ™ jelolést, a (2) Osszefiiggés (feltétel)
az

(2a) F" :J - pT&:£>0

alakban irhato fel, amelynek megoldasa az
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Firrev J
3 . =
9 ( g J L[—pT %J

egyenletrendszer megoldasaval torténhet, ahol L egy negyedrendii — szimmetrikus és
pozitiv definit — impulzusvezetési tenzor matrixa.

Az anyagtorvényt legtobbszor az Un. térfogatvaltozasi és torzulasi alakban
alkalmazzuk, ezért a (2a)-t irjuk fel deviatoros és gombi részre bontva:

(2b) F" :J—&: pT&>0,

(2¢) (T””V + Té”ev)= (J+ Jo)—(&d +%o)= PT(E, +80)>0,

ahol a megszokott médon
TS = %tr(Fi”eV)I =o', J, =itr(@H=J0 &, =itrE=¢,1,
e _pire _pines J, =11, g, —E—&,.

A (2b) egyenlétlenségnek nemcsak 0Osszegében, hanem kiilon-kiilon is kell
teljesiilnie a kiilonb6z0 tenzori rangu aramokra és erdkre, tehat

(4) Tirrev :Jd _ Png :éd + G(i)rrevgo _ pTéofo >0.
>0 >0

Az erék és aramok deviatorikus felbontashoz, a negyedrendii L impulzusvezetési
tenzort is, amelynek izotrop esetben csak 2 fiiggetlen skalar komponense van, fel kell
bontani deviatorikus [L,] és gombi [L] részre:

Fir'rev _ Tf'rrev N Tcl:)rrev ’( J j:( Jy ]4_[ Jo j’ L=L, +L,,
S Sa So - pI¢ -pTSy - pTS,

(Fii"revJ:(Tf‘rrev]+(Térrevj:L( J J:(Ld.p]_,o){( Jd J+£ Jo j}
g Sa So —prg —PIRq) \~pPTE

Ezek tovabbra is negyedrendii tenzorok maradnanak, de mivel csak két fiiggetlen skalar
komponensiik van, attranszformalhatéak olyan masodrendii tenzorokka, amelyeket ha
mas tenzorokkal szorzunk, a vegyes részek zérus tenzort eredményeznek:

(TfrrevJ+(Té’rrevJ=Ld[ Jd J+Lo( JO J’
&4 &o - pTS, —pTS,

Sagombtenzorok helyett attérve a komponensiik skaldr értékére, az

T irrev J d o irrev J
5 . |=L : O =L, “° |,
: ) ()
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két fiiggetlen egyenletrendszert kapunk. Az L, és L, hipermatrixoknal attérhetiink a

skalaris komponensekre:
Tirrev L ( Jd j ~ (Lll
. =Ly =
g -pTE) L1y
(O_(i)rrev]:L [ Jo ]:(111
éo ° - pTéro 112

(6a)

(6b)

L'y j{ J, } " (Lll
L'y \= pTE Ly

1'12J Jo _:[111
I'op \ = pT&, hy

lej(de
Lo\ &)
i
I \ &, .

Ezeknek az egyenleteknek a megoldasa a megszokott modon térténhet, hogy a &,

¢és &, valtozokat kikiiszoboljiik az egyenletekbal:

TORZULASI EGYENLET TERFOGATVALTOZASI EGYENLET
irrev irrev
T =L Jy;  + L8y, Oo =h1Jo  +112¢0,
g =Lipd,;  + Ly, ¢ =lpJo  +12¢0,
—1irrev -1 -1 __irrev -1
E=Lp T — Liolygd 4, Co=lpoy  —liplinJy,

E=L1pd, + Lyt =
= L1od g — LopLi3Lyyd 4 + Lop LT,
T = L3y + L8 =

=Lyydy + (sz - L22L11)]d + Ly T,

] —1nirrev
Tlrrev _L22T —

1, 2 71
=Ly Lypdy + (L12L22 - Lll)Jd ’
Tirrev “T-T*% =T-— 2GE, Tirrev _ T _ ZGE,

T - 2GE — L5(T - 2GE)=
15 2 1
=Ly Lypd g + (L12L22 - Lu)Id ,
Vezessiik be a

2 -1
Ba =LipLly; — L,

. 1 . 1
ay =Lply=-Lir, v, =-2GLyp

r =—Ly,

jeloléseket, s akkor

Co=lpJo 10, =
=l1pJ o —loplizlyyJ o + Ipolizc "™,

- irrev F >
Go =l +halo =

. 7 2 irrev
=l11Jo + (112 - 122111)10 +lpoy
irrev Z_l - irrev _
) 200 =
1 2,1
=l1lpnJ, + (112122 —I Lo :

- irrev

irrev
Op

oo =0,—-3Ksg,, =0, -3Ké,,

oo —3Keo — I3H(64 — 3Kéo )=

1 2 _
=yl o + (1121221 - 111)107

1 2,1

7o =—ly, Bo =holyy —hy,
) 1 . 1

Qo =lhalyy =—hite, 7o =-3Klyp

Oo+To00 = aOJO + BoJo +Voéo +3Keg-
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A rugalmas tartomanyban az anyagtérvény atehat

7 ) ) ]
0 To+7,T, =agdy +Podo +7oE +3KE,,

illetvea T=F-T,, J=J,-J,, E=D-E, behelyettesitéssel

F+tF=a,J+(ag—ay do+ B3 +(Be =Py Mo+

8 : . .
®) =y, D+(ro =74 )Eo +2GD + (3K —2G)E, — (r o— 7 )T,

alaku.
A 2. fejezetben lattuk, hogy

J=AA=D(D+1)?,

J=|AAT)=AA" +AA )= AA T - AATTAA T = AL - (AA‘l)2 =
=DD+1)" - [D(D + I)_l]z.

Vezessik be a J =D jelolést — utalva ezaltal arra, hogy ez aD deforméciétenzor a
megszokott D-t61 eltéré deformaciotenzor —, s ekkor

() F+rF=adﬁ+(ao—ad)Eo+ﬁdl3+(ﬂo—ﬁd)]TZO+ |

= ;/dD+(7/0 -74 )EO +2GD + (3K — ZG)EO —(r O—T)TO

(73) T+7T —a,E+B,E+y,E +2GE,
To+7oT, =aoEy +PoEg + 7ok +3KE,,

S ez azt tikrozi, hogy a nemegyensulyi allapot leirasahoz kétféle deformaciotenzor
sziikséges (melyek kozott a D= D(D + I)_l Osszefligges all fenn).

A (7a) és (8a) formulaval elGszor sikeriilt az izotrép kontinuumok altalanos
anyagtorvényét — a rugamas tartomanyon beliil — felirni, amelyben csupan annyi
tekinthet6 kozelitésnek, hogy az egyensulyi részben nem a kvadratikus, hanem a linearis
Osszefliggést vettiik. Ennek legfontosabb indokai: az egyszeri gyakorlati
alkalmazhatosag, és az a koriilmény, hogy a kvadratikus Osszefiiggés alkalmazasaban
nem tudtunk dildre jutni (Id. 3. fgjezet). Azonban a semmi akadalya nincs annak, hogy
alegaltalanosabbat is felirjuk. Ekkor a levezetésben hasznalt (HOOKE-torvény)

T =2GE,
T/ =3KE,

(o]

helyett a 3.fejezetben (11) alatt levezetett



T = (/)2(55 —%(512 + 822 + 8; ))[ + ((01 + 20,8, )E + g02E2 =4E + AZEZ,
T,” =@, + e, +‘P2%(512 +&5 +8§) = a,E, +a,E;

(o]

kvadratikus Osszefliggést kell szerepeltetni (amelynek az a szépséghibija, hogy az
anyagallandok szama ebben is csak kettd). A két reverzibilis egyenlet altal szolgaltatott
fesziiltségértékek tetszoleges deformacioértékek mellett sem haladja meg altalaban a
0,5...1%-ot.

A levezetést csak a torzulasi egyenletre felirva, mivel a térfogatvaltozasi egyenlet
azonos formaju, csak az egyiitthatok masok (L; helyett /;;, és A4; helyett a;):

irrev —1rpirrev -17 2 r-1
T - LZZT = L11L22Jd + (L12L22 - Lll d»
2 -1 [~ - i~ 2 -13 2 r-1
T- alE - CI2E - L22(T — alE — azE ): LllLZZJd + (L12L22 - Lll)ld ,
-1 -13 2 71 2 -1 - -1 2

s ezaltal
(9) T +TT = adﬁ +ﬂdﬁ +7dE +5dE2+A1E +A2E2,
T, +7,T, = aoﬁo +ﬂ0]~<f0 +y.E, +6,E2 +aE, +a,E2,
ahol
R 1
T =-Ly, Ty =-lp,
. ) . 1
ag =LyLly =—Lyr, o =l =170,
. ) . 1
Ba =Lply—Lyy=-LyQ+7), By =lylos —hy=-l1(1+7,),
. ) . )
Ya =—Ailyp = Az, Yo =-alyp=aty,
. ) . =)
6d = —A2L22 = AzT, 50 = —Clzlzz =47,

A (9) altalanos alakot csak a teljesség kedvéért irtuk fel, ugyanis bonyolultsaga
okan, valamint a benne 1évé 12 darab egyiitthaté miatt (amelybdl csak 8 fiiggetlen
egymastol — s ezt a fliggést nem ismerjiik,) gyakorlati alkalmazasra nem is ajanlhatjuk.
Arrél nem is beszélve, hogy egy jo érzési kutato, vagy tervezémérnok elborzad ennek a
bonyolult anyagegyenletnek a lattan.

AZ ALTALANOSSAG SZUKITESE. A 2. fgjezetben mar utaltunk ra, hogy az id6 szerinti
masodik derivalt hatasatol a gyakorlatban altalaban el szoktunk tekinteni, ugyanis ennek
a szerkezetépitési mérnoki gyakorlatban nincs jelent0sége, mert a gyors lecsengés
(csillapodas) miatt a hatdsa a mérnoki beavatkozas utan gyorsan elenyészik. Az

a,; =0, a, =0 esetén a (7a) anyagegyenlet a

T+:T =8,E +y,E +2GE,

(10) ) < .
T,+7z T, =pE,+y,E,+3KE,

formajara egyszertisodik.
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Kiilondsebb gondot a mai szdmitastechnikai vilagban nem jelent az, hogy kétféle
deformacioval kell dolgoznunk, bar a mérnokoknek meglehetdsen szokatlan, mert egész
gondolkodasmodjukat — amelyet a mechanikarol kialakitottak (vagy készen kaptak) —

kiss¢ felboritia. A D ¢és a D tenzor kozétt a megszokott mérndki gyakorlat
szempontjabol nem is nagy a kiilonbség.

ANYAGTORVENY KIS DEFORMACIOK ESETEN. A (10) formulaban kétféle deformacio
is szerepel [ D, D, illetve E, E,, E, EO]. Amennyiben a kis deformaciok tartomanyara

korlatozzuk vizsgalatainkat: akkor D= D(D + I)_1 ~D, és igy az anyagtorvény a
reol 6giaban megszokott alakot o6lti:

(1) T +:T =2GE +2E,
T, +7,T, =3KE,+3K E,,

ahol
S =15k 2 =0, +y;=2L L5 —L 3K, =258 —1
T. 2, To- 2, A=Pg tVa 114522 11 v 11422 ~ ‘11-

Ez az altalanos POYNTING-THOMSON-modell, amelynek anyagallandéi a reologiaban
megszokott jellemzok:

T - arelaxacios ido, 7 - atérfogatvaltozasi relaxacios ido,
G - acsusztatd rugalmassagi modulus, K - térfogatvaltozasi rugalmassagi modulus,
n - viszkozitasi egyiitthato, K, - térfogatvaltozasi viszkozitasi modulus.

Ez az anyagtorvény 3 torzuldsi és 3 térfogati (mindOsszesen hat) anyagallandot
tartalmaz, amely logikusan megfelel annak, hogy az idéfiiggetlen rugalmas allapothoz
egy-egy tartozik, az elsérendii idéderivaltakat tartalmazo részhez pedig ketté-ketto, egy
kiszasi és egy relaxalasi jellemzd. Izotrdép anyag esetén rugalmas, egyensulyi, vagy
reverzibilis esetben ketté fiiggetlen anyagallando 1étezik. Nemegyensulyi, irreverzibilis
esetben pedig kétszer ketté, azért mert csak az elsérendi idébeli derivaltakkal
dolgozunk. Ez utobbiakat szoktuk reologiai allandoknak nevezni.

A deformaciok (atlagos) késési idejének [z44, valamint a relaxacios idonek [#.] a
kiilonbsége megadja a testre gyakorolt mechanikai hatasra adott valasz idébeli késését
[Af]:

torzuldsnal: t;z’ef = %, t',el =7, At = tldef - t;e, = % -7,
’ ’ . r7. o _ Kv o _ o_ .0 o _ v
térfogatvaltozasnal:  tg,r = T trol =Tos At” =ty —trer = ya To-
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0,6 Az 1. abra a Debreceni

Egyetem Miszaki Foiskolai
m Karanak Biomechanikai
_ 04 \\ ‘ Anyagvizsgalo Laboratériu-
3 % \ maban — HORVATH ROBERT
2 % 0.2 | deformacic altal — végzett kisérletek koziil
§ g terhelés e miabe

58 00- A 150 mm-es befogasi
S E hosszasagi lemez probatestet
g %o 2 (anyaga: mﬁanyag — HDPE) 10
g 3 ’ %-0S megnyualasig (432 N),
) eléfeszitették majd 1 Hz
-0,4 - frekvenciaju, 0,5 amplitadoju
oszcillalo terhelést adtak ra. Az
0 | 1. dabra az idébeli eltolast
3 35 4 45 s crzékelteti a mért terheles ¢s a
a kisérlet ideje [sec] probatest kozépsé 10 mm-ének

deformacioja kozott.

1. dbra

Egyensilyi allapotban nincs idébeli eltérés, vagyis

. \ . K
At :tdef_trel:%_rzo’ Atoztgef—[}?el:?v—fozo,

tehat megkapjuk a HOOKE-térvényt [T = 2GE, T, = 3KE,, (0, = 3K, )].

Halétezne olyan anyag, amelynél a térfogati idédifferencia zérus:

o_ .0 o _ Ny _
At _tdef —lrel = 7o =0,
azonban atorzulasi nem:

At :tdef_t

rel = 5

-7 #0,

akkor annak anyagtorvénye a klasszikus POYNTING-THOMSON-modell lenne:
[T=2GE + 27E - T, T, =3KE, (6, =3Ke,)].

AZ ANYAGVISELKEDES ABRAZOLASA. Az anyagegyenlet sikbeli abrazolasahoz a
tenzorok helyett azok egy skalar komponensét szerepeltetjiik:

E=D-E,=D-zI=|¢;|-&,0=|e,]| ¢, =(E);,
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sigy a kovetkezd skalaris egyenleteket abrazoljuk:

(12) sy o+ TSy = 2Gel-j + 277e'l-j,
oy + 10, = 3Kgg + 3K,&,.

Azonban még ebben az esetben is 4 skalar valtozonk van, s a sikbeli abrazolashoz
legfeljebb harmat engedhetiink meg. Ezért specialis eseteket valasztunk, mint

. . e Ale . d : d
- allando fesziiltségvaltozasi sebesség:[ s, =—s,; =const =a][6, =—0, = const =a,]
dr "’ dt

G Sjj

1 n .
% =50 | Si _aij(E—Tj 1-e "%

- dllando deformdcidsebesség: [e; = diel.j =const=b][ &, = digo =const =b,]
- t

- allando fesziiltség (kuszas): [s; =const=c] [0, =const =c,]
Gl‘ Gl‘
S [S%  ol.n ( O)e_i
=7 | L _p T —e? e —e- e 7
e; = e (ZG e; e e; —\ej —ey
- dllando deformacio (relaxdcio): [e; =const=d] [e, =const=d,]

1 1
——1 ——t

0 0 0 0 0 o0
SU=2G€U—(dU—2Geyk T =Slj_(slj_sljk T

A (12) osszefiiggésbol latszik, hogy a torzulasi és térfogatvaltozasi egyenlet azonos
formaju, csupan a benne szereplé allandok masok. Ezért a kovetkezOkben csak a
torzulasi egyenleteket abrazoljuk:
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A’ \arctg 2G A \arctg 2G
a>0 :f(g"f) Siilps0 :f(g"f)
a—>0 b -0
o’ . 3 o
< arctg 27 < arctg 2n
\ arctg 2G ' \ arctg 2G ;
(o} s [ |
2. abra. Terhelés egyenletes ,,a” 3. dbra. Terhelés egyenletes ,,b”
fesziiltségvaltozasi sebességgel deformaciosebességgel

Py t H 1 R »:
Y..ood v - \ S i >
4. abra. Kuszdsi gorbe (s; = constans) 5.dbra. Relaxdcios gorbe (e; = constans)

Ebbol altalanosabb kovetkeztetést is levonhatunk, nevezetesen: a reverzibilis

allapotvaltozast csak idotdl fiiggetlen egyenlet irhatja le. Ez pedig szilard testeknél csak
két esetben kovetkezhet be:

1.

»igen lassu” valtozas esetén, amikor az anyagban a terhelés okozta deformacidk
lgjatszodnak, miel6tt a terhelés tovabb folytatddna. Vagy masképpen: a reverzibilis
valtozashoz azért tartozik nagyon lassu deformalddds, hogy az anyag belsd
surlodéasanak legydzése ne okozzon energiaveszteséget,

olyan anyagtorvény esetén, amelynél a deformaciok késési ideje (7/G) megegyezik
arelaxacios idével (7), tehat a megfigyel6 id6t6l valo fliggetlenséget észlel, mert a

terhelés és a deformalddas azonos idejii. Ebben az esetben az anyagviselkedés nem
fligg sem a terhelési-, sem a deformaciosebességtol.
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- periodikus terhelés:
G

-Zy
5,~J~=\/A2+stin(a)t+g0)—Ae m
e,% 65
ahol
2
A:ska)%<0, B=Sk%>o, g0=arCtg£
‘o +4G dn“ow° +4G B

Az elgjelet az hatarozza meg, hogy az entropiandvekedésbdl kovetkezben a vezetési
matrix pozitiv definit, s ebbdl a kovetkezd feltételek adodnak:
2G>0, 2n>0, 720,

l—rZO.

Ha ez utobbi feltétel nem pozitiv, hanem nulla, akkor az entropia nem novekszik, tehat
az allapotvaltozas reverzibilis, s kiadodik a Hooke-torvény:

2n=2Gt, 2neé; +2Ge; =s; +75 2Gte; +2Ge; =s; +18 = s, =2Ge

i i i ij

15

1,25 ~

%— deformacio

0,75

pe

0,25

/

o O -terhelés

1 | o
0,0s 0,5s 1,0s 1,5s 2,0s 2,58 3,0s 3,5s 4,0s

5. abra
Az & nagyon gyorsan lecseng. Gyakorlatilag néhany hullam utan (= 5 sec, 1Hz-nél).
A terhelés és a hozzatartozo deformacio kozotti differenciai a ¢ viszont alland6, nem
fligg az 1d6t6l, csak az E, 4, és ¢ anyagallandoktol, és az o frekvenciatol:
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A 2Gt -2
tgp=—= a)GT—nZ <0,
B 2G + 2nte
¢s a terhelés nagysagatol (amplitadojatol) is fliggetlen. (Kivalo kisérleti modszer az

anyagtulgjdonsagok elemzéséhez.)

AZ ANYAGTORVENY REVERZIBILIS ES IRREVERZIBILIS RESZE A RUGALMAS
TARTOMANYBAN. Reverzibilis az a folyamat (allapotvaltozas), amelynek soran a
alakvaltozasra  forditott munka maradéktalanul (azaz veszteségek nélkiil)
visszanyerhetd. Ebbdl kovetkezik az is, hogy irreverzibilis allapotvaltozasnal a
befektetett munka veszteség nélkiil soha sem nyerhet6 vissza. Mechanikai szempontbol
(hibasan) reverzibilisnek tekintik az anyagviselkedést rugalmas tartomanyban, mivel a
terhelés hatasara 1étrejové deformaciok a tehermentesitésre megsziinnek, a test
visszanyeri eredeti alakjat. Ugyanis ha nem, akkor mar vannak maradé deformaciok,
tehat mar kiléptiink a rugalmas tartomanybol. Ez a mechanikai reverzibilitds azonban
nem jelent energetikai reverzibilitast is, mert legtobbszor a befektetett munka teljes
egészében nem nyerhetd vissza.

A mar hivatkozott tanulmanyban kozdlteket megismételve:

(13) T= Trev + Tirrev’ To — T(r)’ev + Térrev,
Trev = 2GF. Tirrev — 277E . Z_Tirrev
(14) ’ . . ]
T)® =3KE,, TI® =3K B, —1,T0".

Lathatjuk, hogy az anyagtorvény reverzibilis részét, a teljes anyagtorvénybdl a

imT  =limT = lim[2GE+ 2k -¢T] =T =(T),, =2GE,
( )TIiLnOTO lim T, T|’iEr7103KEO+3KVE—TT0] -1 =(T,). =3KE,

hataratmenettel kapjuk. A min indexszel nem a minimalis fesziiltséget jeloljiik, hanem
azt az anyagtorvényt, amelyik Pmin = 0 deformacios teljesitményhez tartozik.
Hasonloképpen, a P— Pmax teljesitményhez tartozo anyagtorvény:

imT =limT = lim 2GE+2qE-rT]  =(T),, =2LE,
T—oo E—w T,E—>o0 T

(16) o T
lim T, lim T, lim [3KEq+3K E—tTy] =(To), = —"E,.
Ty —00 Ey—© Ty, Eq—>00 o

A (15) és (16) oOsszevetése alapjan felirhato a teljesitményhez tartozd Prax
reverzibilis és irreverzibilis rész:
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(1), =2LE, (1), = (T}, + ()"

max max !
T

(T)e, = (7)., = 2GE, (T)j) = 21 _GE.

max max
T

(A T, anal6g modon felirhatd.)

A késébbiekben latni fogjuk, hogy ezek az Osszefiiggések magyarazat nélkiil
félrevezetok, mert azt a képzetet kelti, hogy a fesziiltégtenzornak van egy reverzibilis és
egy irreverzibilis része, s a kettd Osszege adja a teljes fesziiltségallapotot, holott mind
ketté a teljes fesziltségallapottol fiigg. Valojaban pl. a T azt jelenti, ami az
egyenldség masik oldalan van, vagyis a T fesziiltségallapot a rugalmas allapoton beliil:
létrehozhat egy 2GE reverzibilis valtozast, és ugyanaz a T fesziiltségallapot egy

2nE — rTirreverzibilis valtozast.

Vagyis arugalmas tartomanybeli POYNTING-THOMSON-model| esetén:

(17 T =2GE + 27jE — ;T, | T™® = 2GE, Tf”ev = 27K - Z‘T
T,=3KE, +3K E, —tT,, T, =3KE,, T =3K E,-T,.
Eza
(18) ToT® +T7, T, =T/ + T

feliras azonban csak a rugalmas tartomdnyban egyértelmli, nem azért, mert a
POYNTING-THOMSON-test egy rugalmas modell, hanem azért, mert az irreverzibilis rész
itt nem tartalmaz marado deformaciokat. Tehat azt is mondhatnank, hogy

elast _ rmprev irrev elast __ mprev irrev
(18a) T T L T, T T 4 T

MEGJIEGYZESEK. A Kovetkezo fejezetben egy egytengelyii kisérletet targyalunk, ahol
az adatok a teljes deformacios folyamatot fellelik egészen a torésig. A képlékeny
allapotbeli anyagviselkedést viszont csak a 6. és 7. fejezetben targyaljuk. Ezért mar
most felhivjuk a figyelmet arra, hogy a rugalmas-képlékeny tartomdanyban megjelennek
amaradé deformaciok is, amelyek teljes egészében irreverzibilisek, tehat a deformaciok
teljes tartomanyara

(19) Trug — Trev + Telasl,irrev ’ Tmarado' — Tm,irrev’ T= Telast + Tmarado’ ,

rug _ mprev elast irrev marado __ mpm,irrev __ melast marado
T =T/ + T L Treredd —opmirey T = T 4T

irhato, s igy
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elast marado rev elast ,irrev miirrev __ mrev irrev
T=T +T =T +T +T =T +T ,

irrev
T

To — Tglast + Tc:nuradé — Tgev + T;lasl,irrev + T(;n,irrev — Tc})’ev + Tcz;rrev.

irrev
T0

Ezt abrazolva nyilvanvald az Osszefliggés, ugyanis mig a rugalmas tartomanyban
reverzibilis és irreverzibilis allapotvaltozas egyarant lehetséges, addig a képlékeny
tartomanyban — bar vannak tisztan rugalmas deformaciok is, — az allapotvaltozas mindig
irreverzibilis. A deformaciok rugalmasak és maradok lehetnek, de maradd deformacio
csak a képlékenységi hatar atlépése utan jelentkezik. Az dllapotviltozas reverzibilis és
irreverzibilis egyarant lehet, de a reverzibilis része teljes egészében a rugalmas
deformaciokhoz kotédik.

Az egységes anyagtorvény matematikai felirasahoz be kellett vezetni a HEAVISIDE-
féle egységugrasfiiggvényt:
0, ha W <Ww,, vagy W <0,
|1 ha wzw,, é& W20

amely azt atényt tikkr6zi, hogy a képlékenységi hatar alatt nincs marad6 deformacio, s a
képlékeny hatar tallépése utan is csak a deformaciés munka névekedésével novekszik a
maradé deformacid, csékkenésével valtozatlan marad. Vagyis az Gn. visszadt soran a
mar a marad6 deformécié nem csokkenhet (azért marado!).

Ennek megfeleléen a folytonos deformaciok teljes tartomanyan az anyagtorvény:

F = Felast+\PFmar'adé — Frev +Felast,irrev _l_\PFmarado'

(20) T ~ Telast +\I;Tmaradé ~ T +Telast,irrev +lPTmarado’
TO Tglast +\PTénaradé Tgev +T§‘last,irrev +\I;T(;narado' '
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5. FEJEZET
EGYTENGELYU FESZULTSEGALLAPOT KiSERLETI ADATOK ALAPJAN

EGY MERESI EREDMENY. Az alapul vett Kisérleti adatokat [KEECZEK, Z. (1969)]
tanulmanya kozolte, s ezek sziléziai feketeszén probatestek egytengelyli nyomo-
Kisérleteib6l szarmaznak.

1. tablazat
2 TENGELYIRANYU DEFORMACIO & [107]
5]
S o .. de 4 . -
S DEFORMACIOSEBESSEG & = — [10™min™]
ol dt
g ; :
E—0 O<é<w E > ®

[MPa] | 0,031 | 0,062 | 0,146 | 0,316 | 0,728 | 1,93 | 3,16 | 538 | 8,87 | 27,2 | 54,1 | 109 | 1670 | 5000

0,00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

7,14 13 13 13 11 11 10 5 5 5 6 6 6 6 6

1428 | 30 26 24 23 22 19 | 11 | 11 | 10 | 11 | 10 | 11 | 11 13

21,42 | 45 43 36 36 32 28 | 17 | 20 | 18 | 16 | 15 | 18 | 17 19

28,57 61 54 52 46 41 40 | 26 | 27 | 26 | 25 | 22 | 26 | 24 26

3571 | 75 66 61 57 51 | 48 | 33 | 35| 34 | 32 | 29 | 34 | 31 33

42,85 | 89 81 70 67 63 | 59 | 40 | 41 | 41 | 39 | 35 | 43 | 35 | 40

50,00 | 105 97 83 81 75 68 | 51 | 48 | 46 | 48 | 42 | 46 | 42 47

57,14 | 122 | 114 | 96 92 86 8 | 62 | 51 | 55 | 55 | 49 | 53 | 47 52

64,28 | 137 | 129 | 113 | 103 | 96 8 | 72 | 67 | 63 | 61 | 54 | 60 | 56 57

71,42 | 161 | 147 | 130 | 121 | 108 | 100 | 84 | 75 | 69 | 67 | 61 | 65 | 60 62

7857 | 184 | 170 | 148 | 135 | 122 | 111 | 95 | 8 | 76 | 75 | 67 | 73 | 67 68

85,71 - 197 | 181 | 159 | 138 | 128 | 108 | 99 | 84 | 82 | 73 | 76 | 73 74

86,80 | 240 - - - - - - - - - - - - -

90,00 231 - - - - - - - - - - - -

91,87 207 - 160 | 143 | 120 | - - - - - - -

92,85 181 - - - |113] 92 | 89 | 80 | 83 | 79 82

93,00 183 - - - - - - - - -

100,00 - |136| 129|100 | 99 | 87 | 87 | 84 86

101,62 167 | - - - - - - - -

103,95 152 | - - - - - - -

107,14 - | 113|105| 93 | 92 | 91 92

107,99 143 | - - - - - -

111,23 122 | - - - - -

115,33 118 | 101 | 99 | 97 97

119,33 108 | - - -

121,42 106 | - 103

123,90 114 | - -

127,33 104 | 106

133,04 112

94



A Kkisérlet soran KELECZEK professzor és munkatarsai 14 kiilonboz6 [ € = constans]
deformaciosebességgel végeztek méréseket (1. tabldazat). Ezen mérések koziil azonban
csak haromnak az adatait fogjuk a kovetkezékben felhasznalni. A ,,leglasstibbat”, amely
J0 kozelitése a ,,végtelen lassi” kisérletnek, a ,leggyorsabbat”, amely jo kozelitése a
»veégtelen gyors” kisérletnek, és egy kdzepes sebességli mérest.

Mivel ezek a mérések csak a tengelyiranyt terhelés és a tengelyiranyu fajlagos
nyulas értékeit tartalmazzak az idé fiiggvényében, és hianyoznak a keresztiranyu
deformaciok értékei, kénytelenek vagyunk elvi engedményeket tenni. Az altalanos
POYNTING-THOMSON-test

T 2GE + 27E — 7T,
T, = 3KE,+3K,Eq—7,T,, [0g=3Keo,+3K,éq—756]

anyagegyenlete — egytengelyii fesziiltségallapotban [AsszoNy|, 2006, SZARKA, 20006] —
mind atengelyiranyd, mind a keresztiranyu deformaciot tartalmazza:

o +16=2G(s -5, )+ 2n(¢ —¢;),
o +1,6 =3K(e+2¢; )+ 3K, (£ +2¢,)

gy elsé 1épésben, és csak a rugalmas tartomanyban — mivel a teljes térbeli
tenzorallapot nem foghato meg, — kénytelenek vagyunk a klasszikus POYNTING-
THOMSON-test

KV

T=2GE+27E-tT, T,=3KE,+3K E,-7,T,, ahol =% -7,=0,

azaz
T = 2GE+2nE-tT,
T, = 3KE,, [o,=3Ke,]

anyagegyenletét alapul venni. Egytengelyii fesziiltségallapotnal ekkor a rugalmas
tartomanyban lejatszodo jelenségek leirasara altalanosan a

Q) oc=Ee+ 1é—-9o
egyenletet hasznaljuk, ahol

2 o 9GK A= 9GK 9= 9GK ’
3K+G 3K+G 3K+G

mig specialisan (vagyis az (1) differencidlegyenlet megoldasat az & = a = constans
deformaciosebesség feltételezése esetén) a
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lo]: 50 = ogle) = Ee,

le
o [O-]O<é:“<°° - o-a(g) =k 8+a(%_9J 1-e 9a ,
e = oule) =2

egyenleteket tekinthetjiik.

A mérési adatoknil & = 3,1-10_6/min ~ 0, illetve £ =05/min = o fetéte-
lezéssel ¢éltiink. Az elsonél kisebb sebesség gyakorlatilag mar érdektelen, mert legalabb
két nagysagrenddel kisebb deformaciot allitunk el percenként, mint ami anyagainknal
jelentkezik, nem beszélve az igen hosszu laboratoriumi mérési idoérél (a kisérlet 130 ora
aatt zgjlott le). A £ = 0,5/min sebesség pedig szinte eléallithatatlan, mert a 0,5/min azt

jelenti, hogy egyetlen perc alatt a probatest eredeti hosszat felére csokkentettiik a
Kisérlet soran (valojaban a torésig tartd Kisérlet csak 1,344 masodpercig ideig tartott).

Az ]. tablazat adataibol szerkesztettiik a kovetkezd 1. dbrat:

Kleczek -féle egytengely(i nyomokisérletek eredményei

140
120 | Képlé’ker]ységi

= hatargdrbe —
o Torési
= hatargorbe| .-
& 100
2 dedt =
S 1,93*10"/min )
§ 80 -
s dgdt =
= 5¥10Ymin
g
> 60 / /
3 /L\. o o
2 A
2
@ 40 -
(]
e
§ ///dg/dt =

20 of 3,110 %min

O !.-\ T T T

0 40 80 120 160 200 240

a tengelyiranyu deformacié [107]

1.abra
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KOVETKEZTETESEK. Az 1. dabrabol ol latszanak a Bevezetésben részletezett
hatargorbék. A koordinatarendszer altal kifeszitett teret tekintsiik allapottérnek, amelyen
beliil a realis allapotvaltozasoknak

e vanegy felsé korldtja, amelynek amasik oldalan mar nincsenek folyamatok,

e van egy also korlatja, amelynek a masik oldalan szintén nincsenek folyamatok,
tovabba

o |étezik egy képlékenységi hatdar, amely elvalasztja a tér két részét, egyik oldalon
vannak a rugalmas, masik oldalon a képlékeny (marado) deformaciokkal jarod
folyamatok,

o ez ahatarfeltétel az also korlatot is két részre osztja, reverzibilis és irreverzibilis
részre,

o |étezik egy tonkremeneteli (t6rési) hatar, amelyen Kiviili térrészben mar nincs
kontinuitas, tehat a folytonos kozegekre vonatkozd Osszefiiggések mar
értelmiiket vesztik.

Az 1. dbrabol — mindennemii elemzés nélkiil is — Szamos alapvetd kovetkeztetés
vonhaté le, amelyek megegyeznek [VAN, P. — AsszoNyl, Cs. (2006)] tanulmanyaban
kozoltekkel.

Ezek koziil a legszemléletesebbek a kovetkezok:

e Az abra a rugalmas tartomanyban a POYNTING-THOMSON-test tulajdonsagait tiikrozi,
amely szerintaz £ — 0 és & — o széls6 esetekben az anyagtorvény: linedris.

e A képlékenységi és a tonkremeneteli hatarfeltétel fligg a deformaciosebességtol (a
fesziiltségvaltozasi sebességtdl), tehat nem fejezhetd ki mint fesziiltségi, vagy mint
deformacios hatarfeltétel (fliggvény).

e A ,végtelen lassu” Kkisérlet jol kozeliti az egyensulyi anyagtorvényt, amely
reverzibilis a képlékenységi hatarig, s irreverzibilis a tonkremeneteli hatarig.
Megmutatja azt az ismert tényt, hogy a reverzibilis folyamat maga egy hatar,
amelynek csak egyik oldalan 1éteznek realis mechanikai folyamatok.

Az abrabol még nem vonhatunk le kovetkeztetést — barmennyire is kinalja magat — a
hatarfeltételekre és a képlékeny allapotban 1évé anyag viselkedésére. Viszont
meghatarozhatjuk azt az utat, amelyen jarva fedezhetjik fel a ma még ismeretlen
Osszefliggéseket.

Héarom megvalaszoland6 kérdésiink van:

1. Az anyagtorvény altalanos Osszefiiggésének ismeretében meghatarozni a
Kisérleti adatok alapjan az egytengelyli anyagegyenletet, amely nemcsak a
rugalmas, hanem a képlékeny tartomanyban is igaz.

2. Milyen az a fetétel, amelyik elvalasztja egymastol a rugalmas és a képlékeny
tartomanyt? S ez milyen altalanos fizikai torvénybdl szarmaztathat6?
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3. Mitdl fiigg a tonkremenetel, €s mibol vezethetd le?

Mind a harom kérdésre a valaszt fokozatos megkozelitéssel keressiik. Kiindulunk a
legegyszeriibb esetbdl [£ — 0], mert ekkor linearis Osszefiiggésiink van, majd a
kozepes és gyors [ € >0, & — o] aakvaltozasokat tekintjiik at, s ezekbdl allitjuk 6ssze

az anyagtorvényt, a képlékenységi hatarfeltételt és tonkremeneteli hatarfeltételt.

1. A KEPLEKENY DEFORMACIOK TARTOMANY ABAN ERVENYES OSSZEFUGGES
MEGHATAROZASANAK LEPESEI, EGY TENGELYU ALLAPOTBAN

1.1. AZ ANYAGTORVENY Ppin = O DEFORMACIOS TELJESITMENY ESETEN

Emlékeztetink ra, hogy Py

sebességhez tartozo teljesitmény.

= p|
Az

£—0

=0 a ”végtelen lassi” alakvaltozasi

& —> 0 végtelen lassu Kisérletet kozelitd

(& =31-10"%/mi n) esetben kapott mérési adatok, és az azokat kozelité (kiegyenlitd)

linearis fliggvények a 2. és a 3. dbrdkon talalhatok. A 98-99 % szorossag jol mutatja,
hogy az 6sszefiiggések elfogadhatok, nyugodtan hasznalhatok.
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tengelyiranyu terhelés [MPa]
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|
[
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neteli hatar

Képlékeny- I
ségi hatar !
1
15 |
' [
I !
1
odf I
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tengelyiranyl deformacio [107]
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Ebben az esetben a
probléma gyokereinek
felismerését  egyrészt a
linearitas, masrészt a ¢ id6tol
valo fiiggetlenség segiti.

Ekkor a deformacios
(vagy aakvaltozasi) teljesit-
mény

P:d—W:F:VOV:
dt
=F:(VoV)S

Osszefliggésébol a deforma-
Cids munkara nagyon
egyszerti formulat nyeriink:

o
dW =—Pdt = [F:dD,
0

2. abra



amely azonban id6t6l fliggd esetben mar

nem igaz.

Ha a deformacio
akarjuk megérteni, abban segit a 4. dbrdn

lathato  elvi
anyagtt')rvény14
arugalmas tartomanyban:

(4)

séma, amely szerint az

o=EFg, hagggf,

akeplékeny tartomanyban:

©)

120

100

80

60

40

20

00

o=E¢;, +M(g—gf), h8.8>8f.

mechanizmusat

184 1, 240
86,88| .| 86,88

/
/ 65,08

v

0

40 80

120 160 200 240

o

or

4. abra

Ebb6l az a kovetkeztetés is levonhatd lenne,
hogy mas anyagtorvény érvényes rugalmas
esetben és mas rugalmas-képlékeny esetben. Ez
azonban nem igaz. Most is a tudomanyos
megismerés azon az esetével allunk szemben,
amikor a ldtszat elfedi a lényeget. Enhez még azt
is vegyik hozza, hogy ha a felterhelés soran
talléptik a képlékenységi hatart, s majd egy
tehermentesités  kovetkezik, akkor ismét a
rugal mas tartomanybeli 6sszefliggés érvényes.

A 3. abran bergjzoltuk a rugalmas valtozast a
képlékenységi hataron tal is, a hozzatartozo
maradé deformaciokkal egyiitt.

3. abra

Ez az anyagviselkedés a reologiaban megszokott kapcsolasi vazlattal is kifejezhetd
(5. abra).

Rugalmas

5. dbra. Az idedlisan rugalmas-képlékeny™ test elvi vdzlata (mozgdssémdja)

14 Atmenetileg a képlékenységi modulusra az E, helyettaz E,:=M jelolést alkalmazzuk.
> Az irodalomban megszokott elnevezése: linedrisan rugalmas, felkeményeds test.
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Anyagtorvény csak egyetlen lehet, nincs rugalmas és képlékeny, és az anyagnak nem
lehet kétféle anyagtorvénye: egy az Un. terhelésre, és egy masik a tehermentesitésre. Ez
ui. azt jelentené, hogy az anyagtérvény fligg az alakvaltozasi tvonaltol. Ebben az
esetben az ilyen 6sszefiiggés nem lehet fizikai torvény.

Ekkor viszont kell még valamit talalnunk, mert a fizikai viselkedésben az anyag
képlékeny viselkedése is bennfoglaltatik. Lehet, hogy a valaszt a képlékeny
deformaciok természetének massagaban kell keresni? Példaul abban, hogy a fesziiltség
a konduktiv impulzusiram stirtisége, a deformaci6 viszont ettél fligg, igy az
anyagtorvény valdjaban csak a konduktiv deformaciokat irja le, viszont a képlékeny
(maradd) deformacié konvektiv, amely mar nem fordithatd vissza konduktivva. Ennek
lényege pontosan kiolvashatd a 4. dbrdabdl, ha felirjuk az abrabol kiolvashatd elemi

Osszefiiggéseket:

(6) =g +girrev _ gf +8plast-
_ rev __ irrev

0 o=FE¢ —E(g—g )

0=E€f +M(€—8f),

amelyek azt mutatjak, hogy fesziiltség csak egyetlen van, a hozzatartozé deformaciot
viszont kiilonbsz8 deforméciok dsszegeként irhatjuk fel.*® Ezek akovetkezdk:

A REVERZIBILIS (VAGY RUGALMASES EGYENSULYI) DEFORMACIO:
(8) e’V — =,

amely az abrabol kiolvashatéan a képlékenységi hatar tallépése utan is jelentkezik, s
mindaddig novekszik, ameddig a o n6, és aranyosan csokken, ha a terhelés csokken;

A PLASZTIKUS (VAGY KEPLEKENY) DEFORMACIO:
(9) gplast =e-s,,

amely a képlékeny hatar tullépése utani deformaciok Osszessége, ez is mindaddig

novekszik, ameddig a o no, és aranyosan csokken, ha a terhelés csokken; és végiil

AZ IRREVERZIBILIS (VAGY MARADO) DEFORMACIO:

(20 gmarads . gm _ o grev (1—%}(&‘ —&y ),

16 A képlékenységi hatarfeltétellel még nem foglalkozunk, igy most csak annyit tesziink fel, hogy az a
jelen egyszerli egytengelyii esetben egy pont, amelynek koordinatii o f1€f, S hogy milyen
Osszefiiggésbol adodik, milyen feliilet egy pontja stb., nem toérddiink.
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amely végiilis vissza mar nem alakithat6. Ez mindaddig novekszik, ameddig a o né, de
nem csokken — hanem alland6 marad — ha a terhelés csokken Ezt tekinthetjikk a
deformaciok konvektiv részének.

A RUGALMASSAGI MODULUS LATSZOLAGOS MEGVALTOZASA. A (10) egyenletbdl az
M képlékenységi modulus:

(11) M:E(l— & ] M=E-25  yop bt
& — 8/' & plast
Az M képlékenységi modulus tehat nem mas, mint az £ rugalmassagi modulusnak a
képlékenységi hataron tuli latszolagos megvaltozasa. E miatt az M nem is anyagallando.
Azért mondjuk, hogy ez latszolagos megvaltozas, mert a rugalmassagi modulus gy is
felirhato, hogy

Ao

Ae"® !

E =

viszont a képlékenységi hatar tallépése utan jelentkezik a Ae™ maradd deformacio, s
igy

M:A—a,i”etveM:Ag—’eV

Ae™ +Ag™ E A" +Ae™
...... Rugalmas Kep[ekeny Az " marads deformicis a2
tartomdny ¢ tartomdny M/E hanyadoson kiviil attol fligg,
hogy a felléps  deformacio
“ R S mennyivel nagyobb, mint a

T et l folyashatar.

€ N ........... Mivel az M az E-t8] fiigg,
b [ | mondhets, hogy o  marads
o : deformaci6 az E modulus és a

plasztikus deformacio fiiggvénye.

Lattuk, hogy a folyashatar a
multban lejatszodott  folyamatok
fliggvénye (6. dbra), amelynek
értékei az 4bra szerinti

Yo

fo S S D,

& & &

bt et <ot )< bl ats
6. dbra

sorozatot alkotjak, amelyek elvileg a torési hatarig novelhetok. Az M értéke viszont nem
novekszik. Tehat a (11) Osszefliggésben az ¢, érteke barmekkora is, nem jatszik

szerepet.
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A (11) osszefiiggés azért is szenzacios, mert a folyashatar €s a marado deformaciok
kozotti 6sszefliggésre mutat ra:

g™ E-M

(11a) = const =

A 3. dbrabol kiolvashato, hogy az aapul vett kisérletnél a képlékenységi hatar
tallepese [ , =137 ~1O_4] utan, az &, = 240-107% torési hatarnal (a torés bekovetkezte

el6tti pillanatban)
a plasztikus deformacio: gl =(240-137)-10™* =103-10*,
amaradé deformacié pedig: g™ = (240-184)-10* = 56-107*.

Ebbdl a képbdl latszik, s most megismételjiik, hogy:

(12) A mechanikai anyagtérvény nem mas, mint a

kondukttv  impulzusdram sirisége és a
konduktitv deformacio kozétti Osszefiiggés.

A konduktiv deformdciohoz hozzajarul még a konvektiv (irreverzibilis, vagy
marado) deformacio, s a ketté adja a teljes deformaciot. Talan kezdettél meg kellene
kiilonboztetni ezt a kett6t: a teljes w sebességet két részre bontani, egy v konduktiv
sebességre és egy s konvektivra, vagy az elmozdulast bontani két részre, stb. Azonban
ehhez bizonyitani kellene, hogy a konvektiv sebesség mar a kezdeteknél megjelenik.
Gyakorlati — de nem bizonyitott — tapasztalatunk, hogy amikor a testet mechanikai
hatasnak tessziik ki — vagyis vele pw fajlagos impulzust és '/, p w? fajlagos kinetikai
energiat kozlink —, akkor a maradd deformacio csak akkor jelenik meg, amikor a
kinetikus energia egy kritikus értéket tullép, vagyis az anyag mar nem tudja teljes
egészében belsd energiava alakitani, s a differencia tovabbra is kinetikai energiaként
van jelen.

A 4. abra a maga egyszeriiségével és vilagos attekinthetoségével azért nagyszert,
mert benne visszatiikr6z6dik — mint cseppben a tenger — minden altalanos és specifikus
torvényszerliség. Az abrabol latjuk, hogy fesziiltség csak egy van, de a hozzatartozé
deformacio mar tobb, de csak a képlékenységi hatar tallépése utan. Ebbol kovetkezik,
hogy egy altalanos mechanikai feladat megoldasa soran elégséges a fesziiltségmezot
meghatarozni [a mechanikai alapegyenletek egyetlen valtozora torténd vissza-
vezetésével, pl. az Un. erémodszerrel (Id. BELTRAMI-egyenlet)]. Ha ez rugamas

allapotbeli anyagegyenlettel torténik, akkor a kapott deformaciomezé az &
deformacié komponenseket tartalmazza, amelyhez hozza kell adni az &™ -tol fliggd

™ komponenseket tartalmazé deformaciomezét, és maris rendelkezésiinkre all a
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végleges megoldas. Ezaltal a képlékenységtan irodalmaban talalhaté Onkényes és
bonyolult 6sszefliggéseket és modszereket atadhatjuk a mualtnak.

Vegyiik most csak példaként azt a feltevést, hogy a képlékenységi hatarfeltétel:
(13) wWw)=w-w, "
amely a linearitds miatt =g, aakban is felirhat6.® Ez az ¢ —>0 esetben

termeszetesen igaz, bar még nem tudjuk, hogy az &, miért annyi, mint amit a kisérlet

kimutatott.

Ezt felhasznalva mar felirhat6 az anyagtorvény, a 4. dbra aapjan:
Rugalmas allapotban:
(14) o =Ee, ha 0 <¢<egy,

Képlékeny allapotban:

(15) U:{ng +M(8—8f),

Mg+(E—M)gf, ha ¢, <e<g,

Sigy az egységes anyagtorvény:

A deformdciok teljes tartomdnydn [ha 0< & < |

(16) oc=Ee-Y(E-M)e-¢,)

ahol ¥ a 2. fgjezetben mar bevezetett HEAVISIDE-féle egységugras:

17 {‘on, [e<e;], = o=Es,

¥=1 [e2&/], > o=Me+(E-M)e,.

Gondolatmenetiinket itt félbe kell szakitanunk, mert a (15) végleges formajahoz a
tényleges hatarfeltétel is kell. Ami jelen esetben azt jelenti, hogy ismerni kellene a

Y w_vel most azt a még ismeretlen valtozot jeldltik, amité] a képlékenységi kiiszob fiigg. Erre azért van
sziikség, mert az mar bizonyitast nyert [ASSZONYI (1975)], hogy a képlékenységi hatarfeltétel nem lehet
sem fesziiltségi, sem deformacios feltétel. A W-vel a deformacios munkara kivantunk utalni, ui. mivel a
termodinamika 1. fététele, az entropiaprodukcio névekedése és az anyagstabilitis Gsszefliggéseiben a
P=F:voV =dW |dt deformacios teljesitmény szerepel, feltehetd, hogy a W hatirozza meg a
képlékeny allapot létrejottének feltételét. Olyan feltevés ui. nem fogadhaté el, amelyik nem az altalanos
fizikai torvényekbdl kovetkezik. Tovabba ebben fejez6dik ki a kozolt kinetikus energia kiiszobértéke is,
vagyis az anyag ott folyik meg, ahol a kozolt kinetikus energia mar tobb, mint amennyit az anyag képes
belsé energiava alakitani.

8 Tekintsik ezt provizorikusan képlékenységi hatarfeltételnek. Mivel jelen esetben linearis

osszefliggéseink vannak, igy a W = Wf képlékenységi hatarfeltételt felirhatjuk o f -fel és ¢ f -fel is.

. &f (72 ; .
Mivel Wf = gg(g)dg :%O'fgf :%Eg; :% ; , 18y o= IZEWf , illetve 8f = IZWf/E
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hatarfeltételbdl kovetkezd &, =&, (g) fliggvényt. Ezt. még nem irhatjuk fel az € > 0

esetre sem, mert ahhoz elméleti megfontolasok kellenek, tovabba a harom kiilonb6z6
[ >0, O0<é<oo, £€—>0] eset Osszehasonlitisira is sziikkség van. Ezért

vizsgalatainkat az allapottér masik hataresetével (fels6 hatargorbével), az & —
feltételezéssel folytatjuk.

1.2. AZ ANYAGTORVENY Pmax DEFORMACIOS TELJESITMENY ESETEN

Emlékeztetiink ra, hogy P = P| a végtelen gyors” alakvaltozasi

E—0
sebességhez tartozo teljesitmény. A mérési adatokat, és az azt kozelitd linearis
fliggvényt a 7. abra mutatja. Ebben az esetben a képlékenységi hatart és a torési hatart —

elsd [épésben — nem sikeriilt kiilonvalasztani. Két eset lehetséges:

140 134 MPa — 1l az ¢ > Seb%%g nem
112.10* engedi, hogy a képlékeny
allapotot érzékeljiikk, mert

120 mar rogton be is kovetkezik

atorés,

2. ennél a sebességnél a két
hatarfeltétel egybeesik.

Egin = 19
100 + =12006
MPa e}

R =99,76% A kisérleti adatokbol

80 | o nem donthet6 el az igazsag.

Az viszont tisztan latszik,
/ | hogy ebben az esetben sem
o Keplekeny-' az ¢,, sem az ¢, nem
ségi és
o tonkremene;  egyezik meg az €6z6 pont-
/> elihatér | phan kapott értékekkel.

60

tengelyiranyu terhelés [MPa]

40

1
. Megallapithatjuk  tehat,
I hogy a hatarfeltételek fligg-
20 Je
1
1
|

nek avaltozasi sebességtol.

Jelen esetben az anyag-
viselkedés egyetlen egye-
nessel irhatd le, melynek

0 20 40 60 80 100 120
tengelyiranyd deforméacio [10] egyenlete:

(18) a:ie, O<e<g.
7. dbra 9

104



1.3. AZ ANYAGTORVENY 0 < P < Pax DEFORMACIOS TELJESITMENY ESETEN

A Kisérleti adatokat és a o = o(g)kozelitd gorbét a 8. dbra baloldai része mutatja,
Mig a jobboldali rész nemcsak megadja a képlékenységi €és a tonkremeneteli hatarnal
érvényes fesziiltség-deformacio értékeket, hanem

- feltiinteti, hogyan valtozott volna a o = 0'(8) Osszefliggés, ha nem ott lenne az

¢y képlékenységi kiiszob, vagyis abrézolja a tovabbi ¢, =& deformaciokhoz

tartozd o értékeket, ezaltal szamithatéan bemutatja az &™*" add _ o _ g™ &rtékeket,

- @z éabra jobb oldali részén szaggatott vonal jelzi a végtelen lassu kisérlethez
tartozo osszefiiggést, hogy szemléltesse, mennyivel tobb munkat kellett ahhoz végezni,
hogy avégtelen gyors kisérletnél ugyanolyan nagysagi deformaciot hozzunk 1étre, mint
avégtelen lasstinal.

110

| Vagyis szemléltetjik a P = O
teljesitményhez és a P > O tel-
jesitményhez tartozo értékeket.

100 -

90 I |
< '
7 | 120 158 [T| 167
c 101,6/ ||101,6
1 1
= 70 Je ‘
B / | | 100 g% |
© p 5#’
£ 60 7 . . 85,70 / ,
[J] g
2 I | 80 - ’
Z 50 .
g 1 1 ’/
>‘ .
?% 40 Képlékeny-| | Tonkreme- K4
§ / ségi hatar | |neteli hatar 60 :
w | ll
/
30 4 .
I I 40 ',/
20 1 1 / /,
I I / /
10 ; ; 20 o
od I | I 4
0 25 50 75 100 125 150 175 00

0 40 80 120 160 200
tengelyirany( deformacié [10%]

8. dbra. A o = 0'(8) Osszefiiggés € = 1,94-10~% / min deformdcidsebesség esetén
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1.4. A REVERZIBILISES IRREVERZIBILIS FESZULTSEGEK

Azonban, ahogy az irodalomban masok, ugy mi is hasznaljuk az entropiaprodukcio-
sirtiségének novekedésénél a reverzibilis és az irreverzibilis fesziiltségek fogalmat,
holott lattuk, hogy egyetlen fesziiltség hozza 1étre a reverzibilis és irreverzibilis
deformaciokat.

oo™ 4 g OAA Természetesen a fesziiltségek ilyetén
szétvalasztasanak nincsen akadalya.

o™ =Ee ; Azonban, hogy ez eléggé mesterkélt, azt a
o = (E-Me e, ) 9. dbran mutatjuk be, amely a 4. dbra
kiegészitése az irreverzibilis fesziiltséggel.

Az abrabol lathato, hogy jelen egy-

tengelyi  fesziiltségallapotban ~ mindkét

A mv ’’’’’ Osszetevd  joval —  adott  esetben

Rugalmas Keéplékeny . tobbszordésen — nagyobb, mint maga a

artomany i wartomany o fesziiltség. Ez a megszokott képiinket tehat

irrev

" ugyancsak megzavarja

Mivel a 9. dbra anagyon lassa terhelési
sebességhez tartozo elvi Osszefliggés, ezért
a kovetkezkben a vizsgalt mindharom
esethez tartozé elvi gorbéket felrajzoltuk
(10-12. abrdk). Az abrak bal oldala a
rugamas tartomanybeli, jobb oldala a

Emaradi — & . . .
b : ’ képlékeny tartomanybeli viselkedést is
D < 9. dbra reprezentalja. Bejeloltiikk pontozott vonallal
egy esetleges tehermentesités esetét is.
° Ao g A
N o

o =0 /0

% 0 = Grev

v,¢ I

10. dbra. Felterhelés egyenletes ,, a —> Q ” fesziiltség-valtozdsi sebességgel
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EfEM &

11. abra. Felterhelés egyenletes ,,a > 0" fesziiltség-valtozdsi sebességgel

irrev

o

12. abra. Felterhelés egyenletes ,, @ —> 00 fesziiltség-valtozasi sebességgel

2. A KEPLEKENYSEGI ES TONKREMENETEL|I HATAROK AZ EGYTENGELYU
KISERLETEK ALAPJAN

2.1.ENERGIA- ES MUNKA-OSSZEFUGGESEK

Vazlatosan foglaljuk Ossze azokat az Osszefliggéseket, amelyek szoba johetnek a
hatarfeltételek  fizikai  (és ennek  megfeleléen  matematikai)  formajanak
meghatarozasanal.

A P deformacios teljesitmény és a deformacios munka kozotti alapvetd dsszefliggés
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aw

(19) P="""=F:voV=F:AA™,
dt

ahonnan
t t W'

(20) W=—[Pdt=[(F:voV)dt=[dW.
0 0 0

A deformacidés munkatobbféle felosztasa ismert:

Egyrészt, energia-szempontbol két részre bonthatd, egy @ reverzibilis részre,
amelyet potencialis energianak, a deformacios munka potencialos részének is neveznek,

és egy L irreverzibilis részre, amelyet disszipacios munkanak is neveznek:

dw d® dL
_—_+_

21 = .
(21) dt dt dt

Masrészt, a fesziiltség- illetve deformacidtenzor deviatoros és gombi (izotrop)
felbontasabol kovetkezden, egy W’ torzulasi részbol és egy W, térfogatvaltozasi részbol:

dw _dw' _div,

22
(22) dt dt dt

A (21) és (22) alapjan

AW’ _de dL' dW, _dD, dL
dt dt dt ' dt dt dt '

o _do' 0, dL_dL | dL,
dt dt dt ' dt dt dt

Az elemi (infinitezimalis) dW deformacios munka a (20)-bol lathatdé modon nem
irhat6 fel kozvetleniil a deformaciokkal kifejezve, F:dD formaban, ahogy a kis
deformaciokra vonatkozé és idéfiiggetlen kontinuumokkal foglalkozé munkakban
szokas.

Egytengelyti fesziiltségallapot esetén azonban (ld. [VAN-AsszONY! (2006)]) a H
mozgasgradiens szimmetrikus, aminek eredményeként a kis és nagy deformaciokra
egyarant érvényes deformacids tenzor,

D=+vH'H -1,

anélkiil, hogy csak a kis deformaciokra lenne érvényes, a CAUCHY-féle deformacio-
tenzorra egyszeriisodik:

D=1[uoV+Vou],

ahol u az elmozdulasvektor. Ha most figyelembe vessziik, hogy a két [¢ —> 0,& — ]
hataresetben a valtozasok id6figgetlen jelleget dltenek, akkor és csak akkor
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(23) dW =F : dD

isigaz. igy ezekre az esetekre

(24a) dW =F:dD =dW'+dW, =T:dE+T, : dE
(24b) dW'="T : dE = dD'+dL’,
(24c) dW, =T, :dE, =d®, +dL,,

illetve, ha azt is figyelembe vessziik, hogy ekkor az anyagegyenlet linearis, akkor

K- _1
(259) dW_F'dD_EiZjo-ijgij'
l,] i,]
(25¢c) dW, =T, :dE, =%0'050.

2.2. HATARFELTETEL A MERESI ADATOK TUKREBEN

Ezek utan nézziikk meg, hogy az energia- és munkakifejezések hogyan alakulnak
mérési adatainknal.

A harom kisérletnél a képlékenységi és tonkremeneteli hatarhoz tartozé o -¢ értékek
akovetkezok:

2. tablazat
KEPLEKENYSEGI HATAR ERTEKEI TONKREMENETELI HATAR ERTEKEI
-0 O<ée<oo &> -0 O<ég<w E—>

o | 698MPa | 857MPa | 134 MPa | 89 MPa | 100,2MPa | 134 MPa

€ |149.-10™ | 120-10* | 112.107* | 240-10* | 167-10™* | 112-107*

s a hozzajuk tartozo6 fliggvényeket a 13. abrdan megismételtiik, és szaggatott vonallal a
végtelen lassi tehermentesitéshez tartozo egyenest abrazoltuk, amely alatti teriilet a
visszanyerheté munkat (® potencialis energiat) reprezentalja.
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140

134 MPa
112.10%
120 |
' Képlekeny-
:| ségi hatar |
15— 100,2 MPa
100 4 — 89 MPa
167.10 4
—_ 240.10
©
o
=3
3 80 -
[}
£
£ : .
- 69,8 MPa -~
N - 4 i
£ 60 | 149.10 :
> .. |
2} Képlékeny- '
§ ségi hatar !
40 - R '
7z ! | I
| I :
I | ' I
20 - L1 Lo :
P [ !
- o I'| Tonkreme- Tonkreme-
Tonk_reme- b I [neteli hatar neteli hatar
neteli hatar| '
0 L1 ! I ] ]
0 62,5 125 187,5 250

tengelyiranyt deformacio [10]

13. abra

A KEPLEKENYSEGI HATARFELTETEL A W DEFORMACIOS MUNKAVAL KIFEJEZVE.
Ebben az egyszerii esetben a gorbék alatti teriiletek nagysaga a W térfogategységre jutd
deformacios munkat mutatjak:

g' g' &'
W= [o(e)de, CI)=W|5._>0 = [Esde, L=W -®=[[o(s) - Eslds .
0 0 0

Haa W munkaértékeket kiszamoljuk:

Sf 1

2 2 -1 3

| soso0mi0t = £ Eeds=}os, =}Eej = o =}698-14910" ~519 MIm’,

gf' .

W|O<é<oo = IO‘(S)dg, = z5l4 MJ/m ,
0

gf/l P , 9 , . .

Py = {Jgede:%asf =%§ef =2,/ =1134.112.10" ~ 753 MJIm?,
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¢s egyetlen abraba Osszefoglaljuk, akkor a /4. dbran lathatdo képet kapjuk. Ez egy

nagyon érdekes kép, ugyanis

150 240
. 1242
toresi

= hatar y

£ 167 |;;;;/£)

Z 100 Lo

©

X

C

>

=

7]

he]

S képlékeny-

g go| CPekeny

= ségi hatar

o

E —

©

B =::::::::::

0
()/
150 112
93 /;11345
111,7 AN 167
/;{~ N, 100,2

o
o
s .
g 100 S 0O —
[} =
=
3, 85,7 149 89
3 / 69,78
S 50 7 :
I
2 /
i

00 ‘

0 50 100 150 200 250

tengelyiranyu deformacio [10'4]

14. abra

- egyrészt azt sugallja,
hogy ha a képlékenységi
hatar a deformaciés munka
figgvénye lenne, akkor
olyan egyszerii 6sszefliggés
islehetne, mint

Y keplékeny = Vk (5 ' W) =
= W - Wf = O,

vagyis az anyag akkor keriil
keéplékeny allapotba, ha a
deformacios egy
kiiszobértéket elér. Mivel ez
a kiiszobérték fliggvénye a

munka

deformaciosebességnek, a
tehat
Kiilonb6z6 o - ¢ értékeknél
kovetkezik be;

- masrészt

képlékeny allapot

azt is
sugallja, hogy a végtelen
gyors terhelésnél is 1étezhet
képlékenységi hatar [O], de
€z a nagy sebesség miatt
nem Kiilonboztethetd meg,
ill. nincs markans
Véltozéls;19

- harmadrészt olyan borzongtato, hogy a W értéke a képlékenységi hataron szinte
mindegyik gorbénél megegyezik, ha avégtelen gyors terhelésnél bejeldliink egy pontot:

51,43 MJIm° < W < 51,98 MJ/m°.

Ez azonban természetesen nem jelent bizonyitast, mert mérési adatok csak

val6sziniisithetnek, bizonyitani csupan elméletileg és tudomanyos eszkozokkel lehet.

19 A feltiintetett 2 pont nem valik el markansan kornyezetétdl, azonban itta & = 0'(8) fuggvény nagyon

érdekesen viselkedik. Ugyanis, ha kiilon valasztjuk az adatsort és a 93-10 4 érteknél, s az elbtte 1évo
értékekre is illesztiink egy kiegyenlité egyenest (rug), s az utana 1évo értékekre is illesztiink a kozds
pontbdl induld kiegyenlitd egyenest (képl), akkor ez utobbi iranytangense egy gondolatnyival kisebb.

Tehat az érintGben ugras van [(86 [ Oe )rug > (86 / 88) képl ], ami aképlékenységi hatar jellemzdje.
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A képlékenységi és tonkremeneteli hatarhoz tartozd o-¢ értékek — az & -
mérésnél a modositott [ <] értékekkel — akovetkezok:

3. tablazat
KEPLEKENYSEGI HATAR ERTEKEI TONKREMENETELI HATAR ERTEKEI
e—>0 O<é<oo E— o E—>0 O<é<oo & ©
o | 69,8 MPa | 857MPa | 111,7MPa | 89 MPa | 100,2MPa | 134,5 MPa
€ 1149.10* | 120-10* | 93.100* | 240-10°* | 167-10% | 112.10°*

A KEPLEKENYSEGI ES TONKREMENETELI HATAR A @ POTENCIALIS ENERGIAVAL. A
visszanyerheté @ energia szintjét a reverzibilis allapotvaltozas hatarozza meg. Ennek
értékét a o = Fe Osszefiiggés alapjan kapjuk meg. A 15. dbrarol leolvashatd a

W =® + L Osszefiiggés alapjan, geometriailag teriiletekkel:

KEPLEKENYSEGI és TONKREMENETELI
HATARON:

& > Qesetén:

W|,_ o =0GKO, W| _ =0GHMO

(Dé_)o = OGKO, q)é._>0 = NHMN
£], ,=04BO=0, L|._  =OGHNO
£—-0 £—0

0< & < wesetén:

I/V|O<g'<

, =0DIO, W|, . =ODELO

CDO<é<oo = OIJO, q)0<(é‘<oo = OFLO

L| O<é<o

& > Oesetén:

a

£—>0

= O0DIO, L],_,_ =ODEFO

=04'C"0,W|,  =04CO

®; ,0=0B C O, ®;,5=0BCO

L], ,=04B0, L], =04BO

140

120 -

' E
Eloo I .
= D & H
[%2] . ' 2
N .F //
3 80 A /')
2 Ny
9 / v G ' // '
o . ' s '
> - co [
S 60 e 4
—_— I 7/ I
3 / & i//: 1
I I I
E 40 / (N L. .
T !
/ P |
20 I a
A :
o NV ool C!I y IK! M!
0 N co oA o2
0 62,5 125 187,5 250

15. abra

tengelyiranyi deformacié [107]

Jeloljiik findexszel a képlékenységi hatarhoz (folyashatarhoz) tartozo energia- és
munkaértékeket, és ¢ indexszel atonkremeneteli hatarhoz tartozokat. A 22. dbra mutatja
a haromféle deformaciosebességhez tartozod értékeket: a rugalmas tartomanyban, a

képlékeny tartomanyon at a torésig.
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A

16.a) dabra. € — Qdeformdciésebesség

A A A
I/Vt:AW+ Wf

16.c) dbra. € — © deformaciosebesség esetén

~ ~ 3 ~ 3

O, om0~ Pliso o, <520KIM, @~ 607kIm’,

_ - 3 N 3

D gz04 = Plocses @ f‘o@-@ ~337kIm*, @, .~ 371kIm,

@, ~ @, ® ~203kIm®, @], ~ 224 kIm3,
£=0,5 £—00 Vi PN )
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Ennek a @ értéknek az alakuldsa azt mutatja, hogy a hatarpontok jelentds
torvényszertiségeket nem tiikroznek. Tehat nem valoszinii, hogy a képlékenységi vagy a
tonkremeneteli hatar a rugalmas potencialnak lenne a fliggvénye. Mas szoval, a folyas
bekovetkezése, illetve az anyag torése nem attdl fligg, hogy mennyi reverzibilis

(potencialos) munkat végeztiink az anyagon.

Az L DISSZIPACIOS MUNKA. Ennek alakulasat a kisérleti adatoknal, a /7. dbra
mutatja. A disszipacio mértékét két koriilmény hatarozza meg:

egyrészt a deformécios sebesség, vagyis az a koriilmény, hogy egy adott
deformaciot milyen rovid id6 alatt kivanunk Iétrehozni: minél gyorsabban, annal
nagyobb az energiaveszteség,

masrészt a képlékeny allapotban a marado deformaciok nagysaga (8. dbra).

A 17. abra azt sugallja, hogy a képlékenységi hatar nem valdszin, hogy az £-t61

fliggne. A torésnek esetleg lehetne jellemzdje, de akkor magyarazatot kellene talalni a
disszipaciés munka

700
600
&~ 500
£ 112
= 459
£ 400
C
5 /
"
3
8 300
=1
N
2]
%)
3
Q200
120
177
100 /
/ 149
0 0.
0 50 100 150 200 250

tengelyirany deformacio [10]

17. abra

459 < 529 < 579 kJym®

nagysagi szoérasara. Ennek a feltételnek

vizsgalatat tehat még nem lehet lezarni.

60

|

o
o
/

w
o

N
o

maradé deformacio [10 4]

[N
o

\\‘ 50x nagyitas

N\

2,5

5 75

deformaciosebesség [10™/min]

18. abra

10

Ha abrazoljuk a rugalmas és a marad6d deformaciokat a képlékenységi és a torési
hataron, akkor a 19. dbrdn lathaté eredményt kapjuk.
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240

180 -

erug ésgmarado deformaciok [10™]

120 +
1
60 -
rugalmas ‘%radé
00 ‘ O ‘
0 60 120 180 240
&g deformaciok [107]
25. abra
1: & — 0 "végtelen lassu” esetben:
1xspr — aképlékeny hatar, 145 — atorési hatar,
2: O0<é<o ,kozepes sebességii” esetben:
2ksp1 — a képlékeny hatar, 2 — atorési hatar,
3: & > o ,végtelen gyors” esetben:
3kep — aképlékeny hatar, 3i5r — atorési hatar.

A W= + L kifgezés mindharom elemét megvizsgaltuk, most mar a deviatoros
(torzulasi) és gombi (térfogatvaltozasi) munkak vizsgalata van hatra. Ezzel kapcsolatban
azonban az a nehézség jelentkezik, hogy a mérések nem tartalmaztdk a keresztiranyt
deformaciok értékét. Emiatt legfeljebb becslést lehet tenni, ami azt jelenti, hogy a
kovetkezékben kozoltek csupan durva kozelitések lehetnek.

A KEPLEKENYSEGI HATARFELTETEL A W’ TORZULASI DEFORMACIOS MUNKAVAL
KIFEJEZVE. Ha az anyag ismeretében a POISSON-Szamot m = 3...4,3 kozotti értékiinek
vessziik, akkor az egytengelyt allapotban

o,=%0 ¢saz g5 =1(c-2¢; )~ (%...%)s,

vagyisaz ¢, aranyos az ¢ -nal, ezért W és a W’ kozott jellegben nincs komoly eltérés.

Ebboél kovetkezik, hogy ugyanilyen valdszinliséggel kimondhaté a W’ torzulasi
munkara is, hogy az anyag akkor keriil képlékeny dallapotba, ha a torzuldsi deformdacios

munka egy kiiszobértéket elér. Tehat az egytengelyil kisérletekbdl tovabbi kovetkeztetés
nem adodik.
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A KEPLEKENYSEGI FELTETEL A W, DEFORMACIOS MUNKAVAL KIFEJEZVE. A W,
térfogatvaltozasi deformacios munkara nem mondjuk ugyanezt, mert az a gyakorlati
tapasztalatunk, — ami persze nem jelent semmit, — hogy a tisztan térfogatvaltozas, a
hidrosztatikus nyomas nem okoz marado deformaciot.®® A W, konkrét értékeinek
kiszamitasa a mérési adatokbdl gondot jelent, mivel KLECZEK, Z. nem rogzitette az ¢,

keresztirany deformaciokat, tehat nem tudjuk az &, atlagos deformaciét meghatarozni,
kovetkezésképp nem tudunk a o, &, értékparok kozott kiegyenlitd fliggvényt szamolni,

Sigy a anyagegyenlet térfogati részét meghatarozni.

Egy durva kozelitést azonban alkalmazhatunk, amire nagyon épiteni természetesen
nem lehet. AsszoNny!l (1975) bemutatta, hogy a tengelyirany( és keresztiranyu
deformacié hanyadosabol képzett m = —¢ /¢, POISSON-Szam értéke 2,96 ... 4,32 kozé

eshet. Azonban azt is tudjuk, hogy az m nem anyagallando, értéke a kisérlet soran
valtozik, bar igaz, hogy meghatarozott értékhez konvergal. Ha a ,,specidlis” POYNTING-
THoOMSON-modell és a ,klasszikus” POYNTING-THOMSON-modell 0sszehazasitasat
vennénk alapul, akkor erre egy becslést tehetnénk. Vagyis a térfogatvaltozasi egyenletet
1d6tol fiiggetlennek vennénk és a K kompresszibilitasi tényez6t az E rugalmassagi
modulusbol és az m-bol szarmaztathatjuk:

m-—2 1
& O,=—0.

Em P 1
o,=3Keg,, 3 K=—, ¢, =—, ¢,=—&-2¢, )=
0 0 m—2 k & 0 3( k) 3m

Nincs értelme ezt a gondolatmenetet tovabb folytatni, mert az igy szamitott D és
®,, vaamint L' és L,-rol is csak azt mondhatjuk biztosra, hogy 0Osszegiik

megegyezik a ®-vel és az L-1€l.

A HATARFELTETELEKBEN SZEREPL® KIFEJEZESEK OSSZEHASONLITASA.

4. tablazat
A KEPLEKENYSEGI HATAR A TONKREMENETELI HATAR
ERTEKEI ERTEKEI

E->0 | 0<é<o | 6> | €50 | 0<é<wo | €>®

o [MPd 69,8 85,7 117 89 100,2 134,5
& [ 10-4] 149 120 93 240 167 112
W [kImY 520 519 519 1243 956 753
W kIm? 462 462 462 | 1104 850 670
Wo  [kim’] 58 58 58 138 106 84

2 | egalabbis az altalunk megvaldsithatd nyomasok tartomanyaban. Bar annak a kézszajon forgd
megallapitasnak a bizonyitasat sehol sem talaltuk, hogy tetszdleges W, térfogati igénybevétellel sem
marado deformaciot, sem tonkremenetelt nem lehet 1étrehozni.
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4. tablazat folytatasa

A KEPLEKENYSEGI HATAR A TONKREMENETELI HATAR
ERTEKEI ERTEKEI
>0 | 0<ég<o | g0 | €50 | 0<é<w | €>®
O [kIm? 520 337 203 838 583 391
@’ [kIm? 462 300 180 741 518 347
o [kIm 58 37 23 93 65 43
L [kIm? 0 182 317 405 373 362
©[kIm?] 0 162 282 360 332 332
Lo [kIm? 0 20 35 45 4 40
£—>0 O<é=a<wo — £
£50 O<é=a<ow 5—>oo
m \ ”
| 975 k]
0 AN W
45 ]
P
300 650
\
150 ﬂ
325 ,
()
O n
— 7
\
Lo -
0 - D,
26. dbra. A deformdcios munka értéke 27. dbra. A deformdciés munka értéke [kIm-ben]
[kIm>-ben] a képlékenységi hataron, a hdrom a tonkremeneteli hataron, a hdrom kiilonbéozé
kiilonbozo terhelési sebesség esetén terhelési sebesség esetén
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ZARO MEGIEGYZESEK. Az anyagtorvény altalanos meghatarozasanal a képlékenységi
feltételre a W deformacios munka adodott. Ez alatt természetesen azt kell érteni, hogy a teljes

munka és barmelyik komponense [W,W',WO,CD,CD',Q)O,L,L/,LO], illetve ezek kombina-

Cidja viheti a szerepet.

Ezek kozil a térfogatvaltozassal kapcsolatos tagok altalaban kizarhatok, mert ezidaig
nem tudunk olyan esetrl, hogy csak hidrosztatikus terhelésekkel maradd alakvaltozast
sikeriilt volna l1étrehozni.

o/c kézepes AZ &/ kézepes fuggvenyében
53

A’/i

0,8

0,6

0,4

/

0,2 4

V4
AN
/

-0,2

-04

/

/

-0,6

_018 i

[
fli42 ?
>

AN
ANAN

-1
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28. abra. Periodikus terheléso-g gorbéje

1

1,2

Ugyanez a helyzet a disszipacios
munka esetében is. Példaul ismétlo-
do terhelések esetén (egy lemez haj-
litgatasa a rugalmas hatar alatti
igénybevétellel) nem tudunk képlé-
keny folyasi jelenségekrél, azonban
a bizonyossaghoz kiterjedt kisérlete-
ket kell még végezni. Gondoljunk az
€l6z6 fejezet 1. és 5. abrajara, ahol
periodikusan  ismétlodé  kisérlet
eredményei lathatok. Ha ezeket az
adatokat nem az id6 fiiggvényében
abrazoljuk, hanem a megszokott o -
& Sikon, akkor az abran lathato
gorbét kapjuk. A gorbék altal hata-
rolt teriilet (a hiszterézis) a disszi-
paciés munkaval aranyos. Néhany
periodus utan ez mar nem valtozik.
A W ¢és az L értéke nyomon
kovethetd (L = §ode ).



6. FEJEZET
EGYENSULYI ANYAGTORVENY A KEPLEKENY DEFORMACIOK

TARTOMANYABAN

A FEJLODESI (EVOLUCIOS) EGYENLET. Az entropia-novekedés altalanos formajabol a
2. fejezetben [(27a) formula] az

~ ~\S
D [(1+ pY‘P;—;VjF+pT(A§—Zj };(AAI)S —pTE:E£>0

egyenlétlenséget  vezettik le. Ez a  fejlodési " A

(evolucios) egyenlet rugalmas és képlékeny allapotra (Gredezett anyag

egyarant ¢érvényes, az eddigi megkdtésekkel: a zéndja
kémiai, elektromagneses kolcsonhatéstol
eltekintettiink, s a termikus kolcsonhatast pedig
izotermikus (T = constans), vagy adiabatikus (Tds =
0, termikus munkavégzés nincs) feltevéssel

blokkoltuk.

MECHANIKAI EGYENSULY esetén a termo-
dinamikai erék [J] és termodinamikai aramok [X] egyarant zérusok:

XA:JA+X§:J§ 20,

~ S
os os .
X, =|1+pITY— F+pT|A—| =0, X =¢&=0,
A(paij(aAj ¢ =8
(a=f
JA = |AA ) :0, JA = —pTﬁ.,=O
Ennek megfelelen
Os 0s
2 F+ pTA—+ pTY —F | =0,
) ( PTA— -+ pTY — j
ezért egyensulyi dallapotban az anyagtorvény:
3 Fe =_P—T8~[A5_Sj_
1+ prw S\ 0A
ow

A (3) egyenlet magaba foglalja a rugalmas esetet [¥ = Q] is:
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0s

eq eV _ el
(4) Fo| =F = pT(A 6Aj ,
amelyet a 3. fejezetben részletesen targyaltunk, és a képlékeny esetet is [¥Y = 1] IS, a
melyet a 4. fejezet vizsgalt:
5) Fo| g AT [AS_SJ |

ast

g 1+ pT @ A
ow

A (4) és a (5) kiilonbsége az egyenstlyi allapotban jelentkezé marad6 deformacios

allapothoz tartozo fesziiltség®: F"““% := F"

Os

-~ - pT— —
F" = RO _Frev = —p—Ta..(Aa—SJ T pT(Aa—S) - —an._(Aa—Sj.
1+ pT—S OA OA 1+ ,oT—S OA
ow ow

A reverzibilis fesziiltség értékét behelyettesitve a (3) egyenstlyi anyagtorvény a
reverzibilis fesziiltségtenzorral felirva:

(6) Feq — _,O—T[A Os J: ;Frev.

14 pre SN\ OA) gLy OS5
oW oW

Attol fliggben, hogy az egyenstlyi anyagtorvényt az A aakvaltozasi tenzorral, a D
deformaciotenzorral, vagy az E és E, deformacios deviator- ¢s gombtenzorral adjuk
meg, az egységes anyagtorvény kiilonbozo alakjait kapjuk:

Os
—pT(D+1) ha ¥ =0,
PT(D+T) = )
eq _
() Fo=1__ AT _pi)&, ha ¥=1.
0s oD
1+ pT —
ow
—pT Ea—s—ltr(a—sEJI, ha ¥ =0,
OE 3 \0E
8 T = s s
® SZ N Y e A ha W=1.
1,7 5 | & 3 (0E
+pl ——
ow
- pTFtr(a—sEjI a—S(1+go)} ha ¥ =0,
80
© T - s\ &
o _P—T(T{ltr(a—slzjna—s(ugo)} ha ¥=1.
1+ pT s 13 \0E &o

“E7 nem azonos a mechanikéban hasznalt marad6é (remanens) fesziltséggel, mert az alatt a D = 0
allapothoz tartoz6 F fesziiltségtenzort értik. Itt pedig a plasztikus és rugalmas fesziiltségallapot
kiilonbségérol van szo.
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A REVERZIBILIS FESZULTSEGTENZOR? — a rugalmas allapotbeli egyensulyi
fesziiltség-tenzor - osszefliggései [3. fej. (15) és (16)]:

os Os Os
10 F=—pI'1l+D)—=-p7T|E—+—(1 I |,
(10) 71+ D) p[ x, & (w)}

(o}

T =F’® _O_;evI :—,DT Ea_s_ltr[a_sEjI ,
J0E 3 \CE

1 (os Os
T =1 =—pT|=trl —E |+ —(1+ ¢, ) |L
o o P |:3 [GE j 580( 0)}

(11)

A (F)U S A reverzibilis és az irrever-
A zibilis Osszetevok kozotti Ossze-
(Feq,ir{"ev) ’ fiiggéseket az 1. dbrdn mutat-

i Jij hatjuk be egy tetszdleges ij indexi
........................... St F9™) et homenerere somkonton.

y (Az  dbrin  az  cgyszeribb
‘ attekinthet6ség kedvéért linearis
Osszefiiggést vettlink.) Az abrabol
lathat6, hogy mivel a tényleges

)

Rugalmas |  Képlékeny .
tartomany _ i _ tartomdny F“:. az

Os : Os kiilonbsége, az F’ 4ltalaban
ow ow nagyobb, mint ami egyaltalan
elérhetd, sokszor tal van a

Feq, rev é S Feq, irrev

1. dbra i ) ) ]
tonkremeneteli hataron is.

Ez magatol értetddd, mert a képlékenységi hatar utan az anyag rugalmas viselkedése
pont olyan, mint a hatar alatt. Szerepe ebben ki is meriil az (a) és (b) allapot
kijelolésében.

A reverzibilis fesziiltségtenzor konkrét linearis osszefiiggése (a HOOKE-torvény):

F® =2G|D+=| == -1[Tr(D)I |=2G| D +| == -1l 1|,
(10a) ) 1(3]{ 1JT() 2 (BK 1)0
3\ 2G 2G
(11a) T =2GE, T =3KE,, [c,=3Ks,]
aapjan:
- pT Ea—s—ltr(a—sEJl =2GE,
OE 3 \0E
1. (os Os
—pT| =t —=E |+ —(Q+¢,)I =3Ke,
o s S e)e et -axe,

2 A fesziiltségallapotban a reverzibilis valtozashoz tartozoé tenzor.
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fgy a rugalmas anyagallandokra a

2G1 =—pT g% L[S g E*,
OE 3 \GE

1 (o5 Os
3K =-pT|=trl —E |+ 1+
p [ (6E j ( 80)}

Osszefiiggést vezettiik le [3. fej. (17)].

A (7) osszefiiggés egytengelyi fesziiltségallapot esetén a
m+ 1}2 0s

—&,
3m os

o = —2pT(
(10)

Oo =—2pTﬁ(1+ £o)
0,
skalar egyenletekre egyszerlisodik, ahol az §, az egytengelyi allapothoz tartozo
egyensilyi entrdpia.

A HOOKE-torvény pedig a mar megszokott

m+1:=3Km—2’ - 2G 6K _6K+2G

m m E-2G 3K-E 3K-2G

egyszerii alakot olti, s a (10) két egyenletébdl - a o = E¢ és a o, = 3Ke, egyenldség
alapjan — az anyagallandok termodinamikai osszefliggései

2 An
o —2pT(m +lj g,
3m o€
(12) 3K = —2p7 5 ¥
o, &

(0] (0]

2G = —2 Tm—2 0s 1+¢g,
P m+10s, &,

0o

formajura egyszertisodnek.

AZ ALTALANOS EGYENSULYI FESZULTSEGTENZOR KONKRET ALAKJA. Ha a (7)-(9)
anyagegyenletekbe a (10a)-(11a) HooKE-torvényt behelyettesitjiik, akkor

26| D+ K 1) 1), ha ¥ =0,
2G
(12) Fe7 —
G p 3K q)x ha W=1
0s 2G
14 o7 5
ow
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2GE, ha ¥ =0,
13 T =
( ) —Z—G...E, ha ‘le
1+ pTa—S
ow
3KE,, ha ¥ =0,
14 T =
( ) © —3—K~E0, ha ¥=1
1+ pTa—S
ow

Az 5. fejezetben egytengelyii dllapotban €lemeztiik az anyagtorvényt, s ekkor a
kovetkezd eredményt kaptuk:>®

Az anyagtorvény

O':Eg—‘P(E—Ep,xg—gf)

Rugalmas tartomdanyban ['¥Y = 0] Képlékeny tartomanyban [V =1]
oc=Ee¢ 6=E8—(E—Eplx{;‘—{;‘f)=E€f+Epl(8—8f)
A
y(W) =¥y W)

képlékenységi hatarfeltételt egy W egységugrasfiiggvény egy W(W) fliggvény
szorzataként vettiik fel, amelynek legegyszeriibb esete, ha

(15) ww)=w-w,,

ahol W, a képlékenységi hatarhoz tartozo, térfogategységre jutd deformaciéos munka
(vagy torzulasi deformaciés munka). Vagyis (15) szerint rugalmas allapotban van a test
mindaddig, amig W —-W, <0, s képlékeny allapotba keril (vagyis megjelennek a
marado deformaciok is), ha W —W, > 0. Az is kdztudott, hogy a képlékenységi hatar
tullépése utan, ha tehermentesitiink, akkor a deformaciok csak rugalmasak lehetnek (ui.
a maradok nem alakulhatnak vissza). Ez azt jelenti, hogy amennyiben a deformacios
munka csokken: AW < 0, vagyis negativ, akkor csak a rugalmas deformaciok
valtozhatnak. Ezért a v fiiggvény:

% A klasszikus POYNTING-THOMSON-test estére, amelynél a térfogatvaltozasi egyenlet a oo =3K¢g

aJakﬁ,a O = 3KSO +3Kvé0 —70%0 helyett, VagyiS KV /K—TO =0.
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0, ha W-w,<0, vagy AW <0,

1 7 —
(10 o) {W—Wf, ha W-W,>0, é& AW >0,

A W ugrasfiiggvény bevezetése nem egy Onkényes feltevésbol fakadt, hanem az
entropia-fliiggvénybdl, vagyis az ugras tényébol. Az egytengelyi kisérletnél lattuk, hogy
az anyagtorvény két linearis Osszefiiggésbol al:

E h <
o= & a eséy, do Rugalmas — Képlékeny
Ee, +Epl(8—8f), ha ¢>¢,, de z6na zona
amelynél E és E,; az iranytangens, S

d_U: E, ha 8S8f,
de E ha Ezey.

Vo

pl ,
2. abra

A hosszadamas levezetéseket mellézve — mivel a rugamas és a képlékeny
tartomanyban egyarant linearis anyagegyenletet vesziink — a

Teq — _p—Ty{Eﬁ_ltr(ﬁEjl} — Teq l +Teq 1 — Trev +Teq,irrev —
1+1P7S oE 3 OE elast plast
ow
Os
17 ikl
(17 6s 1. (és Pl as 1 (as
——pr|EZ 2yl & -2t ZEI,
E 3 \0E Loy ® | 0E 3 (K
ow
2GE ~¥(26-2G ,, E-E /)
€s
qu = —p—T~|:}tr(ﬁEj + ﬁ(l‘f‘ 80 ):|I = Toeq + qu = T(I)’ev =+ qu,irrev =
1+\1167S 3 OE 680 elast plast
ow
Os
=-pT ltr(ﬁl‘?j +ﬁ(1+80) I+—5VKFU(§E)+§(1+SO)}I.
3 \0E og, 149 05 |3 \CE Oe,
ow
3KEy=3Kz,l ~¥(3K-3K  JEo=—¥ (3K -3K , Jeol

egyenletekbdl a anyagtorvényre akovetkezo osszefliggések adodnak:

T = 26E-¥(26-2G ) JE -E )
(19 '
T =3KE - ‘{’(31( - 3Kp, XEO - qu ) [0e? =3Kegy — ‘P(SK - 3Kp1 Xgo - sqf-)].

 Ott az E,-t M-mel jeloltiik.
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2GE, ha V¥ =0,
(199) T =

26, E+(26-2G, E,, ha W¥=1

3KE,, ha ¥ =0,
(19b) TS =

3K Eo+(3K —3K oy, ha W=1

A (17) és (19a), valamint (18) és (19b) egyenlévé tétele

—pT eSS Ly S g = 2GE,
"0E 3 (0E
Y =0 r
1 (0s Os
—oT|=trl —E |+ —1+¢&,)I = 3Kg,l,
P 3 (GE j 880( o)} 0
(20)
pT
~=2GE - (26-26,, JE-E,)
1+ —
y=1 ow
pgg 3Ke,I = (3K -3K,, Jeol,
1+ —
ow

alapjan, az anyagtorvényben szereplé anyagdllandok termodinamikai Osszefiiggései
egyszeriien kiadodnak:

2GI = -pT E@—ltr(@Ej E,
oE 3 \OE
26,1 = 26|1-—"L_kE-E,)
pt = o )
1+——
@ L (% s
3K = —pT —tr(—SEj+—S(1+go),
3 \0E ) oe,
3K, = 3K|1-—LL
os
1+
ow

A plasztikus anyagallandok, mint latjuk, nem fliggetlenek a rugalmastol, a 2G,; a
2G, mig a 3K, pedig a 3K latszolagos megvaltozasa.

A marad6 deformaciok — a definiciobol kovetkezden — pedig

G G
e

formaban irhatok fel.
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EGYTENGELYU FESZULTSEGALLAPOT €Setén az anyagegyenlet

Eeg, 3Ke,, ha ¥ =0,
(22) o = 4 =

Ene+r(E-E, e, 7° ") 3K, e, +(BK-3K, e, ha W=1

alaka. Ha bevezetjiik az m POISSON-Szamot, a tengely- és a keresztiranyl fajlagos
nyulas jellemzésére[ m = —¢/ ¢, ], akkor a ¥ = 0 rugalmas éllapotban a kozismert

E::2Gm+1::3Km_2, m:6K+2G: 2G _ 6K
m m 3K-2G E-2G 3K-E
Osszefiiggéseket kapjuk. A W = 1 képlékeny allapotban is fenn kell allni az
aranyossagnak:
pl pl '_ pl ’ pl — - -

Azonban itt mar dilemmaink vannak.

Az irodalomra altalanosan az a jellemz6, hogy kimondja azt a — semmivel nem
bizonyithato — feltevést, miszerint ,a képlékeny allapotban az anyag
Osszenyombhatatlan”, vagyis

pl

Képlékeny allapotban az anyag, ha el6tte nem volt dsszenyomhatatlan, akkor itt sem
lesz az, de létezhet a képlékenységi hatarfeltétel €s a torési hatarfeltétel kozott egy olyan
hatar, amely utan mar az eredetileg 6sszenyomhat6 anyag is 6sszenyomhatatlanna valik.
Az is el6fordulhat, hogy egyes anyagoknal nincs ilyen hatar, hamarabb bekovetkezik a
tonkremenetel, minthogy Osszenyomhatatlanna valna az anyag. [ASSZONYI, 1975] a
tokéletesen kifejlodott képlékeny allapot tartomanydanak nevezte azt a tartomanyt, ahol
az anyag mar 6sszenyombhatatlan.

Feltevésiink szerint, ha az anyagi testre, egyensulyi allapotban (akkor és csakis
akkor) jellemzé Poisson-szam m > 2, akkor a képlékenységi hatar nagyon kicsi Ag
atlépése utan sem csokkenhet le 2-re. Ha pedig ez nem torténik meg, akkor késobb se
torténhet meg, mert az E,;, vagy G, értéke konstans kell, hogy legyen. Ez nem zarja ki,
hogy a késébbieckben ne 1étezzen még egy hatar, ami utan a tokéletesen kifejlodott
képlékeny allapot tartomanya kovetkezik. Ez viszont azt jelenti, hogy addig

m = myy,
tehat
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sekkor az

K +20, 6K+2G 26y 26 OK, 6K
3K, -26, 3K-26 E,-2G,, E-26 3K,-E, 3K-E
Osszefliggésbol
2Gpl Epl K _ Kpl

26 E G G,

A ,képlékeny allapotban az anyag dsszenyombhatatlan™ tévhitnek azonban nagyon is
realis alapjai vannak. A 3. dbran egy laboratoriumi gorbét tiintettiink fel, amelynél
bgeloltiik azt a C pontot, ahol valdsziniisitheté (de nem bizonyitott), hogy az anyag
utana 6sszenyomhatatlanna valik.

Torési e ’

hatar
torés

Rugalmassdgi &
hatar ' 4
Aranyossagi <> """
hatar

m#2

Lo e

Tokéletesen kifejlodott képlékeny tartomany

<

»

Rugalmas o )
tartomny | ¢ Képlékeny tartomany

3. abra

A torést a D pontban célszerii elképzelni, mert az utana 1évé szakasz mar
kontrollalhatatlan.

Ha D utani gorbe lefelé megy, az azt mutatja, hogy a keresztmetszet mar lesztkiilt
(pl. hazasnal a kontrakcié miatt), nyomasnal a torési diszkontinuitasok miatt. Ha felfel¢,
akkor mar a vizsgalati berendezés tehetetlenségének hatasa jelenik meg.

Az A és B pontok kozotti gorbiiletet esetleg annak is tekinthetnénk, hogy a
kisérleteknél a fesziiltségeket és deformacidkat a kezdeti allapottal adjuk meg:
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F & z
o =, A=Agl+e,)? = dy| 1+
125 e 0 m
modon. Az F/A és F/Ag kozotti differencia
jelenik meg a4. abrdn.
100
Ha elfogadnank azt a feltételezést, hogy
van olyan allapot, mely utan az anyag
T 75 osszenyombhatatlan (m = 2), akkor az 5. abran
§ lathato elvi sszefiiggéssel dolgozhatunk.
@
g 50
25
od
0O 25 50 75 100 125 150 ,
fajlagos nyulas [10°7] 4. dbra
F
o=—
A A
o, o ¥ ACYE ,, [E ) =3G ]
_oq! + 1]
m
du
PERYN - & =—
g dx
5. abra

A 3 dbrdn 1evs o =fle) gorbet atszerkesztve (az 5. dbra bejeldlt
Osszefiiggéseivel) a valodi (tényleges) o = f (8) Osszefliggésre, a 6. abrdan lathatod
képhez jutunk.
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tengelyirany fajlagos nyulas ¢ [10]

6. dbra
Innen mar érthetd, hogy a képlékenységtan klasszikus irodalmaban miért

hanyagoljak el a [B-C] még 6sszenyomhato részt.

110

100

gm 2
C m=3
04— —_— _
B m=26
80 +—m—— ‘ m =00
/
70 74

o v
o VS

40 -

N4

A 7. dabran 1&vo Osszefiiggésekkel, a 8 10
abran adott 2G ¢és 2G, értékekhez | | |
felrgzoltuk a kiilonb6z6 m  POISSON- 0 30 60 90 120 150 180

N WA O 8

szamok esetére vonatkozd egyensulyi
egytengelyii anyagegyenleteknek megfelel
gorbéket, bar ez csak egy elvi spekulacio.

8.abra
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7. FEJEZET
NEMEGYENSULYI ANYAGTORVENY A KEPLEKENY DEFORMACIOK

TARTOMANYABAN

A FEILODESI EGYENLET. A 2 feezetbol [(27a) A
(F)y

formula] az anyagtorvényt determinald Gsszefliggés a )
termodinamikai erékre és termodinamikai aramokra az tomlzegzgaanyag
. . rugalmas
1) X, d,+X,1J; 20, i
illetve kifrva az /
Fa pTAL 4+ e O g AaT- Te:E>0 (D)
PR Taw ) piss= ) -

egyenl6tlenségeket szolgaltatta.

EGYENSULY esetére, amikor a termodinamikai erék [J] és termodinamika aramok
[X] egyarant zérusok:

o5 — .

X = |1+ pTVY — |[F+ pTAA ™ =0, X, = &£=0,

J, = AA7 =0, J, = -plE=0,
a

~\5
(3) Feq = _p—Taa.[Aa—Sj :;a’vFrev
1+ pT‘P—S 0A 1+ pT‘P—S
ow ow

egyensilyi anyagtorvényt vezettiik le.
Attérve az A dakvaltozasi tenzorrol a D = A - I deformacidtenzorra, az egyensilyi

fesziiltségtenzor reverzibilis része:

&5
4 F® = pT(1+ D),
@ pI(I+D)—

¢s a teljes egyensulyi fesziiltségtenzor (reverzibilis és irreverzibilis egyiitt):

T os
5 Feq:—p—~l D)—
(5) I+ )aD

1+ pTy ——
Pl//aW
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alakban irhat¢ fel, illetve deviatorikus felbontasban a kdvetkezo:

T =—pT ES Ll O g,
E 3 (0E

1 (os Os
T = —pT| =tr| —E |+ —(1+ I,
0 P {3 (GE ] P ( ‘90)}

€o

(6)

(7)

EGYENSULYON TULI ALLAPONTBAN a (2) Osszefiiggés — figyelembe véve a (3),
illetve (4)-(7) jeloléseket — az
(8) Fe s AA™ - pTE £ >0
formaban irhato fel, ahol

Firev _ fp_fe

Vezessiink be 1j jeloléseket. A megszokott D deformaciotenzor mellett egy tovabbi

D szintén deformacioszerii tenzort értelmezve,
J,=d=AA1=D(D+1)* =D,

illetve

=1

D= [ﬁ—%tr(ﬁ)[JJr%tr(ﬁ)[ = ﬁd +ﬁo = E+EO —E+¢&,l

formaban. Tovabba, a 4. fejezetben alkalmazott modon a & dinamikai valtozot is
bontsuk fel

g=le-Ltr@N]+ 2rE =g, +80 =8, + &1

alakura.
Ekkor a (8) helyett irhato:
9) Firrevzﬁ—pT'@:&ZO,
illetve
(10) T E - pTE, (&, + 05, — pTéyéy > 0.

>0 >0

Ez a feliras korrektiil megmutatja, hogy a pozitivitdsnak minden tenzori rangti aramra
kiilon-kiilon teljestilnie kell.
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Ezek utan az anyagtorvény meghatarozasa a 2. és 4. fejezetben mar gyakorolt
modon torténhet.

A (10) egyenlétlenség megoldasa, mint mar lattuk, a LAGRANGE-féle kozép-
értektétel felhasznaldsaval torténhet az

(11) LFir.rev] _ L[ ﬁ }’ ety (Ti}jrevj _ Ld[ E } [O_(i).rrevJ _ LO[ EO ]
E - pTg § - pT& <o - pT¢,

egyenletrendszerek megoldasaval, amelyek kiirva a kovetkezok:

irrev = irrev.  _ =~
T =Lk +1158,, 0o =hige +lhoco,

(11) -
= L12E + Lzzad ' 5 = 11280 + 12260

A levezetések mellozésével — amelyek analogok a 4. fejezetben leirtakkal — a
végeredmény:
TV — AT = 1y L5E + (L%ZLE% - L11)E1
irrev _ l_l - irrey

_1&; 2 _1 -~
o) 2200 =llype, + (112122 - 111)50’

s ez az izotrop kontinuumok anyagtorvényének legaltalanosabb formdja.

(13)

Ahhoz, hogy a (13) teljes legyen, be kell hel yettesiteni még a
Tirrev =T- Teq’ O-_irrev =6 — O-_eq

Osszefiiggést, amelyhez a 6.fejezet (19) alatti format

” T“ = 2GE-¥(26-2G , E —E )
ol =3Ke, — ‘P(BK — 3K, \eo — gof)

hasznaljuk fel, illetvea E”' =E-E,, E} =E,-Ey, (ill. &' =¢,-¢)
jelolésekkel:

T = 2GE - ¥(2G - 2G,,) B,

(14a)
o3l =3Ke —P(3K - 3K, et

A (13)-ba behelyettesitve:

_ . _ ~ 2 _ —_~
T -T% —L (T ~-T% ) = Ly L3E + ELlZLZ% - Lil)E
eq

=1 - - eq _ -1= 2 -1 ~
0o—0o —lpl6e-0, = Inlype,  + izl —hiko,
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T-2GE +¥(26 - 26, JE”' -
LA - 26GE+ W(26 - 26 ) o7 |= Ly LK + (1515 - 1, .
oo —3Keo +W(3K - 3K ,; )l
1360 ~ 3K, + WK - 3K ) k2! |= 1atske + (105 - 1 F,
majd atrendezve:
T LT = Ly L3R+ (15055 — Ly E+
+ 2GE - (26 - 2G ) JE" + 2GL 58 — WL 55(2G - 26, )& "',
Oo — 12364 = hiloge, + (112215% - 111)3 +

+3Keo —W(BK 3K, ol +3K1z%¢, — WIs5 (3K — 3K ,; )52

Bevezetve a
-1 o
T =-Ly, To =,
. -1 . -1
ag =Lylyy =—1Lg97, Qo =lnaly =-l1t,,
L2 1 2 2.4 2
Ba =LpLly —Lig=—-Lht—Lyy,  Bo =holyy —li =—1570 — 1y,

jeloléseket, az izotrop kontinuumok legdltaldnosabb rugal mas-képlékeny anyagtirvénye:
T+T —a,E +pB,E +[2G—\P(2G—ZGPZ)]TE+
+2GE-¥(26-26, JE ~E )

(16) . - - ,
To+7oTy =aoEy +BoEq +[3K —W(3K 3K, ok, +
+3KE, —¥(3K 3K , JE —E,).
illetve
T+7T :adE +ﬁd]ji +2GTE—‘P(2G—2GP1)TE+
+2GE-¥(26-26.,)E -E,)
(163) ( pl f)

Ty+7oT, =aoE, +BoEo +3KroE, — ‘P(BK -3K )ToEo +
+3KE, -¥(3k -3k , JE —E,)

ANYAGTORVENY LINEARIS KOZELITESBEN. Ha a masodik iddderivalt hatasatol
eltekintiink, akkor

T - LT =(503 -1, B - 1326+ w(26- 26, JE
+2GE-¥(26-2G, JE -E,)

oo — 560 = (1215t — 1 b — 523K + P (3K - 3K, ),
+3Kz, —W(BK -3K ,; Jeo — £or )
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és ha a ]3 = D(D + I)_1 ~D kozelitéssel éliink, amelynek eredményeként a kétféle
deformaciosebesség egyenld lesz [E =E, 50 = ¢, ], akkor
T —IHT =26E-¥(26-2G,,JE -E, )+
1208 - Ly - 1426 + WA (26 - 26 ) )k,
o — 17564 = 3Kzo —¥(3K — 3K , feo — 5/ )+
+li2i5t — 1y - 123K + w1k - 3K, ko

A mar megszokott jelolésekkel, a fesziiltségvaltozasi sebesség egyiitthatoja a
relaxacios id6 a rugalmas és képlékeny tartomanyban egyarant:

. -1 — 71

adeformacidsebesség egyiitthatoja a viszkozitasi tényezo:

rugalmas tartomanyban 2n =127 - L, +2Gt, 3K, =137 -1, +3Kr,
képlékeny tartomanyban 2n, = L7 — Ly, + 2G,t, 3K, , = 1ot =1, + 3K 7,
az anyagegyenlet a kovetkezo alakot olti:

T+ = 2GE + 276 - ¥(26 - 26, JE —E ,)-¥(2y-29,, )i,

an Ty +7,T = 3KE, + 3K Eo - W(3K —3K ,; JEo — Eor )- ¥(3K, — 3K, s JEo,

Hakiilonvalasztjuk a rugalmas és a képlékeny allapotot, akkor

Tt _ .
Y_0 — +rT. 2GE +277E,.

T,+7,T, = 3KE, +3K,E,
w_q o Tref = 2GE —(26-2G,)E -E) +29E - (27-27, ).

Ty +7oT, = 3KEo—(3K—3K ,; JEo —Eor) +3K,Eq —(3K, — 3K, JEo.

EGYTENGELYU FESZULTSEGALLAPOT. Nemegyensulyi esetben az anyagtorvény
egytengelyi fesziiltségallapot esetén nem irhato le egyetlen egyenlettel, mivel a tengely-
¢és a keresztiranya deformaciok hanyadosa nem konstans, hanem az id6 fiiggvényében
valtozik. A skalaris feliras érdekében térjiink at a klasszikus POYNTING-THOMSON-testre,
amelynél a térfogatvaltozas fiiggetlen az id6tél, vagyis
K pl Kv, pl K v

—745=0¢6s 1; —74 =0, X ik

\4

14 1%

sennek megfeleléen o, = 3Ke, — (3K - 3K ,; Jeo — o7 ).
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Ennél a modellnél mar csak egy skalar egyenletiink van:
c+96=Ec+2é-Y(E-E, fe—e,)-Pla-2,),
ahol

Az alabbi abra mutatja ebben az esetben az dsszefliggéseket.

__9GK . WK . _8Kr+np o 9G K, P 9G K
3K+G' 3K+G' 3K+G' P 3K, +Gp P 3K, +Gp
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8. FEJEZET
A HATARFELTETELEKROL

1. ELOZETES MEGJEGYZESEK

A 2. fegezetben az anyagtorvény altalanos formajanak  levezetése alapjan,
kiegészitve az 5. fejezetben az egytengelyli kisérlet elemzésébdl levont
kovetkeztetésekkel, kimondhatjuk, hogy aképlékenységi hatarfeltétel a W deformacios
munka fiiggvénye. A W azonban még szamos Osszetevobol all, s nemcsak az
0sszmunkénak, hanem valamelyik komponensének is a fliggvénye lehet.

A W TERFOGATEGYSEGRE JUTO DEFORMACIOS MUNKA FELBONTASA. Az egyszeriiség
kedvéért dolgozzunk most kivételesen® a

W=F:AA " =F:DD+I) ' ~F:D
W~[F:Ddt~[F:dD
1.26

kozelitd Osszefliggésse

Ez kétféleképpen bonthato fel:
- egyrészt @ rugalmas deformacios munkara és £ disszipacios munkara:

(@) W=+ L,
ahol

W=[F:Ddt~[F:dD™ +[F:dD"*" .

- masrészt a megszokott deviatoros ¢és gOombi felbontéssal W torzulsi
deformacios munkara és W , térfogatvaltozasi deformacios munkara:
2) W=w + W,
ahol

W=[F:Ddt~[T:dE+[T,:dE_.

®Megjegyezziik, hogy a kovetkeztetések nem csak ebben a kozelité esetben érvényesek.
% ||D|| << 1.
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Ezek egyiitt 6sszesen:
©) W=W +W,, ®=0 +D,, L=L +L,.

Ha a rugamas tartomanyban a POYNTING-THOMSON-féle modellt vessziik alapul,
akkor a

T =2GE+25E-7T, = T" =2GE, = T :%(ZUE—TT),

T, =3KE,+3K,E,-7,T,, = T =3KE, = T =di(3Kon—roTo),
t

akkor

W=[T:Edt+[Ty:Eodt = [T™ :Edt+ [T :Edt + [T] s Bodt + [T s Bydr .
%/—J

w W, ) L @, Lo

A LEHETSEGES KEPLEKENYSEGI HATARFELTETELEK. AZ 0§sszes szObajohetd
munkafel osztas alapjan a kovetkez6 9 darab képlékenységi feltétel lehet:

w=W-W;=0 =W -W ;=0 W =Wy —Weor =0
a maximalis a maximalis torzulasi a maximalis térfogatvaltozasi
deformacios munka elve deformacios munka elve deformacios munka elve
y=0-d,=0 w=0 -0 ;=0 y =0y -Dy =0
a maximalis rugalmas a maximalis rugalmas a maximalis rugalmas
deformdcios munka elve torzulasi deformdcios munka | térfogatvaltozasi deformdcios
elve munka elve
y=L-L;,=0 w=L-Lr=0 w=Ly— Lo =0
a maximalis disszipdacids a maximalis torzulasi a maximalis térfogatvaltozasi
munka elve disszipacios munka elve disszipdcios munka elve

A lehetdségek szama Osszesen 9, de ezek koziil csak 1 lehet az igazi.

Probaljuk meg sziikiteni a kort. Az egytengelyi kisérletb6l szarmazd informaciot
hasznaljuk fel annak ellenére, hogy egytengelyib6l nem hatarozhaté meg a térbeli
hatarfeltétel. Viszont ha valami egytengelyiinél nem igaz, akkor az a térbelinél sem
lehet igaz. Tehat igy csak azok a feltevések zarhatok ki, amelyeket az egytengelyii
tapasztalatok kizarnak. Amelyeket megengednek, azoknak viszont mindegyike
lehetséges.
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1. Az egyensulyi (reverzibilis) esetben a disszipdcios munka zérus értékii. Tehat, ha
az L, vagy valamelyik komponense lenne a képlékenységi hatarfeltétel, akkor
egyensulyi esetben nem johetne 1étre a képlékeny allapot. A disszipaciés munka tehat
Kizarhato.

A

2. A rugalmas deformacios munka értéke a képlékenységi hatarnal annyira
kiilonboz6 (1.dbra), hogy hatarfeltételként nyugodtan kizarhat6. Ha a harom kiilonb6z6
deformacios sebességnél azonos lenne az & értéke, akkor megegyeznének a @ értékek
is. Ez azt jelenti, hogy a képlékenységi hatarfeltétel gorbéjének egy fiiggbleges
egyenesnek kellene lennie. A rugalmas munkatehat nem lehet a képlékenység feltétele.

KOVETKEZMENY: Ennélfogva, Kizarasos alapon mar csak 3 feltételiink maradt.
- y=W-Ww,=0 amaximalis deformacios munka elve, anely BELTRAMI
nevéhez flzodik,

- y= wo-w =0 amaximalis torzuldsi deformdcios munka®’ elve, amely

HUBER, MISES, és VON HENCKY nevéhez flizodik.

-y =W,-Wy =0  amaximalis térfogatvaltozasi deformacids munka®® eve.

Ezek koziil nem véletlen, hogy az irodalomban a térfogatvaltozashoz magahoz senki
nem kototte a képlékeny allapot kialakulasat.

27 Alaktorzulasi munka
% Térfogati munka
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Ennek tobb oka is lehet:
- egyik, hogy feltételezték, hogy a hidrosztatikus allapot nem hoz létre folyast,
- masik, hogy altalaban a W, joval kisebb, mint a W . Egytengelyii allapotnal pl.

&9 &2
Wf‘g—>0 = gade = iEe de :%0282 = %E(g? )2 _ %(0-2 )2,

0

0
Eof Eof -
= J(')ao dey = g 3Keyde, :gK(ggz )2 _lgm 2((9]9 )2

Wor ‘g‘—>0 2" om

A Kketté egymashoz viszonyitott aranya:

Wofg._)o_m_z min: m=2

9m max: m — o

ok O

Wf 1

-0
tehat maximalisan csak a 11,11%-o0t érheti el.

Ezek alapjan a deformaciés munka elve vagy a torzulasi deformaciés munka elve
JOhet szamitasba képlékenységi hatarfeltételként. Asszonyi, Cs. (1975)-ben ez utobbit
val6szindsitette.

Ne felgtsiik el azonban, hogy ezek gondolati Kisérletek, nekiink fizikai bizonyi-
tékokra van sziikséglink.

A TONKREMENETELI HATARFELTETEL. Egytengelyii kisérleteink adatai alapjan a
kovetkez6 elvi abra rajzolhato6 fel:

A

|8<oo

2. abra

Az abra alapjan torési hatarfeltételnek csak egyetlen lehetéség kinalkozik, a
maximalis disszipdcios munka elve, annak ellenére, hogy a mérési adatok jelentésen

szornak: (-11%<£<129%), (-7%<L'<12%), (-5%<Lo<7%).
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O<é<o | | €

A TONKREMENETELI HATAR

ERTEKEI
E—>0 | 0<é<mo | €
L [kImd 405 373 362
£ [kImd 360 332 332
Lo [kdImT 45 41 40

KOVETKEZMENY: Ennélfogva, Kizarasos
alapon mar csak 3 feltételiink maradt:

-y, =L-L,=0

- w,=L-L;=0

-y, =Ly Ly =0

amaximalis disszipdcios munka elve,

a deformaciés munka komponensei [kJ/m 3]

Lo

amaximalis forzuldsi disszipdcios munka elve,

amaximalis térfogatvaltozasi disszipacios munka elve.

Az allasfoglalast megneheziti, hogy

() a torés pillanatiban a mérési eredmények mar bizonytalanok, tehat nagy a

szorasuk,

(i)  aképlékeny allapot kezdete és a torés bekovetkezte kozott valoszinisithetd,

hogy az anyag Osszenyomhatatlanna valik. Ez az a pont, ahonnan a

tokéletesen kifejlodott képlékeny dallapot tartomanyat vesszikk. Ha az anyag

Osszenyombhatatlan, akkor atérfogati munkdja onnantdl kezdve zérus.

E miatt csak két lehetséges munka-feltétel marad a torési hatarfeltételként: az £ ¢és

az L.

2. A KEPLEKENY ALLAPOT LETREJOTTE ES A TORES KIALAKULASA

Amikor egy testen mechanikai munkat végziink, impulzust és kinetikai energiat
kozliink vele. Az impulzus és a kinetikai energia egymastol elvalaszthatatlan, ha van

impulzus [mv], akkor van kinetikus energia [2mv?] is, és forditva.
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Az impulzust a szilard test kotott részei nem képesek ugy tovabb szallitani, mint a
folyadékok, konvektiv vezetés révén, hanem csak konduktive (diffuz aton). Létrejon az
impulzus konduktiv aramstirtisége, a fesziiltség [jim, := F].

A kinetikus energia altalaban a rendszer belsé energiajava alakul, disszipalodik. Ezt
az energiamérleg fejezi ki idéegységre jutdé deformacidos munkaként, teljesitményként
[W =F :voV]. EzaW deformacios munka két részre bonthato:

- egyrészt rugalmas potencialra (amely a befektetett munkanak az a része, amely
elvben visszanyerhetd, s mint potencial, azaz energia fiiggetlen az uttol),

- masrészt disszipaciora, amely az anyag belsd surlddasanak legy6zése folytan, mar
felemészt6dik, s mechanikai munkaként nem nyerhet6 vissza (pl. hévé alakul).

Ha az anyagi rendszeriinkkel kozolt kinetikai energia egy — az anyagtol fiiggd Wy—
mértéket, kiiszobértéket meghalad, akkor anyagunk azt abban a pillanatban azt mar nem
képes teljes egészében belsd energiava alakitani. A kiiszob folotti |[W - Wy | differencia
még tovabbra is kinetikai energiaként funkcional. Ez a rész a konduktiv vezetés mellett
kénytelen konvektiv vezetésre fanyalodni.”® Ez eredményezi a folyast, a képlékenységet
¢s a visszafordithatatlan maradé deforméciokat. Ez a pont, ez a kiiszobérték a
képlékenységi hatar.

Ha az impulzus- és energiakozlés tovabb folytatodik, akkor ezt a tobbletet az anyag
mar csak tonkremenetel utjan tudja disszipalni, kilokni magabol.

3. A KEPLEKENYSEGI HATARFELTETEL A DEFORMACIOS HULLAM ALAPJAN

Az emondottaknak megfeleléen a képlékenységi hatarfeltétel a deformacidos munka
(vagy teljesitmény) fliiggvénye. Mivel a munka maga torzulasi és térfogatvaltozasi
részre bonthatd (deviatoros és gombi felosztds), a hatarfeltétel is a deformacios
munkanak, vagy valamelyik komponensének fiiggvénye lehet:

W=w +W,.

Koztudott, hogy a mechanikai hatasok izotrop kozegben longitudindlis és
transzverzalis hullam formajaban terjednek a koézegben, s ezek terjedési sebessége
jelentésen eltér egymastol. A longitudinalis hullam a térfogati, a transzverzalis hullam a
torzulasi deformacios hatasokat viszi tova. Tehat azt is mondhatjuk, hogy a deformacios
munka és a hullamok kozott a

29 p g , . ., . , .,
Mivel zart rendszerben az Gsszenergia és az 9sszimpulzus megmaradé mennyiség.
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W = longitudinalis + transzverzalis hullam egyiitt,
W’ = transzverzalis (torzulasi) hullam,
Wo = longitudinalis (térfogati) hullam,

megfeleltetés van.

Képlékenységi feltétel azonban csak egy lehet. Tovabba, ez a feltétel nem lehet
anyagonként mas és mas, mert az altalanos fizikai torvényekkel dolgozunk, amelyeknek
minden anyag ala van vetve. A fenti harombol kett6t ki kell zarni.

A v =W, - Wy =0 FELTETEL KIZARASARA TETT KISERLET. Le kell rogziteni, hogy
ilyen feltevéssel a mechanikai irodalomban még nem talalkoztunk. Altaliban azt
mondjak, hogy a tiszta hidrosztatikus allapot nem hoz létre folyast, de erre bizonyitékot
eddig nem talaltunk. Az is igaz, hogy ehhez igen nagy nyomasokat kellene 1étrehozni.
Ebbdl talan az lehet az igaz, hogy normalis mechanikai viszonyok mellett a W, csak
néhany szazaléka a W-nek, ezért a képlékeny allapot 1étrejottét a nagyobb értékhez
kotik. Azonban hidrosztatikus allapotban: W = W, és W = 0. Ebbdl kvetkezik, hogy
akar ki is zarhato, mert tigyis benne van a W—ben. De ez nem igazan korrekt érv.

Kizarasara talan a longitudinalis hullam természete adhat valaszt, amely jelentdsen
nagyobb sebességii, mint a torzulasi hullam, vagyis vélhetden hamarabb adna képlékeny
valtozast. Ennek azonban nyoma kellene legyen a kisérletekben is.

Ezért, bar kizarjuk ezt a feltevést mi is, de erre tudoméanyos magyardzatot vagy
cafolatot kellene megkeresni.

A v = W-W; =0 FELTETEL KIZARASARA TETT KISERLET. Az aapul vett Kisérlet-
sorozat erre nem tud valaszt adni, mivel a W és W kozott csak egy szorzétényezé a
kiilonbség a rugalmas tartomanyban. A dontéshez tovabbi — Céliranyosan tervezett -
Kisérletekre van sziikség, bar fizikai torvényeket Kisérleti iton bizonyitani nem lehet.
Val6szinlisiteni azonban igen, s ez utat mutathat arra, hogyan kiséreljik meg fizikai
torvényekbol levezetett feltételiinket finomitani. Nekiink nyomos érv az is, hogy a két
hullam elkiiloniil, ezért hatha nem a kompoziciojuk adjaafizikai feltételt.

gy hidnyos tudasunk jelenlegi szintjén a kovetkezé képlékenységi feltétellel
dolgozunk:
A MAXIMALIS TORZULASI DEFORMAC10830 MUNKA ELVE.
Az anyag mindaddig rugalmas dllapotban marad, amig a
W’ torzulasi munka egy W’y kiiszobértéket el nem ér.

v = W — Wlf =0. (HUBER-MISES-HENCKY-féle feltétel).

%0 Alaktorzul4si munka
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4. A TONKREMENETELI HATARFELTETEL

Haaképlékenységi hatarfeltételnél igazunk lenne, akkor a torési feltételnél is

figyelembe kell venni az ottani indokokat.

fgy, hianyos tudasunk jelenlegi szintjén a kovetkezé torési feltétellel dolgozunk:

A MAXIMALIS TORZULASI DISSZIPACIOS MUNKA ELVE. Az

anyag mindaddig megorzi kontinuitasat, amig a L’ torzuldsi

disszipacios munka egy L’; kiiszobértéket el nem ér:

w=L —L,;=0.

5. NEHANY GONDOLATI KiSERLET
AZ ANYAG A KEPLEKENYSEGI HATARON TUL ES A TORESI HATARON INNEN

TOKELETESEN KIFEJLODOTT KEPLEKENYSEG TARTOMANYA. Azzal a koriilménnyel

Képlékenységi hatar  Torési hatar

b, :

Z6na ‘i z6na

PR
atokéletesen kifejlodott
képlékeny allapot zonaja

+ m > ; :

. Atmeneti zéna
3.abra

szembe kell nézniink, hogy az anyag
egy bizonyos hatar utan Gsszenyomha-
tatlanna valhat. Ez a képlékenységi
hatar el6tt nem kovetkezhet be, csak
utana. De mivel ez az anyagi tulaj-
donsagok fiiggvénye, az is lehet, hogy a
torés hamarabb bekovetkezik, mint az
Osszenyombhatatlansag allapota. Ez nem
lehet altalanos eset, csupan az anyag-
allandok olyan egy mashoz viszonyitott
aranya, amely ezt lehetové teszi.

A képlékeny allapotban az anyag, ha
elétte nem volt Osszenyomhatatlan,
akkor itt sem lesz az, de létezhet a
képlékenységi hatarfeltétel és a torési
hatarfeltétel kozott egy olyan hatar,
amely utan mar az eredetileg Ossze-
nyomhaté anyag is 6sszenyomhatatlanna
valik. [AsszoNyl, 1975] (3. dbra.) a
tokéletesen kifejlodott képlékeny dallapot
tartomanyanak nevezte azt a tartomanyt,
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ahol az anyag mar 6sszenyomhatatlan. Nem tudjuk, hogy ez egy éles hatar-e, vagy egy
atmeneti z6na?

TONKREMENETEL - KEPLEKENY ALLAPOT NELKUL. Hasonl6 gondolatot felvethetiink
a képlékenységi hatarral kapcsolatosan is. Nem lehetséges olyan anyagtulajdonsag,
amelynél az anyag azel6tt tonkremegy, mieldtt képlékeny allapot megjelenne? Miért
ne? Ismerjik is ezt a jelenséget.

It két kiilonbozo jelenség is lehet, az egyik az anyagtulajdonsagokbdl kovetkezhet,
amasik a terhelés fajtajabol.

Az anyagtorvényben szerepld anyagéallandok

2G, 2n, 1, 2G 1, 2107 E, 1,9, E, Ap 8,
amelyekre az entrépiandvekedés tényébdl a
A
1 _rxo s 2 _g>0, Pl _9>0
G pl E pl

feltételeknek kell teljestilnitik. Ha ezeknek az anyagallandoknak olyan az értékiik és az
aranyuk, hogy az £’ — L, = 0 torési hatarfeltétel eldbb teljesiil, minta W’ — W’y =0
képlékenységi feltétel, akkor elébb torik az anyag, minthogy megfolyna. (Pl. egy-
tengelyt allapotban

1 2

1 _1 2 _
Wp=50r6r=5Eef =507

2

aképlékenységi feltétel, és

_1 1 2
Lt —50'[51 —EES[

a torési hatarfeltétel. Lehetséges olyan & deformacio érték, amely & < g, és ennél
W(g) értéke még kisebb, mint W, de az mar teljesiil.) Erre az anyagra az a jellemzd,
hogy nincs képlékeny allapota.

Masik esetben az anyagnak van képlékeny allapota, mégis tonkremegy anélkiil,
hogy képlékeny allapotba keriilt volna. Ez minden realis anyagnal megvalosithato.
Ugyanis az ismételt terhelés hatasara, ha ez a terhelés nem éri el a képlékenységi hatart,
akkor az anyag sose keriilhet képlékeny allapotba.

Ismételt igénybevételnél az energiadisszipaciod viszont allandoéan Osszeadodik. Pl.
lemez hgjlitgatasa soran, anélkiil, hogy az igénybevétel elérné a képlékenységi hatar
toredékét, bekovetkezik a tonkremenetel. Ezt az irodalom a kifaradas, a rideg torés
jelenségének nevezi. Ismételt igénybevétel hatasara az anyag eltorik, anélkiil, hogy
képlékeny allapotba keriilt volna. Ezeket mutatjak az in. WOHLER-QOrbék.
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4. abra

1

1.2

1.periodus: 0-1-2-3

2.periddus: 3-4-5

3.periodus: 5-6-5

atovabbiak mar egybeesnek.
Ez az eset all fenn az 5.

fejezetben kozolt, itt megis-

mételt abran lathato kisérlet-
nél is. A deformaciés munka
két hatar, W* és W~ kozott
valtozik, mig az energia-
disszipaci6 — amely a gorbe
altal hatarolt teriilet — minden
periodusnal egy meghataro-
zott [; értékkel novekszik a
L-ig, sekkor

M
L= XL,
i1

alapjan, az M-edik periodus-
nal bekovetkezik a torés.
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9. FEJEZET
OSSZEFOGLALAS
|ZOTROP KONTINUUMOK ELMELETE

Az €l6z6 fejezetek levezetéseivel bizonyitani kivantuk, hogy az  izotrdp
kontinuumok anyagtorvénye fizikal alapokon elméletileg meghatarozhato, cafolva azt az
altalanos nézetet, amely ezt tagadta, s csak azt rogzitette, hogy az anyagtorvény kdoteles
figyelembe venni a fizikai torvényeket, nem sértheti azokat. Az €l6z6 fejezetekben
remélhetéleg demonstraltuk, hogy a II. fo6tétel konstruktivan is hasznalhatd, és
lényegében megszabja az anyagtorvények formajat.

Bizonyitani kivantuk tovabba azt is, hogy az izotrop kontinuumoknak csak egy
anyagtorvénye |étezik, amely azonban

e kisés nagy deformaciok tartomanyan,
e rugalmas deformacioktol a képlékenyen at a torésig,
e egyensulyban és nemegyensulyi allapotban

egyarant érvényes. Nincs tehat kiilon anyagtorvény a rugalmas tartomanyban és kiilon
anyagtorvény a képlékeny tartoméanyban. Tovabba, nincs kiilon anyagtorvény, ha
novekszik a terhelés (igénybevétel), és kiilon anyagtorvény, ha csokken. Ennek, mint
latni fogjuk, igen nagy elméleti, de f6ként gyakorlati jelentésége van. Mivel mostanaig
nem ez anézet uralkodott, ezért mesterségesen szétvalt egymastol a rugalmassagtan és a
képlékenységtan.

A deformaciok teljes folytonos tartomanyan érvényes anyagtorvény azonban csak
egy része a kontinuummechanika 0j elméletének. Sziikség van ezen kiviil az értelmezési
tartomany hatdrainak termodinamikai alapokon torténd kijelolésére. Egy matematikai
Osszefliggeés csak az értelmezési tartomanyaval egyiitt értelmezhetd.

Ebben a konyvben a kontinuummechanika alapegyenletei koziil csak az
anyagtorvényt targyaltuk, holott a mechanikai feladatok megoldasdhoz a tobbi
egyenletre is sziikség van. Ezekre kiilon figyelmet mar nem forditunk. Ugyanis az 1.
fejezetben a geometriai egyenlet kérdését lezartuk a deformaciok kinematikajaval, a
dinamika (illetve egyensulyi) egyenletet pedig mérlegegyenletek — ezen beliil az
impulzusmérleg (impulzus kontinuitasi egyenlet), mint megmaradasi egyenlet —
targyalasaval.
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A kovetkezokben a kapott eredményeket vazlatosan Osszefoglaljuk a mar
megszokott — de kiegészitett — /. dbranak megfelelben.

toredezett
anyag
Tokéletesen 4 \ z0ndja
kifejlédott (©)
képlékenység N
hatara képlékeny, \
= zona
) / (2 (@ és () [
B
3 ]
@ rugalmas
S zona
N
(2]
Q2

/,)@U\L J/\

Képlékenységi Tdnkremeneteli
hatar hatar
O

deformacidter (D),

1.abra

Az altalanos anyagtérvény a 4. tartomanyra kell, hogy vonatkozzon [amikor W # 0,
és A = 0], igy belSle lehet az egyszeriibbeket korlatozassal felirni:

- ¥ =0 feltevéssel megkapjuk a csak rugalmas tartomanyra vonatkozo
Osszefliggést [1 és 2], ahol 1 esetén A—0, 2esetén A =0,

- A — 0 fetevéssel megkapjuk az anyagtorvény egyensilyban érvényes
formajat [1 és 3], mikor az anyagegyenlet fiiggetlen az id6tényezotol
(nemreologiai).

Vagyis - 1, ha ¥=0 ¢é A—0,
- 2, ha ¥=0 é A=0,
- 3 ha ¥=1 ¢é A0,
- 4, ha ¥=1 é A=0.

Az egységes anyagegyenlettel szemben szamos ellenvetés van. Legegyszeriibben
igy fogalmazhato meg:

147



(&) Miért lenne jobb egyetlen egyenlet, mint az elébbi abran lathat6 négy?

(b) Ugyanugy kiilon van a rugalmas, mint a képlékeny anyagegyenlet, mi a haszna annak,
hogy egy ¥ egységugras fliggvénnyel egyetlen osszefiiggésbe van dsszefogva?

A vialaszunk csak egy lehet. Ezek a kérdések a természet meg nem értésébdl, vagy
félreértésébdl fakadnak. Ugyanis ez a latszolag bonyolult rugalmas-képlékeny-
reologiai anyagegyenlet visszatiikrozi a természet egyszerliség utani vagyat, és
megérteti veliink a fizikai feladatok egyszerli megoldasat. Kicsit prozaibban
fogamazva: egységes elméleti keretek nélkiil az anyagtorvény latszolag kiilonb6z6
részeit nagyon nehezen lehet egyeztetni, és a kiillonboz6 eredetii jelenségek egymasra
hatasat szinte lehetetlen elkiiloniteni.

1. ANYAGTORVENY LINEARIS KOZELITESBEN A D DEFORMACIOTENZORRAL
KIFEJEZVE

Ha az anyagtérvényben
(i) az A aakvaltozasi tenzor helyére a D = A — 1 deformaciotenzort vessziik:
A=D+I, és
@i) a D=AA"l= D(D + I)fl kifgjezés helyett a ]3 = D(D + I)_1 ~D kozelitést
hasznaljuk,
(iii) amasodrendii idéderivalt hatasatol
(Aat)=Aa T+ AlA )= AAT-AATAA T = AA - (AA 1) =
. : 2
-—DD+1)" - [D(D + 1)‘1]
eltekintiink, tovabba
(iv) az egyensulyi, reverzibilis fesziiltségtenzort az F = foI+ fiD+ £,D? altalanos

kvadratikus 6sszefiiggés helyett a linearissal (HOOKE-torvény) vessziik egyezonek,

akkor a deviatorikus felbontasban az anyagegyenlet
T +:T =2GE +2E -¥|26-26,)E - E,)-(27 -27,, JE |
) . . ‘ .
T, +7,T, =3KE, + 3K, E, - ¥[8k -3k , JE, -E,, )- (3K, - 3K, ,, )&, |
adodik.

Az anyagtorvény képlékeny allapotban felirhaté még
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egyensulyban
T“ =2G,E +(26-2G,E,
TS =3K B, +(3K 3K, JEq
egyensiilyon tili dllapotban
T +cT =2G,E +(26-2G, )k, +(27-27, )k
T, +7,T, = 3K ,E, + (3K —3K , JEo, + (3K, - 3K

v,pl 0
alakbanis.
T).
A ( )U Altaldnos — rugalmas-képlékeny, irreverzibilis
(To); T +7T =2GE -(26-2G,JE - E,)+(27-27,, )k

.>’To +ToTo =3KE, _(SK_‘?’KplXEO _EQf)+(3Kv _BKWPI)EO

T +7T |=2GE+27E

T, = 3KE, + 3K,k

Képlékeny, egyensﬁlyi ................
. TY=2GE -(26-2G,E-E,)
o' =3KE, - (3K -3K XEO —E, )

2. ANYAGTORVENY EGYTENGELYU FESZULTSEGALLAPOTBAN

Egytengelyt fesziiltségallapotban egyetlen skalaregyenlettel csak a (rugalmas, és a
képlékeny) egyensulyi allapotban irhato fel az anyagtorvény. Ugyanis nemegyenstlyi
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(idofiiggé — reologiai) esetben a hossziranyu ¢és keresztiranyu fajlagos nyulasok

hanyadosa az id6 fiiggvényében nem allando.

Az egytengelyi allapotnal alkalmazott jelolések:

c 0 ! 12 0 O
quay“z 0 , 0'0=50', T=F—O'OI=HO'y—0051-]-”:=Hs,-j“=§0 -1 0],
0 O 0O 0 -
1 0 O 5
D=H8ij”=8 _j _Oig' go=m3m &,
12 0 O
+
E=D—501=”8,-j—5050.”::”%”:”;—”10 -1 0l

(a) Rugalmas, reverzibilis, egyensulyi esetben a T =2GE, T;" =3KE,

Osszefiiggésbe torténd behelyettesitéssel az anyagegyenlet

o=FE¢
alakira egyszertisodik, ahol
e 9KG :2Gm+1::3Km—_2, . 26 6K :6K+2G.
3K+G m m E-2G 3K-E 3K-2G

(b) Rugalmas-képlékeny egyensulyi esetben a
T“ =2GE -(26-2G,,E~E,) T =3KE,-(3k-3K,, JE, -E,,)
Osszefiiggésbe torténd behelyettesitéssel az anyagtorvény

alaka lesz, ahol
_ 9KG o 9K ,G
3K+G' VT 3K, +G,

A kettd egyiitt, az egységes egyensulyi anyagtorvény:
c=Ec-Y(E-E,le-¢,).
(¢) Rugalmas, reologiai esetben a

T +tT =2GE+23E, T,+17,T,=3KE,+3K E,

egyenletbe torténé behelyettesitésnél mar nem hasznalhatjuk fel az &, =—&/m

Osszefuggést, ugyanis ekkor mar m=-glg, #const, ezért az egytengelyl

anyagegyenlet
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o+30=E¢+ ¢,

ahol az anyagallandok:

 9GK L 9K _3Kr+p

" 3K+G' " 3K+G' " 3K+G '’

g oo OEK - TeAK . A-3KY
E-3K E-3K E-3K

Innen kiolvashatd, hogy milyen feltétel teljesiilése esetén zsugorodik a 2 egyenlet

eggyé. Ha
K
——-7,=0,

akkor T, = 3KE ,, s ekkor aklasszikus PoYNTING-THOMSON-testhez jutottunk, amelynél
a térfogati deformaciok késése megegyezik a térfogati relaxacioval, igy a térfogatval-
tozas ido6tol fiiggetlennek tlinik. Ekkor az anyagegyenlet mar egyetlen egyenletbél all:

o+Y90 =FEc+1¢.
(d) Rugalmas-képlékeny, reologiai esetben ekkor az anyagtorvény:
o+96=Ee+é—P|E-E, Je—e,)+ (-1, )]

3. ALTALANOS ANYAGTORVENY ALKALMAZASA MERNOKI FELADATOK
MEGOLDASANAL

A legbonyolultabb rugalmas-képlékeny reoldgiai feladat is megoldhatd az eddig
targyalt ismeretek tiikkrében, egyszerli rugalmassagtani megoldasok alapjan. Erre

konkrét példakat a fiiggelék ismertet korszelvényli vagatok esetére.

A kovetkezokben elvileg kovetjiik végig az egyes 1épéseket.

Egy kontinuummechanikai feladatot kozismerten megoldottnak tekintiink, ha
ismerjiik az
F = F(r,t) - fesziiltségmez6t, mint a hely és id6 fliggvényét, vagyis a fesziiltség-

allapotot a test minden pontjaban, minden id6épillanatban, a

D =D(r,¢) - deformaciomezét; az

u= u(r,t) - emozdulasmez6 pedig szamithatd az Gin. geometriai egyenletbél, a D és
u kozotti definicios egyenletbdl.
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A mezéfiiggvények meghatarozasdhoz ismerniink kell az anyagtdrvényt, illetve a
benne szereplé anyagallandok értékét, s rendelkezésiinkre allnak — az illusztracio
kedvéért most csak statikai feladatra koncentralva — az alabbi dsszefliggések:

Egyensiilyi egyenlet. f,(F)=0 = DivF=0,
Anyagegyenlet: f,(F,D)=0 =  f(F,F,D,D,¥)=0,
L(LE¥)=0 (T,T,E,E,¥)=0,
£0(Ty,Ey, ¥)=0 £2(Ty, Ty, Eq, Eq, W)=0,
Geometriai egyenlet: f,(D,u)=0 =

D=D(u)=/I+ucV)Vou+I)-1,*

f,(EE,,u)=0 = E=D-1itr(D), E,=3tr(D)L.

KOVETKEZMENY: Barmilyen mechanikai feladat megoldasanal elégséges a
legegyszeriibb 1. szerinti feladatot — Id. /. abra - megoldani, s a tobbi mar — legalabbis
az altalunk vizsgalt egyszerii esetekben - meghatarozhatd. Az alabb vazolt megoldasi
stratégiat reményeink szerint sokkal altalanosabb koriilmények kozott is sikeresen
alkalmazhatjuk.

Altalaban a mechanikai feladat megoldésa azt jelenti, hogy meghatarozzuk az
F(r,t,‘P) T(r,t,‘P)+ To(r,t,‘P)
M(r,z)=1 D(r,t,'¥) } =4 E(r,, ¥)+E,(r,/¥)
u(r,t,‘P) u(r,t,‘P)
mechanikal mezot, adott kezdeti és keriileti feltételek mellett, az

f, |FV=0

L =4f, ‘ D =+/H(u) H(u)-1I
f, |F=F[D,¥)

mechanikai alapegyenletek megoldasaval [M € L], vagy mas szdval: az L értelmezési
tartomanyon.

Vegyiik sorba a lehetséges eseteket.

A REOLOGIAI MEGOLDAS A RUGALMAS TARTOMANYON. Ekkor a ¥ = O Korlatozasu

anyagtorvénnyel van dolgunk. Legyen a kiindulas a rugalmas egyensuly [1], S keressiik
amechanikai mezé alakulasat a 0<¢ < oo iddintervallumon [1=2].

* Kis deforméciok esetén D ~ 2 (w0 V+Vou).
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Ekkor az alapegyenletek:

Fe T =2GE +2p E —¢T
T, =3KE, +3K E, —7,T,

Elso lépeés: Megoldjuk a feladatot a klasszikus Hooke-torvény [ T = 2GE, T, = 3KE,]

felhasznalasaval, s tudjuk, hogy az altalanos megoldas ehhez konvergal a ¢ — o
esetben. Ezzel tehat rendelkezésiinkre all az

megoldas.

Masodik lépés: Sziikség van még a ¢ = 0 idépontbeli megoldasra is. Ehhez meg kell
hataroznunk a ¢+ = O id6pontban érvényes HOOKE-torvényt. Pl. foldalatti tiregnyitasnal
ezt altalaban végtelen gyors terhelés-atrendezésnek tekintjiik, s ebben az esetben a
HOOKE-térvény anyagallandéi modosulnak csak [T = (277/1)E, T, = (K/ K, )EO]
formaban. (Azt is mondhatjuk, hogy a statikai modulusok helyett a dinamikai
modulusokat hasznaljuk.) Az ismételt szamitassal megkapjuk az

Fo(r)] | T°+T5
M° =M(r,0)={ D°(r) { ={ E° +E

megol dast.

Az dltalanos megoldas az €l6z6 két megoldas 6sszekapcsolasabol, az

e i

atviteli fliggvénnyel adodik:
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u=u +

formaban, amely a POYNTING-THOMSON-modell differencialegyenletének megoldasabol

vezetheto le.

A méalékelt 3. dbraval

E,=E? +(E8—E

0
(0]

G
-—t

(uo—uoo)e -

2p

-

Oy O-"’l
— \<
\-
Je PO
f—
| —
Grl / Url
0d 0c

O g
N
o}

Lo |

- T ———
0cC 0
_——"—- pu——"
=
@ -p/2G
C
J
T — ﬂ
————
00 ‘ ‘ 0
0OOR O5R 10R 15R 20R OOR O05R 1,0R 1,5R 20R

illusztralndnk az elmondottakat,

ahol p nyomasu
hidrosztatikus primér fesziiltségmezoben kihajtott R sugara vagat koriili mechanikai
mezot latjuk (levezetések a Fliggelékben talalhatok).

2p
\ 0“’|
\\-
pC
/— »
7
/ arl
0c¢
pl2GQ
\ €
N —
p7/277 §
| —
'PZ'/277 ?/
1 1
/ al
-p/2G O
PRI2G C
N
pTR/277 i\\\
S
0
OOR O0O5R 10R 15R 20R

Az ureg falatél mért tavolsag az R vagatsugar aranyaban

3. abra. A mechanikai mezé () — a végsd(t — oo ) allapotban, (b) — a kezdeti (t =0

idépontban) allapotban, és (C) —a 0<t < oo iddtartam sordn
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A 4. abra azt az esetet
mutatja a kezdeti és végso alla-
potban, amikor a vagatba egy
Ro sugart, R - R, falvastagsagu
biztositas keriilt beépitésre.

. A reologiai  mechanikai
mez6é meghatdrozasi modja
fliggetlen a feladat jellegétol.

4. abra

A MECHANIKAI MEZO EGYENSULY ESETEN. Ekkor a ¥ # 0, és A — 0 korlatozasu
anyagtorvénnyel van dolgunk., vagyis klasszikus rugalmas-képlékeny feladattal. A
kiindulas most is a rugalmas egyensuly [1], s keressiik a képlékeny egyenstlyt[1=3].

Elsé lépés: Megoldjuk a feladatot a mar ismert modon klasszikus HOOKE-torvény
[T=2GE, T, =3KE,] felhasznilasaval. A mechanikai &llapotvaltozok ebben az

esetben idéfiggetlenek:

Felast (I’) Telast + Tce)'last
Melast _ M(I‘) _ Delast (I‘) _ Eelast n Eglast
u elast (l‘) u elast

Masodik lépés: Meghatarozzuk a képlékenytartomanybeli megoldast a W = 1 esetre
érvényes anyagtorvénnyel. Ezt kétféleképpen tehetjiik, mivel a deformacioknak kétféle
felirasi modja is lehet:

E -E. + Eplast —E" + Emarado'
D =E+E,, anelyben 4 st .

E, =E, +EJ“ =E +EJ""P,
(8) Meghatarozzuk a megoldast a plasztikus anyagtorvénnyel:

! I
T _Tf :2Gpl(E _Ef)’ Tp ast — ZGPlEp ast’
T, — Tof = 3Kpl (Eo — EQf' )’ Tévlast _ SKplEglast_

Az €l6z6 megoldasbol rendelkezéstinkre all a
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E, Eor
W, = £T:dE+ (j;TO (B, =1(T, 1B, + Ty :Eyy)

képlékenységi hatarhoz tartozo feszilltség és deformacio: T, ,E ,, Ty Eqye  konkrét

értéke. Igy voltaképp az elsé feladatnak megfelelen jarunk el, csak most a plasztikus
anyagallandokat alkalmazzuk, nem elfelejtve, hogy csak a képlékeny tartomanyra
érvényes eredményt kapunk:

Fplast (l') Tplast + Té)last
Mplast _ Mplast (I‘) _ Dplast (I‘) _ Eplast n Eglast ha W' > Wf -
u plast (I‘) u plast

elast

Ekkor a rugalmas tartomanyban az M = M
tartoméanyban pedig az M = M, + M,

az érvényes megoldas, s a képlékeny

Felast,
Melast _ Delast’ ha W' < W]"'!

u elast ’

M(l‘l(a) - Ff +Fplast’
Mf+MP"’S’ - Df+Dpl”S’, ha W'>WJL.

uf +uplast’

(b) A masik lehetéség, hogy az elsd megoldas alapjan szamitott T, ,E », Ty, Eqf
értékekbdl meghatarozzuk a maradd deformaciokat az E” =E-E™, ¢és

Eg =E, —Eg" Osszefiiggésnek megfelelGen, azaz

E" =( —%](E—Ef), E =( —%J(EO—EQf).

Vagyis a képlékeny tartomany minden r pontjanal az ott érvényes rugalmas
deformaciokhoz hozzaadjuk, az ott érvényes maradé deformaciokat.

A két modszer:

F,
Melast _ Delast’ ha W'SW},

u elast ’

M(r](b) - F,
Melast_i_Mplast _ Delast_i_Dm, ha W' >lep'

uelast + um’
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fesziiltségeloszlas

deformaciok

elmozdulas

Az 5. abran ezt illusztraljuk a korszelvényl vagat példajaval. Az (a) annyiban tér el
ettdl képileg, hogy a képlékeny tartomanyban egy konstans, azaz vizszintes egyenes
adja a folyashatarhoz tartozo fesziiltség-, deformacio- és elmozdulasértékeket, s ehhez
adodnak a

Gplast (7" )’ G}{Jlast (I” )’ c plast (I’), gplast (I"), u plast (I")

4 @ (4
értékek.
2P O\ ; N : ] :
I . .
S 2!: AN o I \ o wl!
| N | N — |
-/—_——‘ . p——
/J(i) //:o
Or|. |
0c¢ ! i
|

\

/ ‘i /
CiaRVEEEN

0c

I'e)

o 2
5
Ls, _
L=
o -oi\ o
7N
L=

0o i !
O

O0R 0O5R 10R 15R 20R ggor 05R 1,0R 15R 20R 00R O05R 1,0R 15R 2,0R

(a) (b-1) (b-2)

o

Az Ureg falatdl mért tavolsag az R vagatsugar aranyaban
5. abra. A mechanikai mezé az iireg falatol mért tavolsag az R vagatsugar aranyaban

(@) - rugalmas dllapotban, (b) — rugalmas képlékeny dallapotban, (b-1) - folyashatar és a
plasztikus deformdciok dsszesen), (b-2) - a rugalmas és marado deformdciok egyiittesen
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deformaciok

elmozdulas

AZ ALTALANOS ESET. AZ € 6z6 két esetbdl - [1=2] és [1=3] - mar levezetés nélkiil
is evidensen kovetkezik az [1=>4] esetre, azaz az altalanos esetre vonatkozo megoldas
eloallitasa.

fesziltségeloszlas

1 [ d 1
| ﬂ |

L képlékenységi hatar a képlékenységi hatar a
| t = 0 kezdé éllapotban t — oo végallapotban
1 n
| I

I
u
0ol 06 0

00R  05R 10R 15R 20R OOR O5R 10R 15R 20R OQOR O05R 10R 15R 20R

|
\0\\—\\_

———— ]

2p0§i\\ ﬁ! ZpC‘\\ 2! | 2po& %l
P | \\“‘ po \Ik“- Q\\-
OC;:/ ﬂ 0( ﬂ I 0 / ﬂ
| BRI
g NG N\
0 = 0 <\\&"’£‘ O&QEE
. | e
7
\
\
=2

Az Ureg falatél mért tavolsag az R vagatsugar aranyaban
6. dbra. A mechanikai mezé () — a kezdeti (t = 0 iddpontban) allapotban, (b) — a végsd

(t — o) dllapotban, és (€) —a 0<t < o iddtartam sordn

A 6. abra akét szamitasi 1épést és a végeredményt mutatja be.
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A 7. abran a képlékenységi hataridébeli vandorlasa — a képlékeny allapot
kifgjl6dése - lathato.

Aképlékenységi hatar vandorlasa
az Uregnyitastdl a deformaciok
lejatszédasaig

0,0R 0,5R 1,0R 1,5R
Az lreg falatol mért tavolsag az R aranyaban

7.abra
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FUGGELEK
KORSZELVENYU ALAGUT KORULI MECHANIKAI MEZO

1. A FELADAT ELOKESZITESE ES MEGFOGALMAZASA

KIINDULASI FELTETELEK. A feladat egy hidrosztatikus, minden iranyban allando p
nyomasu, primer mez6ben kihajtott korszelvényti, nyitott folyosé (vagat) Koriili
mechanikai mezé meghatarozasa (1. dbra). A megfogalmazas szerint tehat az adott
hidrosztatikus allapothoz kell keresni egy olyan, masik mechanikai mezdt, hogy ezeket
szuperponalva, a kitlizott feladat megoldasat kapjuk.

A feladat és annak megoldasa a
szilardsagtanban, illetve a koézetmechanika-
ban kiss¢ jartas olvasd szamara is ismert,
mint a vastagfali, hosszu, nyitott csore
vonatkozo feladat egyik valtozata, mely
szerint acs6 kiils6 palastja a végtelenben van,

e

és erre p intenzitasu radialis irdnyd nyomas
hat, a belsd palast pedig terheletlen. Ezt a
kozelitést fogjuk alkalmazni. A megoldas
bizonyos részleteit atvehetnénk onnan is,
ennek ellenére inkabb a részletesebb
bemutatas mellett  dontottiink,  ugyanis

L

tanulsagos részek is vannak benne, amelyek

mell6zése csorbitana a teljességet.
1. abra. Kérszelvényii vagat hidrosztatikus
Az egyenes tengelyi, korszelvényii vagat

nyitasaval egy iranyt kitiintetiink. legyen ez a
DESCARTES-Kkoordinatarendszer z tengelye.

nyomasu primeér mezoben

Ugyanakkor a  hidrosztatikus  terhelés  egyben  korszimmetrikus — és
tengelyszimmetrikus, a vagat pedig z tengelyi koérhenger. Mindezek miatt a megoldas
soran célszerii hengerkoordinatakat bevezetni. Ha a hengerkoordinata-rendszer =
tengelye és a DEscARTES-koordinatarendszer z tengelye egybeesik, ugyszintén a két
origo is, tovabba az x tengely pozitiv fele és a ¢ = 0 tengely, akkor — mint ismeretes —
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az x,y,z DEscARTESféle és az r,p,z hengerkoordinatak kozott az alabbi

Osszefiiggések allnak fenn:
X = 7 COSQ r=qx?+y?
y=rsne = qo:arctgl
X

z=z z =12

Kihangsalyozzuk, hogy » atartomany P pontjanak a z tengelytél (és nem az
origotol) mért tavolsagat jelenti.

Az emlitett szimmetriaviszonyok miatt a mechanikai mez6ben mind az », mind a
¢ (tangencialis), mind a z iranyok fOiranyok, ezért a csusztatofesziiltségek és a
szogtorzulasok mindegyike nulla. Tovabba a fesziiltségek csak az r» Vvaltozotol
fliggenek. Mindezek kovetkeztében

a fesziiltségtenzor: az alakvaltozasi tenzor: az elmozduldsvektor:
o, 0 O e, 0 O u, u u

F=/0 o, O], D=0 ¢, O u=lu,|=|v|=0
0 0 o, 0 0 g u, wl |(w

alaku lesz. Az u:=u, ,v:= U, = 0,w:=u, jeloléseket célszerliségi okokbol vezettiik be.

A rugamassagtan alapegyenletei ennek megfeleléen egyszertisodnek, és igy a
megoldas is egyszeriisodik. Feladatunk megoldasahoz tehat az alabbi egyenleteket
hasznaljuk fel:

(1)  Egyensulyi egyenletek:

o, -0 oo
80,+ % _g v _o 80220;;
or r op 0z
. . ou u ow 3o
2 Geometriai egyenletek: E,=——, Ep=—, &, =—,
or r 0z
[ &, +E,+¢E
o, =2G|¢, + S },
| m—2
I & +Ep T E;
(3)  Anyagegyenletek: Op=2Gep+———F|,
m-—2
[ &, +E,+¢E
o, =2Gle, +— = }
| m-—2

% It kell megjegyezni, hogy ezek az egyenletek a Cauchy-féle deformécios tenzor definicids
Osszefiiggései. Mivel a mozgasgradiens ennél a feladatnal szimmetrikus, ezért ezek az sszefliggések nem
csak a kis deformaciok tartomanyaban értelmezheté kozelitések, hanem tetszéleges nagysagrendi
deformaciok esetén pontos — tehat nem kozelité — formulak.
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A (3) datti (HookE-torvény) egyenleteket a deformaciokra megoldva:

m o-(p+GZ

8},: O-I"_ )

2G(m+1)| m

m i o, +o, |

4 £, = o, ——=|,
) ? 2Gm+1| 7 m |
m o, +0,

g, = o, — .

2G(m+1)| m

Mint lathato, a 9 skalar egyenletben 9 skalar ismeretlen van (o,,0,,0.,
€,,€p:€,,u,v,w), Mig G a cshsztatd rugalmassagi modulus, m pedig a POISSON-
szam (m>2) adott (anyag-) allandok. Egyértelmii megoldashoz tehat még egy

egyenletet, vagy egy feltételt meg kell adni. A feladat tehat egyértelmiien megoldhato,
de természetesen sziikséges még bizonyos peremfeltételek megadasa is.

A megoldast illetden jelen esetben az latszik célszerlinek, és a megfogalmazas is ezt
sugallja, hogy afeladatot bontsuk fel az alabbi két feladatra:

ELSO FELADAT [AZ OSFESZULTSEGI, VAGY PRIMER ALLAPOT SZAMITASA]. Megha
tarozandé egy hidrosztatikus, minden iranyban allandé p intenzitasu nyom.’:issal33
terhelt, végtelen tartomany mechanikai allapota (2. dbra). Az ehhez tartoz6 mechanikai
mez6t hivjuk primér mezének, s az F’, D’, v’ jel6léseket alkalmazzuk.

L

3. dbra. Korszelvényii vagat, peremén

2. abra. Primer allapotu, vagat nélkiili mezd —p intenzitasu huzoterheléssel

% A fizikaban és a kontinuummechanikaban a p nyomas mindig negativ (p < 0), de a kézetmechanika
konvencionalisan a nyomast tekinti pozitivnak. Ezen ok miatt, hogy barmelyik szakteriilet képviseljének
értelmezhetéek legyenek a levezetett képletek, p alatt eléjelt6l fliggetleniil a nyomas, vagy hizas
intenzitasat (nagysagat) értjiik. gy nem okozhat gondot a deformaciokban, illetve elmozduldsokban az
elgjelvaltas.
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MASODIK FELADAT [AZ UREGNYITAS HATASANAK SZAMITASA]. Meghatarozando
annak az R sugaru korhengerrel atfart végtelen tartomanynak a mechanikai allapota,
amelyet a henger palastjan p intenzitasu, radialis iranya huzoer6 terhel (3. dbra). Ezt az
allapotot hivjuk kiegészito, vagy iiregnyitasi allapotnak, s a mezofiiggvényeket F,D,
u’ formaban jeldljiik.

Az €esd feladat megoldasanak a fesziiltségekre vonatkozd része nyilvan

o,=0,=0,=p a tr barmely pontjan. fgy o.=p azon képzeletbeli
hengerpalaston is, amelynek tengelye a z tengely, sugarapedig R. Ezt a hengerpalastot

tehat p nyomas terheli. A 2. dbrdn ezt pontozvajel6ltik.

A vagatnyitds utan ez a hengerpalést (a belso feliilletén) szabadda valik, ezért ott
o, =0 lesz. Ez tigy valosulhat meg, ha a hidrosztatikus allapotra egy olyan allapotot
szuperponalunk, amely ezen a hengerpalaston p intenzitast hiuzoerdt képvisel.> A 3.
dbran ezt abrazoltuk. (Igy lesz a p nyomoerd és a -p huzderé Gsszege nulla). Ez
indokolja a 2. feladat megfogamazasat. Mivel ebben a feladatban a végtelen
tartomanyra csak a p intenzitasa huzoer6 hat, és ez csak véges (2Rz) hosszusaga
szakaszon (peremen), ezért ennek hatasa a vagattdl nagy tavolsagra gyakorlatilag
elenyészik.

Ha a henger belsgiébdl eltavolitanank az anyagot, de a peremen és a végtelenben
meghagynank a p nyomast, akkor a keletkez6 » > R tartomany barmely pontjaban
o,=0,=0,=p fesiltség mikddne (meritsiik vizbe a tartomanyt!). Ez az r >R
tartomany tehat mechanikai szempontbdl egyenértékli az eredeti végtelen tartomany
r > R részével (az adott terhelések mellett). Ezért a fenti eredeti feladat helyett erre a
,»csonkitott” tartomanyra vonatkozo feladatot is vehetjiik, ahol az R sugaru koron és a
végtelenben egyarant p intenzitasu, radialis iranyt nyomoeré miikodik. Ez azzal az
elénnyel jar, hogy ez utobbi feladathoz és a masodik feladathoz tartozo értelmezési

tartomany azonos lesz (7 > R ), igy a szuperpozicionak elvi akadalya sincs.
A két feladat megoldasanak ,,0sszege” az eredeti feladat megoldasa lesz, amelyet
szekunder dllapotnak hivunk: F¥“% —F=F? +F , D —D=D’+D",
Secunder

u =u=u’+u .

Megjegyezziik, hogy szamunkra a masodik feladat megoldasa a lényeges, hiszen
elssorban a vagatnyitas kovetkeztében el6allo valtozasok érdekelnek benniinket.

¥ Ne felgtsiik el, hogy a szuperpozicié csak homogén-linearis anyagtorvény esetén lehetséges, sem
reologiai, sem képlékeny esetben mar nem. (Helyesebben nem egyszeri Osszeadas révén, hanem
valamivel bonyolultabb szuperpozicios térvénnyel.)
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2. A PRIMER FELADAT MEGOLDASA

Tekintettel arra, hogy itt nincs Kitiintetett irany, a terhelések és az anyagegyenletek
Szimmetriai miatt

(5) ol =c,=0l=p.

A deformaciok is azonosak, igy a (4) szerint

-2
6 gl =gP =gp = P 72
©) : ¢ 26 m+1
A (2) geometriai egyenletek szerint pedig
©) upzim_z,,' w2 =0, szim—ZZ
2G m+1 2G m+1

Konnyli meggy6z06dni arrdl, hogy ezek az értékek kielégitik az  (1)-(4)
egyenletrendszert és a o, () = o, (0) =0, () = p feltételeket, tehat az (5), (6), (7)

valoban megoldasa az (1) - (4) rendszernek. Figyelemremélto, hogy az elmozdulas az
origoban (azaz r =0 és z=0 esetén) nulla, mikzben u és w tetszélegesen nagy
lehet. Ebben az esetben tehat az origot tekintjiik fixnek.

Ugyanakkor meg kell emliteni, hogy az érintéiranya elmozdulas, v=0. Ez a
kiss¢ furcsanak tind jelenség egyrészt a korszimmetriabol, masrészt a henger-
koordinatarendszer jellegébdl kovetkezik. Igy a primer allapotot jellemzd fesziiltségi
tenzor, alakvaltozasi tenzor és elmozdulasvektor:

r

100
PMZ2)g 1 o, wr-LM=2
001

® Fr- -2
2G m+1

Dp

2G m+1

o o

0 0
p Of,
0O p z

A primér allapothoz tartozé mozgasok az Osfesziiltségi allapot kialakulasakor mar
régen lejatszodtak, igy az iiregnyitds soran észlelt tényleges primer allapot, amelyet
figyelembe kell venni: F” = pI, D” =0, u” =0.

3. A MASODIK FELADAT MEGOLDASA RUGALMAS TARTOMANYON

Mint mar korabban megfogalmaztuk, annak az R sugaru korhengerrel atfurt
végtelen tartomanynak a mechanika allapotat kell meghatarozni, amelyet a henger
palastjan p intenzitasu, radialis irdnya huzoerd terhel. Matematikailag ez azt jelenti,
hogy meg kell oldani az (1) - (4) egyenletrendszert a
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(9) o,(R)=-p, 0,(0)=0

peremfeltételek mellett. A henger tengelyére merdéleges barmelyik sikban, a palast menti

-p terhelés hatasara ugyanaz a mechanikai allapot keletkezik. A feladat tehat sikbeli
feladatként kezelheto.

A megoldas eldallitasahoz az (1)-(4) rendszerbdl kiiszoboljiik ki a deformaciokat.
Ehhez helyettesitsiik be a (2)-ben szereplé ¢, és ¢, deformaciokata (3)-ba Ekkor a

2
a,:Z—G [(m—l)@+£+ s

m—2 ror
2G | du u ]
10 0,=—— | —+(m-D—+¢, |,
(10) o= | n-n® |
] __26 [d_” v m-De,
m—-2 |dr r ]

egyenletrendszert kapjuk. A tovabbiakban feltételezziik, hogy &, allando. A (10) elsd

¢s masodik egyenletét helyettesitsiik be az (1) egyensulyi egyenletbe. Rendezések és
Osszevonasok utan az

11 —+r—-u=0
(11) r rd u

masodrendi, linearis differencialegyenlethez jutunk, melynek altalanos megoldasa

(12) u:C1r+&.
r

Ezt visszahelyettesitve a (10) rendszerbe:

o, -6 |:mCl—(m—2)C—22+8z:|,
m—2 r
2G C,
(13) O-(p :m [mCl+(m—2)r—2+gz}
. =2—G2 [2C, +(m-De.]

SIKALAKVALTOZASI ALLAPOT esetén, azaz ha &, =0, akkor

o, -G [mCl—(m—Z)C—ZZ]
m—2 7

Kihasznalvaitta o,(©0)=0 ésa o,(R)=-p fetételeket,a C;,C, integracios
allanddkra a
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C1=O, C2=%R2

értékeket kapjuk. A C; =0 és ¢, =0 eredményeként a (13) harmadik egyenletébdl
o. =0 adoédik. Mindezeket visszahelyettesitve a (13) rendszerbe, a fesziiltségek:

2 2
(14) o, =—p(£j , Oy =p(£j , o,=0.

r r

2
Célszerli lehet a fesziiltségeket a dimenzid nélkiili 6 = (ﬁj valtozo segitségével
r

felirni. Ezzel a transzformécioval o, és o, a

(149 c,=-pd, ©,=pd

¢
linearis — tehat egyszerii és jol szemléltethet6 — alakban irhato fel.

Az alakvaltozasok a (4) szerint

2 2
(15) g, = —i(ﬁj &y =i(5j , £.=0.
2G\ r 2G\ r
Az elmozdulasok, a (2) geometriai egyenletekbdl:
p R?
(16) u=——, v=0, w=0.
2G r

A 2. feladat megoldasa tehat, egyuttal a vagatnyitas kovetkeztében 1étrejové mecha-
nikai allapotot jellemz6 fesziiltségi tenzor, alakvaltozasi tenzor és elmozdulasvektor:

g1 00 o N

an F=p>|lo 10, p=L]2]0o 10, v=2[2]0|.
r 2G\ r 2G\ r

0 00 0 00 0

A (14) képletekben is talan logikusabb lenne a ,csillagos” jelolés (o, stb.). A

kényelmesebb irasmod kedvéért azonban ettdl eltekintiink, s a tovabbiakban is ezt
kovetjiik.

A fesziiltségek, a deformaciok, illetve az elmozdulasok jelleggdrbéi a kovetkezo
oldalon 1évé 4. dbran lathatok.

P¢ldaképpen szamitsuk ki a vagat peremének elmozdulasat, ha p = 100MPa, 2G =
4.000MPa, m = 4, R =2.000 mm. Ekkor » =R, ésigy a (16) szerint

uw(R) = P& _50mm.
2G

Ugyanakkor a vagatnyitas elétti (azaz primer) elmozdulas a (7) szerint, ugyanezekkel
az adatokkal, 20 mm (ami mar nem jelentkezik).
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r 4
rh
£y =t —
2G\ r
. e, =0
0o----¢ -p 7 0o0----c -p T

__P
2G
v=0, w=0 . 4. dbra. A vdgatnyitas kovetkeztében
0o o = = = » v kialakulo  fesziiltségek,  deformdciok  és
R 15R 2R 25R elmozdulasok

SIKFESZULTSEGI ALLAPOT esetén, azaz ha o, =0, akkor a (13) rendszer elso, ill.
harmadik egyenlete
_2G C,
(18) U,,—E|:mcl—(m—2)r—2+82i| .
0 = 2C;+(m-De¢,

Kihasznalvaa o, () =0 peremfeltételt,a C; és ¢, ismeretlenekre az
mCy+¢, =0
2C;+(m-2e, =0

homogén linearis egyenletrendszert kapjuk. Ennek a trivialistol kiilonb6zé megoldasa
akkor van, ha a determinansa nulla, azaz, ha

(19)

m(m-1)-2=0.
Ez csak m=-1 vagy m=2 esetén teljesiil. Mivel ez a két gyok fizikailag
szamunkra nem ad lehetséges allapotot, ezért a (19) egyenletrendszer megoldasaként
csak C; =0 és ¢, =0 johet szoba. Ez viszont azt jelenti, hogy o, =0, igy
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R)? R)?
ar:—p7 , O'¢=p7 , o,=0.

Tehat a masodik (iiregnyitasi) feladat megoldasa a (17)-ben adott F', D', u’, akar
sikalakvaltozast, akar sikfesziiltségi allapotot tételeziink fel. Ez a feladat specialis
jellegébsl kovetkezik.*

A (16) elmozdulassal kapcsolatban megjegyezziik, hogy most az » =00 hengert
tekintjiik fixnek, vagyis az u elmozdulas az ¢, deformaciok ,,végtelentdl r-ig terjedd

Osszegezésével” kaphatd, azaz

r

2 r 2
u= L ar - 2 g2 1 _p R
2G r2 2G r

ami természetesen megegyezik re,, -vel.

A (12) és (13) egyenléségekbdl lathato, hogy ilyen és ehhez hasonlo feladatoknal
az u radialis elmozdulés, és a radialis, ill. tangencialis fesziiltség az alabbi alakban
allithato elo:

(20) u:C1r+2,
r
B B
(21) O'},:A—r—z, ill G¢:A+r—2

Példaul tekintsiik az 5. dbrdn lathato vastagfalt
csovet, amelyre kiviilrél p,, beiilrél p, intenzitasu
nyomas hat.

A fesziiltségek meghatarozasanal a o,.(a) = p,

(= ¢és o, (b) = p, peremfeltételeket kell alkalmazni.

B
S A o, =A-— fesziiltség esetében
r
B B
p =4-—, b =4-——,
¢ a? b?

ahonnan 4 és B konnyen meghatarozhato.

5. dbra. Vastagfalu csé py
belso és py, kiilso terheléssel

* Figyeljiik meg, hogy mind az (5)-nél, mind a (14)-nél teljesil a o, = %(Gr + G¢) Osszefiiggés,

ami megfelel a Hooke-torvénybél adédo o, = %(Gr + O'(p) Osszefliggésnek m = 2 mellett, ugyanis a

kozeg ennél a specialis esetnél (hidrosztatikus allapot — kérszimmetria) tetsz6leges Poisson szam (m # 2)
esetén is ugy viselkedik, mintha értéke 2 lenne.
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Alkalmazvaezt ami esetiinkre, ha p, =—p, pp =0 é a=R, b=, akkor
A=pp =0, B:pRz.

Ekkor a (21) aapjan

ami egyezik (14)-gyel.

Az u edmozdulas C; és C, egyiitthatoi is konnyen eléallithatok a (12) és (13)

egyiitthatoinak dsszehasonlitasaval, és a peremfeltételek felhasznalasaval.

5. AZ EREDETI FELADAT MEGOLDASA RUGALMAS TARTOMANYON

Az 1. feladat megoldasabol lathato, hogy a képzeletbeli vagat peremére, az » = R
hengerre, egyrészt p megoszlo terhelés harul. Masrészt 2. feladat megoldasa szerint
ugyanerre a hengerre — p megoszlo terhelés hat. A két megoldas szuperpozicidjaként

az r=R sugart hengerre p—p=0 radidlis terhelés hat, vagyis a vagat pereme
terheletlen lesz. A szuperpozicio eredménye tehat az eredeti feladat megoldasa:

SIS G U N

2 2
(23) 2 m—Z_(ﬁj eyl m—h(ﬂ) e o b m2.
2G| m+1 \r 2G| m+1 r 2G m+1
— 2 —
(24) u=>2|" 2r+R— , v=0, w=-L" 22
2G| m+1 r 2G m+1
Ugyanez tenzoros al akban:
(25) F=F’+F, D=D’+D", u=u’”+u’.
—— ——
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A vagatnyitas utan ténylegesen a most
meghatarozott fesziiltségek — az n.
szekunder allapot fesziiltségei - [épnek fel,
ezeket észleljiik, szemben a deformaciokkal
¢s az emozdulasokkal. Ez utdbbiakbol
ugyanis a primer allapothoz tartozo részek
mar korabban lejatszédtak (kialakultak), és
igy ,.eltlintek” szdmunkra.

A 6. abran a (22) fesziiltségek gorbéi
lathatok.

0 T o > 7
6. dbra. A szekunder dllapot fesziiltségei R 15R 2R 25R

A Kkitiizott feladatot tehat megoldottuk, de szamunkra tulajdonképpen a 2. feladat
megoldasa a 1ényeges. Ugyanis vagatnyitaskor azok a valtozasok érdekelnek benniinket,
amelyek a vagatnyitas kovetkeztében 1épnek fel. Ezeket pedig éppen a (14), (15), (16)
értékek adjak.

Ezért a tovabbiakban erre forditjuk figyelmiinket.

6. A 2. FELADAT MEGOLDASA IDEALISAN KEPLEKENY ANYAGMODELLNEL,
KONVENCIONALIS FELTETELEZES MELLETT

Akkor mondjuk, hogy atartomany rugalmas-képlékeny allapotban van, ha a terhelés
folyaman a tartomany egyik része rugalmas, masik része képlékeny allapotba kertil (7.
dbra).

..............................................

Tételezziik fel, hogy a terhelés valamely

------------------------------- i értékénél a tartomany r > Ry része rugalmas,

“ Képlekeny zona d

R <r < Rq része képlékeny allapotban van. A
két zonat tehat az =Ry sugara korhenger
valasztja el egymastol. Az »> Ry rugamas
tartomanyon valtozatlanul érvényesek az (1) -
i (5) egyenldségek. A képlékeny tartoméanyban
i azonban az eddig hasznalt anyagegyenletek mar
nem érvényesek. Ugyanakkor az egyensulyi és
geometriai egyenletekhez egy Un. képlékenységi
feltétel jarul. JelGlje ezt a feltételt

7. abra. A vagat koriil kialakulo

w =0.

képlékeny zona

170



Abban az esetben, amikor idedlis képlékenységrol beszéliink, vagyis amikor
egytengelyi fesziiltségallapot esetén az anyagtorvényt leiro o= f (8) fliggvény a
képlékeny tartomanyban allando, tehat azonos fesziiltséghez kiilonb6z6 deformaciok
tartozhatnak, ekkor az irodalomban azzal a fogassal élnek, hogy a képlékenységi
hatarfeltételt veszik anyagtéirvénynek.36

gy a képlékeny tartomanyon a feladat megoldasa az alabbi egyenletekbdl 4ll6
rendszer megoldasabol all:

d 0,—0
Egyensulyi egyenlet: 9, ? =0,
dr r
(26) Képlékenységi feltétel: y =0,
£, = ﬂ E, = z E. = d_W
Geometriai egyenletek: r g e T T g

5.1. KET KONVENCIONALIS KEPLEKENYSEGI FELTETEL

A terhelés novekedésével a korabban rugalmas tartomany, vagy annak egy része,
képlékeny allapotba keriil. Ennek a képlékeny tartomanynak a hatarat jeloli ki a
képlékenységi hatarfeltétel. Az irodalomban talalhaté szamos feltétel kozil a
legnevesebbek idoérendben: 17. szazad: GALILEI, MARIOTTE, 18. szazad: COULOMB,
19. szazad: LAME, De SAINT-VENANT, DUGUET, 20. szdzad: GUEST, MOHR, BELTRAMI,
HUBER-MISES-HENCKY, Stb.

A képlékeny allapot 1étrejotte annak kovetkezménye, hogy a torzuldsi deformacios
munka tallépi azt a hatart, amelyet az anyag még képes elviselni anélkiil, hogy marado
alakvaltozast szenvedne. A mi esetiinkben ez a torzulasi deformacidos munka, a (14),
(15) és (17) felhasznalasaval:

1 1 10, 0 g 0O
W ==T:E=W==-F:D==||0 o 0 ¢ =
2 2 2 ? ?
(27) 0 0 0 0
2 4
p (R 1
= — + = | — _
ve +oye,) 2G(J 267"

Ez az egyenl6ség

% Természetes, hogy ennek a feltevésnek semmi fizikai alapja nincs, csupan a matematikai megoldas
érdekében alkalmazott szubjektiv konstrukcio.
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(28) o, | =v26w =4, -0,

alakban is felirhato, ugyanis jelen esetben o, —o, = 2|0',| .

4

Ha W atartomany valamely pontjaban eléri az emlitett hatart, jelolje ezt Wj
akkor ebben a pontban az anyag képlékeny allapotba keriil. A TRESCA-féle elmélet
szerint ez akkor kovetkezik be, ha ebben a pontban a legnagyobb nyirdfesziiltség eléri a
folyast el6idézé 7, folyasi hatart. A mi esetiinket szeml¢ltetve, 8. abran Vazolt MOHR-

korok alapjan 1athato, hogy

_1 _
[Frl =3[0~

A HUBER-MISES-HENCKY -
elmélet szerint a képlékeny allapot
. akkor kovetkezik be, ha az
e oktaéderes nyirofesziiltség eléri a

\/%rf értéket. Mindkét elmélet

3

‘ »  esetén lényeges kihangstlyozni,
Or=7P o.=0 Op =+P hogy ha az anyag nemcssk egy
pontban, hanem egy tartomanyban
képlékeny allapotban van, akkor
mind a falagos torzulasi munka,
mind a legnagyobb nyirofesziiltség
a tatomany minden pontjaban

8. dbra. A legnagyobb nyirofesziiltség
meghatarozasa

ugyanakkora (allando).
Mindezek alapjan a y = Oképlékenységi feltétel

(29) w=0,-0,-2k=0aaz o,-0,=2k
alakban irhato fel, ahol
(30) k oo Il K °s
=T, =Cpul, . k=7,=—%
f max f \/5

attol fiiggben, hogy a TRESCA-féle, ill. a HUBER-MISES-HENCKY-féle elmélet szerint

jarunk el. Az alkalmazasoknal természetesen 7 r ¢ o ertekét ismerni kell (o a

folyasi hatar tiszta huzas esetén).
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5.2. MEGOLDAS A RUGALMAS ZONABAN

Tételezziik fel, hogy ismerjiik a rugalmas és képlékeny zéona Ry hatarat. A
tartomany rugalmas része az r =Ry  térrész. Keressiik ennek a térrésznek
(résztartomanynak) a mechanikai allapotat, ha az R, zoénahataron mar érvényesiil a

(29) képlékenységi feltétel, azaz
o,—-0o,=2k.

[ r
Ugyanakkor a végtelenben mar sem a vagatnyitasnak, sem a képlékeny zoéna
kialakulasanak nincs hatésa, vagyis o, () =0.
Keressiik a fesziiltségeket a (21) szerint

B B

1
o, :A—r—z, Op=A+—, 0, ZE(G,,+O'¢)

alakban. A o, (o) =0 feltételbdl az kovetkezik, hogy 4 =0, igy

o __B o} _B o, =0
r }"2’ [ ]/’2 ! z *
Az r =Ry zbnahatiron
2B
(0p =0 ) ropy =—5 = 2k = B =kRj;.
Ry
Ezeket felhasznalva,
R R
(31) o, =— —(2), o, = —(2), o,=0, rzR,.
r r
A deformaciok a (4) szerint:
k RS k RS
32 g =——-9, g =—-2 g =0, r>R
(32) T 2G 2 772G 2 0
Az elmozdulasok:
R2
(33) uz%—o, v=0, w=0, r=R,.
r
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6.3. MEGOLDAS A KEPLEKENY ZONABAN

Az R<r<Ry képlékeny zénaban — a klasszikus felfogas szerint idealis
képlékenység esetén — érvényesnek tekintik a (29) képlékenységi feltételt, tehat nem
csak a képlékenységi hatar kijelolésére hasznaljak, hanem anyagegyenletként is. Ezt az
egyensilyi egyenlettel egyiitt érvényesitjiik. Tehat most meg kell oldani a

d(yr c,—0O

+ ? -0, o,-o,=-2k, k allando
dr r
rendszert. Ez a
(34 < 2o
dr r

differencialegyenletre vezet, melynek altalanos megoldasa

o, =2klnr+C.

Az R(y zbnahataron ennek a o, -nek és a rugalmas zénaban érvényes (a (31)-ben
adott) o, -nek, egyezniekell, vagyis o, (R,) = —kRZ | R; = —k kell, hogy legyen. Ezt a
feltételt a

o =—k—2kIn"e
r

megoldas elégiti ki. A o,-0, =2k fetételbll o, a o, z%(ar+a¢)

Osszefliggésbdl pedig o, Szadmithatd. A fesziiltségek tehat:
R R R
(35) o, =—k-2kIn=", o, =k-2kIn=2, o =-2kIn=2, R<r<R,.
r r r
Mint ahogy a rugamas tartomany esetében a (14) fesziiltségek transzformaciojanal,
itt is célszerii lehet bevezetni a

A o RV
! S =(—Oj jelolést.
r
Ekkor
o, =—k—-2kInd,,
o, =k—-2klno,,
O_Z :—2k|n50,

azaz &= 1-nél.

A o,,0, és o, fesziltségeket

-3k/2 9. dbra. Fesziiltségek a képlékeny

, . ap = 1,5k terhelés esetén a 9. dbrdn
és a rugalmas zondaban

vazoltuk.
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Az r=Ry Zzbénahatdron o, =-k, o, = k, o,=0, ¢és ezek az értékek
megegyeznek a  (31)-ben adott fesziiltségek zonahataron felvett értékeivel. A
z6nahataron valo atmenet tehat a fesziiltségek tekintetében folytonos.

A o, ismeretében most mar meghatarozhatdé a Ry zoénahatar is abbdl a feltételbdl,
hogy a vagat peremén o,.(R)=—p. Ha ezt kihasznaljuk a (35) elsé egyenleténél,
akkor

R 1 p
36 —p=—k-2kInN=2 = R. =R-exp - =+ |.
(36) » o &, p[ ! ij

Ezzel megkaptuk az eddig ismeretlen zonahatar értékét. Ha példaul

p =2k, akkor Ry = Re%® ~165R,
p=15k,  akkor Ry =Re®*® ~128R,
p=k akkor Ry =Re’ =R.

Ez utobbi esetben lathatd, hogy a p =k terhelés elérésekor a vagat pereme kezd

megfolyni. A terhelés novelésével pedig a zonahatar exponencialisan tolodik kifelé,
mind nagyobb tartomanyrész valik képlékennyé.

Az u elmozdulas, a képlékeny tartomanyban is érvényes

£, 4e,+E, =" 2 (0,+0,+0,)
TR 26m+y " P
) o e, du u
Osszefiiggés alapjan szamithato, ahol ¢, = 2 Ep = ~ ¢,=0, a 0,, 0y, 0,

fesziiltségek pedig a (35) rendszerben adottak. Ezeket felhasznalva, az

(37) rd—u+u=ar|n&, a=—w
dr r 2G(m+1)

differencialegyenletet kapjuk. Altalanos megoldasa

R
(38) u:£+gr|n—o+gr.
ro 2 r

A C allandot abbol a feltételbdl hatarozzuk meg, hogy az R zo6nahataron a (33)-

2

R
ban szereplé u = %—0 elmozdulas értéke és a (38) értéke egyenld, azaz
r
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k
u(RO)=ER0.

A (37) differencialegyenletnek ezt a feltételt kielégitd megoldasa:

2
(39 u:L (5m—4)R—0—6(m—2)r In&+1 , R<r<Ry.
4G(m +1) r ro 2

A két masik elmozdulés-koordinata: v=0, w=0.

A deformaciok a geometriai egyenletek segitségével szamithatok:

2
R R
g, _du Kk —(Bm-4) 2| —6(m-2) info_1}
dr AG(m+1) r ro 2
— R 2 3
(40) &, ek +(5m—4 0| —6(m-2) In&+i .t R<r<Ry,.
r 4G(m+1) r ro 2
g, :d_w =0,
dz

Konnyen ellendrizhetd, hogy mind az elmozdulasok, mind a deformaciok a
zbénahataron atlépve, folytonosan valtoznak. Példaul u(R,)=4kR,/2G mind a (33),
mind a (39) fiiggvény esetén.

Osszehasonlitandd, szamitsuk ki még a palast eltoldddsat rugalmas esetben is, és
képlékeny esetben is, az alabbi adatok mellett:

2G =4000MPa, m=4, R=2000mm, p=100MPa, k=100 MPa

A k= p terhelés esetén még éppen

rugalmas allapotban van az egész
tartomany. Ekkor a vagat pereme kezd

megfolyni. Ebben az esetben Ry =R.

fgy az elmozdulas szamithato akar a (33),

50,0mm akar a (39) képlet alapjan:
kR R
39,1mm u(R) =u(Ry) = —2 = P% _ 50 mm
p=100MPa . 262G
o : ; - Ha  p=150MPara noveljik a
R Ro = Re®® terhelést, akkor R, = Re®® ~128R,
10. dbra tehat kialakul egy 0,28R  szélességii

képlékeny zona, akkor a (39) képlet
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aapjan a kertileti pontok sugarirany elmozdulasa:

u(R) ~ 86,90 mm.

Az elmozdulasok a varakozassal Osszhangban pozitiv el6jeliiek, ami azt jelenti, hogy a
hengerpalast befelé tolodik el. A p = 100 MPa, illetve a p = 150 MPa terhelésekhez tartozo

elmozdulasokat a 10. dbrdn vazoltuk.

Osszefoglalva, a rugalmas-képlékeny tartomany mechanikai allapotat jellemzd

mennyiségek:
A fesziiltségek:
R
—k-2kIn=", ha R<r<R,,
r
o, = 2
—k(&j , ha R, <r <o,
r
Ry
+k—2kIn—, ha R<r<R,,
+k(—o), ha R,<r<m,
r
Ry
- 2kIn—, ha R<r<R,,
o, = r
0} ha R, <r<oo.
A deformaciok:
2
k| em-a R _em-2)nfe_L)|  pa
e 4G(m +1) r ro 2
A (R ha
26\ r )’
2
k +(5m—4)(—°j —6(m—2)(|n—°+£j ha
(42)8 A4G(m+1) r
S (k) "
26\ r )’
e, =0, ha

Az elmozdulasok:

_J4G(m+1)
(43)
Ml&, ha Ry <r <,
2G \ r
v=0, w=0, ha R <r < w.

Ry <7 <o,

R <r <o,

2
k {4— (5m—4)(&j —6(m—2)(|n&+%j]r, ha R<r<R,,
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A fenti figgvények mindegyike folytonos az » =Ry helyen.

A (41) fesziiltségek esetében még vizsgaljuk meg azt, hogy mi torténik az

Ry — R hataratmenetnél. Tekintettel arra, hogy R<r<R;, az Ry —> R esetén r
istart R —hez. Ekkor

. . R

limo, = I|m(—k—2kln—°J=—k+0=—k=—p,

Rgo>R  Ro—oR r
mert a hengerpalast a p =k terhelésnél kezd megfolyni. Haviszont & = p, és ennek
kovetkeztében Ry = R, akkor a (31)-ben szereplo fesziiltségek:

R)? R)?
Gr:_p7 ) O_go:p? ) O-ZZO’

amelyek megegyeznek a (14)-ben adott, a rugamas tartomanyra érvényes
fesziiltségekkel. Ugyanezzel a hataratmenettel juthatunk el a rugalmas-képlékeny
tartomanyra érvényes deforméciokbdl, ill. elmozduldsokbol a rugalmas tartomanyra
érvényes deforméciokhoz, ill. elmozduldsokhoz.

5.4. MEGJEGYZESEK A KEPLEKENY ZONABELI MEGOLDASHOZ

1. A (35) Osszefiiggésekkel megadtuk azokat a fesziiltségeket, amelyek az
R <r < Ry képlékeny zonaban érvényesek. Ezek:

R R R
o, =-k-2kIn=2, o,=-k+2kIn=2, o, =-2kIn=2, R<r<Ry,
r r r

ahol  k=1(0,-0,) a legnagyobb csisztatofesziltség (allando). A képletekben
latszolag nem tiikkr6z6dik az, hogy ezek a fesziiltségek fiiggenek a p terheléstol.

Vaodjaban azonban fliiggenek, csak ez a fliggés az Ry zoénahatarban van ,elrejtve”. A

(36) Osszefiiggés szerint ugyanis

R, =R'exp(—1+£j.
2 2k

Helyettesitsiik ezt be példaul a o, képletébe. Ekkor
o, =—k—2k(InRy —Inr)= —k—Zk(lnR—1+£—|nl’j = —p—2kln£.
2 2k r

Azt kaptuk tehat, hogy a o, fesziiltség linearis (de nem homogén) fliggvénye p-
nek (aterhelésnek). Ez azért 1ényeges, mert a fesziiltségek a rugalmas tartomanyban is
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linedrisan fiiggenek a p-t6l. Tehat a képlékeny, ill. a rugalmas tartomanybeli o,
fesziiltségek nincsenek csillagaszati tavolsagban egymastol. Annyira nem, hogy a vagat
peremén (r =R -nél) o, (R)=-p, amely egyezik arugamas tartomanyon érvényes
R2
Cfr|r=R = _pr_2|r:R =-P
értékkel.

2. Ranézve a 9. abrara szembetiing, hogy mig a o, fesziiltség a képlékeny és
rugamas zonaban — jellegét tekintve — hasonlé (mindkét tartomanyban monoton
novekvd és alulrol konkav fliggvénye r-nek), addig a o,-nél ez messze nincs igy.
Ugyanis ez a fliggvény az R <r <R, tartomanyon névekvé és konkav, a r > R,

tartomanyon csokkend és konvex. Ennek a miiszaki szempontbol kedvezdtlen
jelenségnek az az oka, hogy az alkalmazott képlékenységi feltétel szerint a képlékeny

zéndban o, — o, =2k = const . Tehat Gigy tinik, hogy matematikailag minden rendben
van, de avalosag mast lehet. Ez a jelenség a modszer gyenge pontjanak tiinik.

3. A aakvaltozasok szamitasanal valtozatlanul feltételeztik, hogy ¢. =0 a

képlékeny zonaban is.
6. A TENYLEGES MEGOLDAS A RUGALMAS-KEPLEKENY TARTOMANYON

Az el6z6ekben kihangsulyoztuk, hogy a képlékeny hataron, vagyis 7 = Ry-nal
mindkeét oldali fesziiltségek megegyeznek. Ez azt jelenti, hogy

limo, =limo,, limo, =limo,,
r—>Rot0  r=Rp-0 r—>Ro+0  r—>Rp—-0

tehat o, ¢és o, folytonosaz r =R, helyen. Feltételezve azt, hogy a fesziiltségek a

9
képlékeny zonaban is

B
(Tr=A——, O'(/):A‘l'—z,
r r

szerkezetiiek, az emlitett folytonossagok miatt a rugalmas tartomanyra érvényes (14)
képletek érvényesek a képlékeny tartomanyra is, azaz

R? R?
(44) Ur=—pr—2, G¢=pr—2, UZ=0, r>R.
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Ekkor atartomany (csak!) rugalmas részén

2 2
P (R P (R
45 & =—"——1|, €,===|— |, €,=0, r=Ry,
(43) : ZG(VJ ? ZG(?’J r="o
(46) u:ﬁ(ﬂj, v=0, w=0, rzRg.
2G

Lényeges kiilonbség az el6z0 szakaszban targyalt mddszerrel szemben az is,
hogy a képlékeny tartomanybeli deformaciok és elmozduldsok szamitasanal szintén a
HookE-torvényt alkalmazzuk, de a képlékeny tartomanyra érvényes csusztatd
rugalmassigi modulussal. Jelolje ezt G ,,. Itt két utat jarhatunk aszerint, hogy az

anyagtorvény alabbi két formaja koziil melyiket alkalmazzuk.

Ao,o, =c Ao,o, =0
o o -
o ! o-0y o i ;o0
! A ! i
arctg 2G,, arctg 2G,;
EnEp =€ EnEp =€
f ' -
f & elast marado
& S gplast c - c

11. abra. Huzo-nyomo diagram a rugalmas-képlékeny tartomanyhoz

(1) A deformaciot a folyashatarhoz tartozo és a plasztikus deformacié Gsszegként
irjuk fel e=¢/ +&P" = ¢/ + P dakban (11. dbra-(a)).
(i) A deformaciot a rugalmas és a maradd deformaciok Osszegeként irjuk fel:

g = gdlast g gmarads . cel 4 oM gakban (11. abra-(b)).

Az ébrak alapjan
S At 1 1
gf =9 g 2979l O g" =(c~0o,) ——.
2G 2G,, 2G 26, 26

A folyashatarhoz tartozo fesziiltségek, deformaciok és elmozdulasok:
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Ezeket felhasznalva, az (i) esetben

2 2
r:g}f-{-gfl:_p 1 (gj + i_ 1 i ,
2Gpl r 2G 2Gpl Ro
1 (RY (1 1 Y RrY
({;+g£l=p—[—j +| —- 1 |
2Gpl r 2G 2GP RO

2

1 R? (1 1 j[R]

U=TE, =P — === R
2Gplr 2G ZGP RO

Az (ii) esetben

&

47 ¢

p = ¢

2 2 2
yere PR 1 14RT [ R}
v "2 N2, 26|+ &) |

RSI"SRo.

Ez az eredmény ekvivalens az (i) aattival, de van egy nagy e€lénye, hogy az &, és

4

g, maradé deformaciok a képlékenységi hataron (r = Ry-nal) zérus értékiiek, és csak

e hatar atlépése utan (r < Ry-nal) jelennek meg (és r csokkenésével ndvekednek).

Masik elénye, hogy a jobboldalak elsé tagja a tartomany rugalmas részén érvényes

aakvaltozasok, ill. elmozdulas. Igy ha alkalmazzuk a

1 ha R<r<R,,
0, ha Ry<r<w

ugrasfiiggvényt, akkor a mechanikai mezét formailag egységesen irhatjuk fel olyan

formuléakkal, amelyek az egész tartomanyon érvényesek. Eszerint
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- r>R,
R 1 1\(rY (RrY
(49) 8(/) =£(_j +p\P —_ _J —_ — , gZ =O,
2G\ r 2G, 2G )\r Ro
N U S S (ﬁj RY|
2G r 2Gpl 2G r Ry r=>R.
v=0, w=0.

A (47), (48) és (49) osszefiiggésekben észrevehetd, hogy ha G, = G, vagyis az
anyag nincs képlékeny allapotban, akkor itt a G,; = G formalis helyettesités a rugalmas
allapotnak megfeleld (44)-(46) értékeket adja. Tehat nagyon egyszer(i, természetes uton
juthatunk a képlékenységre jellemzd képletekhez. Ez azt jelenti, hogy gyakorlatilag
elegendé lenne pl. a (48) képletek ismerete azzal a kiegészitéssel, hogy rugalmas
esetben G,, = G. Ez egyuttal foloslegessé tenné a W ugrasfiiggvény bevezetését.
Ugyanakkor megjegyezziik, hogy G, = O esetet, amely az ideilisan képlékeny
allapotnak felel meg, gyakorlatilag elvetjiik, de minden kicsiny pozitiv értékiinek
elfogadj uk.

Ezekben az 6sszefliggésekben még nem ismert az Ry zonahatar értéke. Viszont az

eddigiekben nem hasznaltuk fel a képlékenységi hatarfeltételt. Ez azt jelenti, hogy ezek
az osszefliggések a képlékenységi hatarfeltételtdl fiiggetleniil érvényesek. Ezt a feltételt
most az Ry zonahatar meghatarozéasara hasznaljuk fel.

Akar a TRescAa-féle, akar a HUBER-MISES-HENCKY-féle feltételt tekintjiik, mindkettd
abbol is szarmaztathato, hogy az anyag mindaddig rugalmas allapotban marad, amig a

torzulasi deformacios munka egy W}- kiiszobértéket el nem ér, amelyt6l kezdve az
anyag a vele kozolt munkat (energiat) mar csak szerkezeti részeinek maradd

megvaltozasaval kepes felvenni. Mivel a mi esetinkben ¢, +¢,+e,=0 &3

o, +o0,+0,=0, ezért a torzulasi munka megegyezik az alakvaltozasi munkaval. Az

@
5.1. szakaszban ezt a munkat mar felirtuk (27,28). Ennek értéke az » = Ry értéknél

pZ(RT—i_(%—@V

o1
50 W,==(o.&, +0,¢ =—|—1 =
0 1 =30t o0t = 55 R,) 2G 4
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Ez felirhato
(51) L(o,-0,)=y2GW, = (c,-0,) =2k, k=,2GW,
alakban is. Az (50) egyenletet R,-ra megoldva,

-
(52) RO—R\/; .

Ezzel megkaptuk a zoénahatar értékét. Ha ezt behelyettesitjik a (49) képletbe,
megkapjuk a mechanikai mezét alkotd paramétereket a terheléssel és az anyagot

jellemz6 allandokkal kifejezve. A G, modulus értékét természetesen labormérésekkel
el6zetesen meg kell hatarozni.
A feladat képlékenységgel kapcsolatos részének ilyen megoldasa talan szokatlannak

tinhet. Végeredményben mind a rugalmas, mind a képlékeny tartomanyban a Hooke-
torvényt alkalmaztuk.

Vegyiik azonban figyelembe, hogy a tartomany képlékeny részében egy masik
rugalmassagi modulust (G ;) Vvezettink be. Ezaltal egyszerisitettiik a szamitasokat, €s

ugyanakkor nem Srtettiink fizikai torvényt.

Hasonlitsuk még Ossze a zonahatar (36)-ban, ill. (52)-ben megadott értékét, vagyis
az

1 .
— 1 P
RO = ReXp(—E-i-Z) Yy, P
. - Ry =Ro(p)=R *

értékeket. Az els6 a P terheléssel
exponencialisan, a masodik négyzetgyokosen
valtozik. De ha k=p (azaz p=k), akkor

mindkét esetben Ry =R. Tehat ennek a két

H p os 4 r 7 J .o,
d - fliggvénynek az értéke ennél a kritikus
0 k 2k terhelésnél (amikor éppen folyni kezd a henger
12, dbra. Zénahatirok a terhelés palastja) megegyezik. De a két elsd derivalt is
fiiggvenyében

megegyezik, és Rg,(k)zz%. Ez azt jelenti,

hogy a p =k kornyezetében a két fliggvény elsérendben kozeliti egymast. (12. dbra).
Példaképpen kiszamitottuk mindkét fiiggvény értékét a p =15k terhelésnél.
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A két érték:
R, = Re®® ~128R, ill.

s} we Ro = R\I5 <1228
326 \* Ha p =2k, akkor
% ...................... R, = Re% ~165R, ill.
2r , %o Ry =RV2 ~141R.
320 LZO ¥=0 A deformaciokat p = 15k
0 J R R, > t,efh’dés ’és G, = 0,5G esetén a 13.
2 p ¥=0 abran vazoltuk.
Figyelembe véve azt, hogy
ekkor Ry =+/15R, a (49) képletek
alapjan

2
_L{z(ﬁj _gl ha R<r<Ry,

r

r R 2
—L(—J, ha r>Rg, Ep =—Ep, g, =0.
r

Mint lathato, mind az ¢,, mind az ¢, fiiggvény, jellegét tekintve hasonlo a (15)-

ben szerepl6 fiiggvényekhez. Ha ugyanilyen terhelés mellett rugalmasnak tételeznénk
fel a tartomanyt, akkor azR<r<R, intervalumon a ¥ = 0 gorbék lennének

érvényesek.
Szamitsuk még ki a hengerpalast eltolodasat mind a (43), mind a (49)-ben adott
képlettel az alabbi adatok mellett:

p =150MPa, k =100MPa, m =4, R = 2000 mm, 2G = 4000MPa, 2G ,, = 2000 MPa
A (43) képlettel:

_ bV emaf R 2R )|k
M(R)_4G(m+1){(5m 4)(Rj 6(m 2)(|nR+2ﬂR~86,9mm

A (49) képlettel:

2
u(R):ﬁﬁ—p 1 1 1- R R =100mm .
2G 2G, 2G R,
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Sziikségesnek tartjuk megemliteni, hogy a (49) megoldas kielégiti mind az
egyensilyi, mind a geometriai, mind az anyagegyenleteket. Ugyszintén teljesiilnek a
peremfeltételek is.

7. RUGALMAS TARTOMANY, RUGALMASBIZTOSITASSAL

Ebben a szakaszban ugyancsak a vagatnyitas kovetkeztében fellépd, un. jarulékos
fesziiltségeket, deformaciokat és elmozdulasokat hatarozzuk meg, feltételezve azt, hogy
. aVagatnyitassal egyidében egy R, —R falvas-
tagsagli biztositast (csovet) épitiink be (/4.
Biztositds i dbra).
i A biztositis szabad felillete nyilvan
i terheletlen kell legyen, mig a biztositis és a
kézet kozos érintkez6 feliiletén
O_f(Rb): o,(R,).

Ugyanakkor ennek a beavatkozasnak a
: hatésa a vagattol eléggé tavol mar gyakorlatilag
elenyészo, azaz

0,(0)=0, 6,(0)=0, u(x)=0.

14. abra. Korszelvényti vagat, biztositassal

Tekintettel arra, hogy a jarulékos paramétereket hatarozzuk meg, ezért a 2. feladatot
kell megoldani mind a biztositas, mind a kdzet altal kitoltott tartomanyon.

7.1. MEGOLDAS A BIZTOSITASBAN (R <r < R})

A beavatkozés a o, =0, =0, =p fesziltségi allapotban 1év6 tartomanyban
torténik, amelynek tehat minden pontjdban o, = p, barmilyen iranyt is legyen r. E
miatt a biztositas szabad feliilete, az » = R henger akkor lesz terheletlen, ha ezen a

palaston p intenzitasi hizoeré muikodik. Ugyanis a p nyomoer6t igy lehet
b

7

dlensilyozni. Ennek a ¢”(R)=—p peremfeltétel felel meg. A biztositds és a kozet

kozos hataran, az R, sugara hengeren, legyen a terhelés, vagyis a radialis fesziiltség

—p+Dys ahol D egyelore ismeretlen. A masik peremfeltétel tehat:

O'b(Rb):— p+p,. A p értéket abbol a feltételbdl fogjuk meghatdrozni, hogy az

I%

r=R, hengeren (ha ugy tetszik, koron) a biztositasbeli és a kozetbeli elmozdulés

egyenld. Latszolag bonyolultnak tiinik a peremfeltétel ilyen felvétele, de mint latni
fogjuk ez a praktikusabb.
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Ezek utan keressiik a fesziiltségeket
B

b_ 4 B _ 4. B
(53) o, =4 2 o, =4+ >

dakban. A o’(R)=-p, ill.a o’(R,)=—p+ p, peremfeltételeket felhasznalva, az

5 p A 5 p+p
Ty A-Z - .
R? R?
egyenletrendszert kapjuk, melynek megoldasa:
R? R?R?
( ) 14 prbz_Rz prbz_Rz
R2
Bevezetvea Q:= ﬁ jelolést, a fesziiltségek:
Rf —R
2 2
R R
o) =—p+pr{1—(—j } o, =—p+pr{1+(—j ]
y 2
(55) fo :—(—p+pr), R<r<R,.
m

Egyszeri helyettesitéssel belathatd, hogy

R? rRY
o (R)=-p, Uf(Rb)=—P+Psz—bRﬂ 1—(—] =—p+Dy,
2_

tehat a peremfeltételek teljesiilnek.

A (4) anyagegyenletek szerint adeformaciok:

b p m’ -2 p,0 m’ -2 (R 2]
& ST b b b\
2G° m 2G m r
(56) P — mb—2+pr—mb—2+ RY] R<r<R
v 2G"  m°® 2G" | m°® r) | ’
b =0,

Az elmozdulds az u =re, Osszefliggés alapjan:

b

(57) ubt =L " 2r+pr{m 2+[£j }r,vb:O, w? =0, R<r<R,.

2G°  m’ 2GP | m® r

Ezzel a biztositasban ébredé fesziiltségeket, deformaciokat és elmozdulasokat
meghataroztuk. Hangsulyozzuk, hogy ezek csupan a beavatkozas (a vagatnyitas és a
biztositas behelyezése) kovetkeztében kialakuld paraméterek. Valdjaban nem is

186



lényeges a tényleges (fizikailag megvalosuld) beavatkozas, hiszen az szilardsagtani
szempontbol ekvivalens azzal, hogy érvényesitjiik a két peremfeltételt.

7.2. MEGOLDAS A KOZETBEN (7 = R})

A megoldast ismét az (53) alakban kereshetjiik, de most a peremfeltételek

0,(R,)=-p+py, 0,(0)=0
formajuak. Ekkor az

B
A-—=-p+p,, A=0
R? ’

egyenletrendszert kapjuk, melynek megoldasa:

(58) A=0, B=(p-p,)R..
Ez alapjan a fesziiltségek:
2 2
R R
(59) O'r:_(P—Pb)(Tbj , O-go:(p_pb)(Tbj , 0.=0, r=zR,.

A (4) egyenletek szerint a deformaciok:

2 2
- R - R
(60) grz_u[_bj ; :M(_bj 620, raR,.
2G ?

r 2G r

Az emozdulasok:

u’i=u=rs,
(61) PP [T |
2G r

v=0, w=0, r>R,.

Ezzel megkaptuk a kézetben
¢bredd fesziiltségeket, deforma-

cidkat és elmozdulasokat. Ter-
mészetesen ezek is a beavatkozas

kovetkeztében keletkezd paramé-

Brre s s
o . (biztositas
r (biz ) terek. A o,és o, Qgorbéi a 5.

abran lathatok.
15. abra. A kézetben és a biztositasban ébredo

fesziiltsegek biztositas beépitése esetén
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7.3. AZISMERETLEN p, MEGHATAROZASA
Emlitettiik, hogy a p, paramétert abbdl a feltételbdl hatdrozzuk meg, hogy a
biztositas és a kdzet elmozduldsa az R, hengeren egyenld, azaz

(62) u’ (Ry) = u(Ry).

Részletesen kiirva, ez azt jelenti hogy az (57) ¢€s (61) Osszevetésével

5 : 2 2
- - — R
_p m 2Rb+prm 2+ R szp Pol Ry R,.
2G"  m” 2G| m® R, 2G R,

Atalakitasok utan innen

mb_2+ﬂ
b 2G° R?
(63) Py=D n L A=, Q=—t—.
mb—2 R2 2G Rb -R
0 St |+ A
Rb

Miel6tt ezt az eredményt ellenériznénk, szamitsuk ki p, értékét a biztositas nélkiili
esetre. A (14) formula szerint ekkor

2
R? R
®) o, =-p5 = o.(R )=—p£—} .
72 b R,
Ugyanakkor akar az (55) akar az (59) alapjan
**) Gf(Rb):O'r(Rb):_p"‘Pb-

A (*) ésa (**) egyenldségébol

—p+ — iz:) — 1_£2
Pt Py pr Py =P R, .

Ezek utan az ellenérzésnek azt a modjat valasztjuk, hogy kiszamitjuk a (63) értékét
arra az esetre, amikor a biztositas és a kézet anyaga azonos, vagyis nincs biztositas. A

(64) képletben ezt ugy érvényesitjiik, hogy G’ =g, vagyis A=1, és m? hel yett
formalisan m-et irunk (bar az utobbinak nincs jelent6sége). Ezeket kihasznalva

sy @noYRE-RY _f) K
olAt m—2 R2 (2m —-1)R? R2 |
o —+ 5 |+1
m Rb

A vart értéket kaptuk, tehat a (63)-banfelirt p, értéke helyes.
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7. A POYNTING-THOMSON-MODELL ALKALMAZASA

Az eddigi megoldasnal feltételeztiik a HOOKE-torvény érvényességét, €s nem vettiik
figyelembe a mechanikai mez6 vagatnyitas utani id6beli valtozasat. Ha ezt is
figyelembe akarjuk venni, akkor a klasszikus POYNTING-THOMSON-féle reologiai
modell adtalehetéségeket is ki kell hasznalni, amely az alabbi két egyenletbdl all:

T+ T =2GE + 2K,
(64) }

T, +7,T, = 3KE, + 3K E,.

Tekintettel arra, hogy jelen esetben

o,=3(0, +0,+0.), 802%(8r+8(p+82)=%(8r+8$),

ezért

1 20, -0, 0 1 2¢, —¢, 0
T=— 0 20,-0 , E== 0 26, —¢

3 [ r 3 [ r

0 0 0 0

Ezt felhasznalva a (64) rendszer els6 egyenlete skalaris alakban

29(2¢, - ¢,)+2G(2¢, —¢,)= (20, ~ 0, )+1(26, - 5,)
29(25, - ¢, )+2G(2¢, -5, )= (20, -, )+ (25, - 5,)

Egyszeri atalakitasok utan az alabbi egyenletrendszert kapjuk:

. +2Ge, =0, +10,,
(65) 277 r r r ‘r

2n¢, +2Ge, =0, +15,.

Ha ebben arendszerben mindegyik derivalt nulla, akkor
(66) o, =2Gs,, oy = 2G8¢,,
vagyis megkaptuk a jol ismert Hooke-torvényt. Nevezhetjik ezt a lassiu vdltozas
esetének. Ha viszont a derivaltak mindegyike végtelenhez tart, akkor a (65) helyett a

2né, =16,, 2mé, =10,

egyenleteket hasznalhatjuk. Integralas utan a

(67) 2ne, =10, 2ng, =70,

Osszefiiggéseket kapjuk. Ezt nevezhetjilk a gyors valtozas esetének. Itt kihasznaltuk

azt, hogy avagatnyitas utani pillanatban o, , ill. o, ateljesfesziiltségek, ¢,, ill. ¢

r? ®
pedig az un. kezdeti deformaciok.
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Osszehasonlitva a (66) ésa (67) eredményeket, azok csak formailag kiilonbdznek
egymastol. Mondhato az is, hogy a (66) egy olyan HOOKE-torvény, amelynél a 2G
modulus helyett 2n/7r  szerepel. Ez utdbbit szokas dinamikai rugalmassagi

modulusnak is nevezni.

A tapasztalat azt mutatja, hogy az iiregnyitas pillanataban a teljes fesziiltségek ¢és a
kezdeti deformaciok azonnal, tehat igen gyorsan lejatszodnak. fgy a (67) eredmények
realisak. Mindezt alatamasztja az a fizikai térvény is, hogy szilard anyagokban a
mechanikai impulzus konduktiv aramlas tjan terjed, ezért a teljes (66) fesziiltség igen
gyorsan, a nyitas pillanataban kialakul. Az elmozdulas, és ennek kovetkeztében a teljes
alakvaltozas ezt nem tudja kdvetni, mert ezek konvektiv azaz makroszkopikus aramlas
utjan terjednek. A tomegaramlas nyilvan lassibb, mint a konduktiv aram, ahol a
részecskék az impulzust diffiiz Gton tovabbitjak.

Ha ekkor a kialakult maximalis fesziiltség o,, ill. o
kezdeti deformaciok

p» akkor a (67) szerint a

(68) =" ill. 2:=L0,.

Az ¢, és g, deformaciok a késobbiek soran valtoznak, és szamitasukhoz g? és

%
88 kezdoértékekként vehetdk figyelembe.

Miutan a vagatnyitds megtortént, és kialakult a maximalis o, és o, fesziiltseg,
ezek idében mar nem valtoznak, ezért 6, =0 ¢és o, =0. Ezt kihasznalva, a (65)

egyenletek jabb alakja:
(69) né, +2Ge, =o,, 2né,+2Ge, =o,,

ahol o, és o, adott dllandok (az id6tdl nem fliggenek). Az &, és ¢, idtol (¢ —t6l)

2
valo fliggésének meghatarozasahoz ezt a két egyenletet kell megoldani.

Osszefoglalva, a kétféle HOOKE-torvénynek megfeleld megoldasok:

1. Hooke - modell (1 — =), alassi valtozas modellje esetén

=]
o, =-p|l—|, ©
r
2 2
0 p (R 0 p(R).
70 =——| ] = — ]
(70) er ZG(I’j ‘o ZG(rj

L :ﬁ(ﬁ}
2G\ r

S8
Il

<
A/
~ | &
N—
N

190



2. Hooke —modell (¢ — 0), agyorsvaltozas modellje esetén

2 2
R R
r r

(72) goz_ﬁiegi

r

2n

u0 = LR (ﬁj
2n \r

értékeinek valtozasat szemlélteti a vagat tengelyétdl mért

A 16.dbraaz ¢, ¢s ¢,

0

pT[RJé
g, =" —1|;
7 on\r

tavolsag fliggvényében mind a gyors (v =o0), mind alassa (v = 0) valtozas esetére. A

folytonos gorbék e két hataresetnek (nulla sebességli, ill. végtelen sebességii

valtozasnak) megfeleld allapotot jellemzik. A kozbils6 (0<t<o)  allapotnak

megfelelé gorbék a szaggatott vonallal rajzoltak. Az abran lathat6, hogy a gyors
valtozashoz (6 =) tartozo, értékek kisebbek, mint a lassa valtozashoz (o =0)

tartozok. Ez kovetkezik abbol, hogy

16. abra. Deformdciok a POYNTING-THOMSON-
modell esetén

Mint emlitettik, a gyors
valtozds (a gyors vagatnyitas)
kovetkeztében fellépd, hirtelen
kialakul o fesziiltség és
deformaciok (71)-ben  fdlirt
értékeibdl  kiindulva, a (69)
egyenleteket kell megoldani.

Felhasznalva, hogy

2
0 R
0, =0, :_p(_j )

a (69) elss egyenlete

R 2
(72)  2né, +2Ge,. =-p (—j :
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PrR*

Ennek a differencialegyenletnek az ¢, (0) = — o 7 kezdeti feltételt kielégitd
nr
megoldasa:
RY Gt % -
(73) ¢ =& (r1) :-i[—j 1—(1——]e N L
2G\ r n

Ez az eredmény azt igazolja, hogy az id6tdl is fiiggd ¢, (r,t) dakvaltozas a két

Hooke-térvény alapjan kapott (&, és 8,9 ) aakvaltozas ,,linearis” kombinacidjaként is

G
—t

felirhatd, ahol e kombinacié e 7 egyiitthatdja nyilvan ¢ —t6l is fiigg.

Bevezetve az
G,
(74) 1—[1—3} T = o)
n
jelolést,
R 2
(75) & =&, (r) = a(r) =—iH a(f)
2G\ r

alakban is eléallithato. Ez utobbi eredmény szerint &, (r,t) értéke — a klasszikus

HOOKE-térvénynek megfelels -  &,°

kezdoérték és a(t) szorzataként irhato fel.
Hasonloképpen, a (69) masodik egyenletét az

p R

277 r2

kezdeti feltétel mellett megoldva, az  &,(r,f) deformaciot kapjuk. Ennek

,(r,t=0)=

ismeretében az u = re, Osszefligges alapjan az elmozdulas szamithato.

Osszefoglalva:

(76)
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-t
E =€ (r,t)=8:O+(89—g;O)e mo_
2
__L(Ej 1-[1-67
2G\ r n
(77) _G,
g(p:gw(r,t)—g;o+(gg—g;o)e n
2
=+£[£j 1-(1-67
2G\ r n
£,=¢ (r,t)=0
—t
_ ) 0 © n _pR R
=(r,t) = + — £
u=Fr)=u”"+W —-u”)e ZG(
R(R Gr) o
(78) p—[—j{l— (1——Tje g ],
2G\ r n
v =0,
w=0.

Ellen6rzésképpen érdemes kiszamitani az alabbi hatarértékeket:

T(R 2
lim gr(r,t):ggz—p—(—] ,
2n\ r

t—0

2
. (R
lim ¢ (r,t)zgo:p—(—j ,
-0 7 ? 2p\r
limu(r,t) = u = ﬂ(ﬂj,
t—0 2n \r

t—>0

lim &, (r,7) = 5;’,0

t—>0

t—0

2
. R
lim e, (r,0) = = -2 —j :
2

lim u, (r£) = u® :ﬁ(ﬁ}
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