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ELOSZO

A kotetben talalhatd négy eldadds a MONTAVID RESEARCH GROUP keretében végzett
kutatasi projekt eredményeinek egy részét ismerteti, melyeket a Nemzetkdzi
Kozetmechanikai Tarsagas (ISRM) Magyar Nemzeti Bizottsaga altal szervezett hazai
kézetmechanikai konferencidra keriilnek egy, szerkesztett kitetbe.

Az elvi ¢és gyakorlati kutatdsokhoz, mérnoki tervezésekhez és technologiai
fejlesztésekhez elengedhetetlen az anyagtorvény (konstitutiv egyenlet) ismerete. Ehhez
feltétleniil sziikséges a kontinuumok anyagtorvényének meghatarozasa, altalanos és
specifikus alakjainak felirdsa. Ez fizikai oldalrol az irreverzibilis termodinamika
(energodinamika) alapjaira tAmaszkodva torténhet.

Az elsé eloadas a kontinuum-felfogas indokoltsagdt mutatja meg, s a mérnok-
geologiai kézetmodell tobbszintes jellegét mutatja be, kiilon részletezve a modellelemek
mikor tekinthet6k homogénnek, izotronak, illetve folytonosnak.

A masodik eloadas foglalkozik az anyagtorvény tényleges meghatarozéasaval.
Bemutatja a kontinuumok irreverzibilis termodinamik4janak alapjait — termikus és
mechanikai kolcsonhatdsra korlatozva -, és megadja az izotrdop kontinuumok mai
felfogasunk szerint legaltalanosabb anyagtorvényét. Bebizonyitja, hogy létezik olyan
anyagtorvény, amely igaz lokalis termodinamikai egyenstlyban és azon tul is. Olyan
torvény, amely a deformacidok teljes tartomanyara érvényes: a kis- €s nagy
deforméciokra, tovabba a rugalmas- és képlékeny deformacidkra egyarant, végig az
alakvaltozas teljes skaldjan: a terheletlen allapottdl a tonkremenetelig. Ezen beliil
azonban nem részletezi a képlékeny tartomanyban vald anyagviselkedést, csupan a
rugalmas-reologiai anyagtorvényt fejti ki konkrét formajaban.

A harmadik eldadas foglalkozik a levezetett altalinos POYNTING-THOMSON-féle
(4n. standard) modell tulajdonsagaival. Megkisérel a 6 anyagallandos dltaldnos standard
test mellett redlis, de egyszeribb modelleket bevezetni, mint az 5 allandds
egyszertsitett, a 4 4llandos specidalis és 4 allandds klasszikus standard test. A Fiiggelék
bemutatja, hogy a linearisan rugalmas HOOKE-testre vonatkozd megoldasbol hogyan
lehet a klasszikus és specidlis standard modellre vonatkozé megoldast eldallitani.

A negyedik eloadas az egytengelyli laboratoriumi nyomokisérletekhez sziikséges
probatestek méret- és alakkialakitdsaval foglalkozik. Bemutatja, hogy az eddigi mérések
altalaban nem megengedhetd kozelitések. Levezeti a hengeres probatestekre vonatkozo
korrekt mechanikai 0sszefliggéseket, majd kozelitd megoldast is szolgaltat. Bemutatja,
hogy a keresztirany deformdacio hogyan valtozik a mérési elrendezés €s az alaktényezo
fliggvényében. Ramutat, hogy nem helytallo az a feltevés, hogy a harant irdnyt
deforméciok egyenlok.



Az otodik eloadas az altalanos POYNTING-THOMSON-féle reoldgiai modell
anyagalland6inak laboratoriumi meghatarozasahoz sziikséges kiértékelési képleteket
vezeti le, majd kitér az anyagéllandok meghatarozasanak kérdésére. Ennek keretében a
rugalmas, izotrop kozegre vonatkozd anyagtorvényt linedris differencidlegyenletre
vezeti vissza, majd ezeket kiillonbozo terhelésvezérelt, ill. deforméciovezérelt esetekre
megoldva jut a gyakorlatban is hasznosithatd 0Osszefiiggésekhez. Mindezeket egy
konkrét példan is bemutatja a legkisebb négyzetek modszerét alkalmazva. Vazlatosan
utal az anizotropia esetére €s a képlékeny allapot felléptére is.

Az elGadassorozat adds marad

- a képlékenységi hatarfeltétel megfogalmazasaval, és csupan utaldsokat tartalmaz ra
vonatkozoan,

- a képlékenységi tartomanyban vald anyagviselkedés fizikai ¢és matematikai
megfogalmazasaval, valamint

- atonkremeneteli hatarfeltétel megadaséaval.

Mindezen kérdésekre valaszt még a szerzOk nem ismerik teljes kortien, csupan a
termodinamikai allapottér specifikumabol adodo feltételek kertiltek felderitésre, és
bizonyos, valosziniisithetd sejtések 4allnak rendelkezésre. Az tudott, hogy a
termodinamika masodik fOtételén, illetve az entropia konkavitdsan kiviil wjabb
természeti torvény mar nincs, amely sziikséges lenne a megoldas meghatarozasahoz. igy
az Olvaso is megkisérelheti feltarni ezen 01j tudoméanyos eredményeket.

Budapest, 2006. szeptember 6.

A Szerzok
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[ZOTROP KONTINUUMOK ANYAGTORVENYE
I. A KONTINUITAS, A HOMOGENITAS ES AZ ANYAGMODELL

KERTESZ PAL
MONTAVID RESEARCH GROUP, BUDAPEST

VASARHELYI BALAZS
BUDAPESTI EGYETEM MERNOKGEOLOGIAI TANSZEK - MONTAVID RESEARCH GROUP,
BUDAPEST

A kontinuitas fizikai fogalma, a kézetmodell tébbszintes felfogasa, a homogén anyag
fenomenologikus fogalma. A mérnékgeologiai kdzetmodell és elemei.

1. BEVEZETES

Azok, akik a természet €s az emberi beavatkozas kolcsonhatasat vizsgaljak, egy
altalanos tudomanyos diszciplina részteriiletére koncentralnak, nevezetesen az
energodinamika részteriiletére: kozismert nevén az irreverzibilis termodinamikara. Az
emberi (mérndki) beavatkozds — banyaszatnal, alagutépitésnél, alapozasnal, stb. —
megbontja — az esetleg évmilliok ota fenndlldo — egyensulyt, és a mérnoki 1étesitmények
tervezésével egy 1) egyensulyi allapotot kivan létrehozni. Ennek a célkitizésnek az
eredményessége minden esetben a természet €s emberi beavatkozas kettds rendszerének
modelljétdl, helyesebben annak adekvat voltatol fiigg. A tudoményos megismerés is a
modell-alkotdsokon keresztiill vezeté ut. Kimondhatd tehat, hogy a modellfogalom
kozponti helyet foglal el a tudomdényos-, technikai- ¢€s technologiai ismeretek
gyarapodasaban.

2.AZ OBJEKTIV VALOSAG VEGTELENSEGE

Az objektiv valosag egyik (talan geometriainak nevezhetd) dimenzidjaban 1étezd
objektumok

- térben,
- 1dOben,
- tulajdonsagaiban

egyarant végtelenek. Az emberi gondolkozas korlatozott volta miatt, a végtelenrdl at
kell térni a végesre, ¢és ez a kovetkezé modellalkotasokat jelenti:

11



A tér végtelenségérdl a végesre vald attérést a rendszer és kornyezete fogalmanak
megalkotasa tette lehet6vé, amikor a vizsgalt végtelen térrészt leszikitjiik egy véges
tartomanyra (rendszerre), €s a figyelmen kiviil hagyott komplementer tartomanyt
hatdsaban, mint kornyezetet modellezziik. Kiemelt jelentéséggel bir a rendszer
hatarfeliilete, amelyre a kornyezeti hatast, mint kertileti feltételt illesztjiik.

Az id6 végtelenségérol a végesre vald attérést az dallapot és a folyamat fogalméanak
megalkotasa tette lehetové, amikor az allapottal a rendszert jellemezziik egy adott
id6pillanatban, és az dallapotok idobeli sorozatat nevezzik folyamatnak.

A tulajdonsagok végtelenségérdl a végesre vald attérést az dllapotjelzok
fogalmanak megalkotdsa tette lehetové, amikor véges szamu allapotjellemzdvel
jellemezziik a rendszer végtelen sok anyagi tulajdonsagat. Jellemz6 allapotjelzéknek
azokat nevezzik, amelyek segitségével a rendszer tulajdonsagai egy adott idépontban,
nagy megbizhatosaggal leirhatok, mikdzben a tobbi (végtelen sok) tulajdonsagot
elhanyagoljuk. Azonban a modell kialakitdsa nem lehet Onkényes, amennyiben a
valosag bar kozelitd, de adekvat tiikkrozése a célunk — és nem is lehet mas, mert hibas
premisszabol kiindulva, hibéatlan 1épések sorozatan at is csak hibas konkluziora
juthatunk.

3. AMODELLALKOTAS SZEMPONTJAI

A modellalkotasnal figyelembeveendd legfontosabb szempontok a kovetkezok
lehetnek:
3.1 A természettol idegen feltevések elvetése, még ha az eddigi tudomanyos ismereteink
alapjan plauzibilisnek tlinnek is. Ennek az elvnek a figyelmen kiviil hagyasa, pl. a
mechanika teriiletén olyan téves felismerésekre vezettek, amelyekre komplett
tudomanyos diszciplindk épiiltek. (P1. a mechanikdban az eredmények érvényességének
a kis deformaciok tartomanyara valo sziikitése, a geometriai €s fizikai nemlinearités, a
fesziiltségeknek a deformacioktol valo fiiggése, stb.)

3.2 A modellezésnél a rendszer hatarai ott vannak, ahol

minoségi ugras, diszkontinuitdas jelentkezik, térben, idében,
vagy anyagi tulajdonsdgokban, nem pedig ott, ahol esetleg
célszertiségi okokbol ezeket a hatarokat szubjektive

meghuznank. A valdsag mindig tobbszintes hierarchikus
rendszert alkot. Az alacsonyabb szintli modellelemekbdl a
magasabb szintli modellelem ott alakul ki, ahol mar a halmaz

1. abra

tulajdonsagai nem épitheték fel additive, a halmazelemek
tulajdonsagaibol. Ez a mindségi ugras.
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(Ennek a feltételnek a teljesiilése, pl. a mérnokgeologiai kdézetmodellnél mindentitt
megmutatkozik, mert pl. az atomok tulajdonsagaibdl a kdzetalkotd, a kdzetalkotd
tulajdonsagaibol a kézettomb tulajdonsagai egyszerli 0sszegzéssel nem allithatok elo.)

3.3 Az celézokben elmondottakbol kovetkezik, hogy
egyszintes modell csak, mint fikcid 1étezik. A legegyszeriibb
vizsgélat is minimum kétszintes modellfeltevéssel dolgozik,
ugymint a rendszerelemekkel és az elemekbdl felépiild
rendszerrel. A valosdg végtelenségébdl kovetkezOen
minimum haromszintd modellrendszerrel kell operalni,

mivel a vizsgalt rendszerre vonatkozd kiilsd hatasokat a
vizsgalt modellelemre csak a magasabb szintli modellbdl
vezethetjiik le. 2. dbra

4. A MERNOKGEOLOGIAI KOZETMODELL ES ELEMEI

KONTINUUM. Azt a testet, amelynek anyaga folytonosan tolti ki az altala elfoglalt
teret, kontinuumnak nevezziik. A kontinuumok mozgasaval, idoben valtoz6 allapotainak
egymas utani sorozataval foglalkozo tudomanyteriiletet, pedig kontinuummechanikanak
hivjuk. A kontinuummechanikaban a mikroszkopikus (molekularis szerkezet)
elhanyagolasaval dolgozunk. Tehat fenomenologikusnak tekintett anyag tolti ki a teret,
¢s az anyag allapotanak leirdsdra az anyagi pont helyétél ¢és az 1d6tdl fiiggd
figgvényeket haszndlunk, és ezek a hely és id6 folytonos — és a sziikséges szamu
derivéltakkal rendelkezd — fliggvényei mindeniitt, a véges szamu diszkontinuitési
helyektdl (pontok, vonalak, feliiletek) eltekintve.

A miszaki gyakorlat megkoveteli, hogy az adott létesitménnyel foglalkozo
szakemberek a koOzetkornyezetet szakteriiletiknek megfelelden, de egységes
szemlélettel kezeljék. Ez csak ugy lehetséges, ha bizonyos altalanositasokat végziink és
a jelenségeket az altalanositasok felhasznalasaval modellezziik, azaz idealizalo
feltevésekkel éliink. Az idealizalo feltevések egy tobbszintes modellben dltenek testet,
amelytél megkdveteljiik, hogy a valdsagot jol kdvesse, hogy modellelemei, vagy a
modell dsszessége a mérnoki munka alapjat képezd szdmitasi és méretezési, valamint
Osszehasonlitdsi munkadk elvégzésére elégséges informaciot nyujtson. Az anyagi
tulajdonsagok tobbszintes rendszerét a mérnokgeologiai modellen keresztiil mutathatjuk
be.

4.1. MERNOKGEOLOGIAI MODELLALKOTAS FOLYAMATA.

A mérndkgeologiai kézetmodell részletessége a miiszaki 1étesitmény és a foldtani
felépités bonyolultsdganak kozos fliggvénye. A mérndkgeoldgiai munkakndl olyan
modellt hasznalunk, amelynek térbeli rendszere a foldtani felépités fliggvénye.
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Koriilhatarolhat6 térbeli, vagy siknak tekintheté elemei, meghatarozott térfogatiak (V7),
tomeggel rendelkeznek (m;) és amelyekhez az altalunk vélasztott tulajdonsagok (7 ...,
T; .., Ty), vagy tulajdonsag-valtozasok (ATi) ... ATi) ..., f(T,)) rendelheték. E
mérndkgeologiai kézetmodellt megfigyelési, feltarasi és vizsgalati adatok alapjan, a
miszaki célnak megfeleléen a foldtani kornyezet feltételezett torvényszeriiségeinek
figyelembe vételével, mérlegelés alapjan kell felallitani.

A mérndkgeologiai kézetmodell elemei térbeli elemek, amelyeket hatarfeliiletek,
(hatarfeliileti elemek) valasztanak el egymastol, vagy a létesitménytdl. A felbontashoz
sziikséges hatarok meghtzéasa altalaban igen szubjektiv, mert a hatarok felvételét sok
tényez0 befolyasolja; példaul: figyelembe kell venni a 1étesitendé miitargy méreteit, a
mitargy kornyezeti hatdsanak hatarait, valamint a kdzet telepiilését, rétegtani hatarait,
kézettani és kozetfizikai tulajdonsagokat, stb. A modellelemek fokozatosan kisebbedd
elemekbdl allnak, minél kisebb egy modellelem, annal pontosabban meg-hatarozhatdék
annak a modellelemnek a tulajdonsagai, azaz annal jobban kozeliti a valésagot. A
modellelemeket — természetesen mérnok-geologiai szempontbél — homogénnek ¢és
izotropnak tekintjik. A mérndkgeoldgiai kdézetmodellt a foldtani kornyezetben a
modellelemekbdl kell megalkotni.

EOLCSONHATO KOZET
TOMEG HATARA & 5 T

=i
KGZETTOME PG e
FREVTEE V' KOZETTOMEC
-

OSSZEALLO KOZFT LAZA ULFDEKES

KOZETKORNYEZET
3. abra. A mérnokgeologiai kézetmodell elemei
Barmely térbeli modellelem sajatossagai egy kisebb nagysagrendil térbeli és egy
hatérfeliileti modellelem tulajdonsagaibdl tevédnek Ossze, azaz barmely modellelem

tulajdonsdgai kozelitdleg levezetheték az alacsonyabb szintli (kisebb) modellelemek
tulajdonsagaibol, amint azt a 3. dbra és az 1. tablazat és mutat be.

14



1.

tablazat. A mérndkgeologiai modell elemei (Gdlos & Kertész, 1989)

TERBELI MODELLELEM JELLEMZ® TERBELI RENDSZER HATARFELULETI MODELLELEM
FOLDTANI FORMACIO Telepiilés
KOZETHATAR
) (kozettelepiilési hatar)
KOZETTEST
TAGOLTSAG
(tagol¢ feliilet)
KOZETTOMB Szovet
(SZEMCSE-) KOTES
KOZETALKOTOK (anyagszerkezeti, érintkezési)

4.2. A MERNOKGEOLOGIAI MODELL ELMEI

Az anyagi tulajdonsdgok tobbszintes rendszerét, amelyek (méretekben feliilrdl)

lefelé haladva — a mérnokgeoldgiai kézetmodellen keresztiil mutathatjuk be. Minden

eleme az el6zo, kisebb 1éptékii modellelemekre épiil, melyek elemeiben és egészében

kontinuumként foghatok fel.

forméaciécsoport
0.00

felsd pleisztocén és

holocén képzddmeények
12.00
£
agyagmarga ;
------- 29.00 -
o
homok -
=
43.00 0
<
------- c
....... =
....... agyagmarga a
TEIE b
décittufa 1]
csikokkal -
i e e <
------- 74.00
[ | I I
] ] I mészmérga
I
I I
=T 0
~ - ~ -| agyagmarga;
i Rl = B 4]
T | mészmérga B
[ £
-~ ~ el agyagmérga ;
=~ L =~ L
------- [\ ]
''''''' -
= = - ©
~ ~ ~ €
~ = = marga [\
= ~ 5 - ~
~ ~ = (%]
= = = 208.00

kézettest

kézettomb

4. abra: Uledékes kézetformdcio

Elemei a kovetkezok:

Foldtani formacio,
Ko6zettomeg,
Kozettest,
K6zettomb.

FOLDTANI FORMACIO. A
mérndkgeologiai kézetmo-
dell legnagyobb, foldtani
alapon  kiilonvalaszthato
egysége a foldtani forma-
cio. A foldtani formacio a
foldkéregnek az a része,
ahol a keletkezés {6 felté-
telei azonosak voltak. A
kiilonb6zé formacidk egy-
mashoz fokozatosan, vagy
¢les hatarral kapcsolédnak
a létrehozo foldtani folya-
matok jellegének megfele-
16en.
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formécié Fokozatos atmenetet mutatnak

HH“M “mu M sz a formaciok akkor, ha a kozet-
pleisztocén
. N képzodés koriilményei fokozato
+ | kozettest ’ . v 7 s ean
T o san, hosszii foldtorténeti iddsza-
+ o+ o+ andezit 4 14 A 4
ot - kok soran valtoztak, és éles az
LT © atmenet akkor, ha dinamikusak
o+ o+ o+ « FUUYTTTYTTTY .
|+ o+ 4 o voltak a folyamatok, illetve ha a
<< < << <<| andezitufa £ o+ + kézettomb , , .. . ,
A < FELS hatarok utolagos foldtani valto-
+ o+ o+ -
oLt . P zasok hatasara alakultak ki. A
+|  andezit <| < <] < ‘ } Y . p p
Pep et T < e o< < < T formaciokat kialakulasuk helyé-
L+ o+ 4 < < <
AR B PP R R rol, vagy arrdl a foldtani korrol
+ o+ o+ < & < < < < , .
I o | b <l ek szokasos elnevezni, amelyben
<i< < € < <i< + + b
o | .. o x . .
degcoay ML LT LT képz8dtek, megemlitve a képzo-
T I 0 > + 0+ o+ 4+ y v e 7 .
e P dés koriilményeit.
o+ o+ 04 _ o+
+ + + r . PR 74
s w | adet | o A mérndkgeologiai kdzet-
YT
R I modell, a foldtani formacidkbol a
S s . s
oLt mérndki tevékenység targyanak
L. figyelembevételével jeloli ki a

feladat szempontjabdl szamitasba

5. abra: Magmas kézetformacio 1 .
veendd kdzettdmeget.

4.2.1. KOHZETTOMEG

A kozettomeg a foldtani formécionak az a téreleme, melynek hatarai mesterségesen,
a feladatnak megfelelden keriilnek kijelolésre. Alakjat és a térfogatat a feladat miiszaki
paramétereinek, a kdzettomeget érd hatdsoknak és a foldtani koriilményeknek egylittes
mérlegelésével lehet megadni.

A mérndkgeoldgiai modellezés a foldkéreg egy tartomanyaban, a szalban allo
kézettomegben koriilhatarolt olyan térelemekre vonatkozik, amelyeknek barmely
pontjdban a mértékadd kolcsonhatdas még olyan jelentds lehet, hogy annak
elhanyagoldsa meg nem engedett eltérést eredményezne. Ezt nevezziik kolcsonhato
(egyiittdolgozd, reaktiv) kozettomegnek, melynek hatdrai a mérndki feladatnak
fliggvényében, mérlegeléssel keriilnek kijelolésre.

A kozettomeg egyes részeinek tulajdonsagai igen eltérdek lehetnek, igy a vizsgalt
kézettomeg tulajdonsdgairol a megszokott értelemben nem beszélhetiink. Ebbol
adoddéan a szalban 4ll6 kodzettomeget modellelemekre kell bontani, melynek
viselkedését — természetesen bizonyos hatarok kozott — mar meg lehet hatdrozni. A
modellelem hatarai:
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o foldtani-koézettani hatarfeliilet
o szilard foldkéreg felszine

e szubjektiv dontéssel meghtzott hatar
4.2.2. KOZETTEST

A kozettest olyan, altaldban tagolt térelem, amely azonos kdzettani mindségi,
tagolatlan kdzettombokbdl all. A kozettest tulajdonsagai részben a kdzettestet alkoto
kozettombok tulajdonsagaitol, részben a tagoltsag mértékétdl fiiggenek. A kdzettestet
alkot6 kézetek nemcsak anyagukban egyeznek meg, hanem a kdézetek tulajdonsagaiban
is (példaul mallottsag, tagoltsag, stb.).

A koézettesteket egymastdl olyan hatarfeliilletek valasztja el, amely mentén a
kézetmindség megvaltozik, ez a valtozas lehet:

o ¢les (pl. két kiilonbozd koézet hatarfeliilete, tagolofeliiletek rendszerének
valtozasa, stb.).

o fokozatos atmenetet mutatd (pl. tagolofeliilet stiriségének fokozatos valtozasa,
mallottsdg fokozatos véltozasa, stb.). Ilyenkor a hatar meghuzasa szubjektiv
dontésen alapszik.

A kozettestrdl feltételezhetd, hogy annak anyaga homogén ¢és izotrdp
tulajdonsdgokkal rendelkezik. A kodzettestben altalaban a koézettestre jellemzd
iranyokban és hosszakban tagolo-feliiletek talalhatok.

4.2.3. KOZETTOMB

A kozettomb (mas néven kézetblokk) a kdzettestnek az a része, amit tagold-feliiletek
hatarolnak. A kézettomb tehat tagolatlan, homogén és izotrop rész, a mérnokgeologiai
modell legkisebb eleme. Természetesen a kdézettdmb tovabb bonthaté még kdzetalkotd
asvanyokra, de ezek elemzése mar altaldban nem tartozik bele a mérndkgeologia
vizsgélat szintjébe, ugyanakkor néhdny esetben (féleg agyagisvanyok jelenléténél)
sziikséges lehet ezek pontos ismeretére. (6. abra).

A kozettomb és esetenként a kdzettest az a modellelem, amelynek tulajdonsagait a
kiilonb6z6é laboratoriumi és in-situ mérésekbdl hatdrozzuk meg. A modellelemek
hatérait alkotd diszkontinuitdsok (tagolo-feliiletek, k6zethatarok) jelentik azt a mindségi
ugrast, amelynek figyelembevételével alkothatdé meg a magasabb szinti modellelem
tulajdonsagai.
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4.3 HOMOGENITAS, IZOTROPIA ES FOLYTONOSSAG A MERNOKGEOLOGIAI
KOZETMODELLBEN

A mérndkgeoldgiai modellben az egyes modellelemek megitélését a homogenités -
inhomogenitas, izotropia — anizotropia, valamint folytonossag - tagoltsag szempontjabol
az alabbi tdblazatban szemléltetjik. Az aldbbiakban bemutatjuk, hogy a
mérndkgeologiai modellelemek mikor tekinthetok homogénnek, izotropnak, valamint
folytonosnak.

2. tablazat. Homogenitas, izotropia és folytonossag a mérnokgeologiai kézetmodell rendszerében

HOMOGENITAS

- - S A _ KRISTALYOS  ALKATTALAN
MERLEGELESI FOLDTANI KOZETTEST KOZET

SZEMPONT FORMACIO TOMB KOZETALKOTO

Foldtani

Telepiilési Homogén

Tagoltsagi

Heterogen

Kdzettani
Anyagszerkezeti

IZOTROPIA

: : s . s er | KRISTALYOS | ALKATTALAN
MERLEGELESI FOLDTANI KOZETTEST KOZET

SZEMPONT FORMACIO TOMB KOZETALKOTO

Foldtani

Telepiilési Izotrop

Tagoltsagi

Kézettani Anizotrop

Anyagszerkezeti

FOLYTONOSSAG

: : 5 . KRISTALYOS | ALKATTALAN
MERLEGELESI FOLDTANI , KOZETTEST KOZETTOMB
SZEMPONT FORMACIO KOZET-ALKOTO

Foldtani

Telepiilési | Folytonos

Tagoltsagi ‘

Kozettani Nem-folytonos ‘

Anyagszerkezeti ‘

A mérndkgeologiai kozetmodell elemei szempontjadbdl a homogenitds és a
heterogenitds, az izotropia és anizotropia, valamint a folytonossag fogalmat a
modellelemeknek, mint térelemeknek nagysaga; a miszaki feladat jellege ¢és a
létesitmény, valamint a modellelem hatdsmechanizmusa szerint, dialektikusan kell
értelmezni.
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A modellalkotashoz ezeknek az 0sszetartozd fogalom-paroknak alapvetdéen foldtani,
ezen beliil telepiilési és tagoltsagi, valamint kdzettani és anyagszerkezeti vonatkozasait
kell tisztazni. E szemléletmodba kell illeszteni az épitési feladat megvaldsitasahoz
sziikséges modellelemekrdl alkotott képiinket.

Elvileg minden mérndkgeolodgiai modellelem heterogén és anizotrép. A
kézetmodellt a feladat rendszerében akkor tekinthetjik homogénnek (kvazi-
homogénnek), ha a szemlélet modja szerint, a feladat nagysagrendjében a homogenitast
zavard tényezOok elhanyagolhaték. Hasonléan az izotropia is altaldban a miiszaki
sajatossagok szerint értelmezett kvazi-izotropia lehet csak. E tényezok kiillonbozden
értelmezhetéek  foldtani, telepiilési, tagoltsagi, kozettani ¢€s anyagszerkezeti
szempontbol.

Egy foldtani formacion beliil foldtani szempontbol minden modellelem homogén,
telepiilés szempontbol csak a kdzettest €s az anndl kisebb modellelemek azok.
Tagoltsagi szempontb6l a kozettest lehet homogén (tagolatlan vagy egyenletesen
tagolt), vagy heterogén; a kozettomb és a kisebb modellelemek tagolatlanok, igy e
szempontb6l homogének. Kézettani szempontbol a kdzettest (és a kisseb modellelemek)
altalaban homogének, kivételes esetben pl. a dolomit-mészkd vagy kavics-homok
valtozasokbol allo6 koézettest padig heterogén. Anyagszerkezeti szempontbol
homogénnek csak a szabdlyos elrendezésii atomhalmaz, a kristaly tekinthetd, az
alaktalan kozetalkotd, valamint az Osszes tobbi modellelem e szempontbdl mar
heterogén.

Az izotropia vizsgélata soran a foldtani formaciot minden szempontbol anizotrépnak
tekinthetjiik, a kozettest foldtani ¢és telepiilési szempontbol Ilehet izotrop is, e
szempontb6l a kisebb modellelemek izotropok. Tagoltsagi anizotropia csak a
kézettestben és a nagyobb modellelemekben értelmezhetd; mig kdzettani szempontbol
anizotropia (pl. rétegzettség) mar a kézettomb Iéptékében is. Anyagszerkezeti
szempontbol csak az alkattalan, talhtitott folyadéknak is tekinthetd kézetalkotd (pl.
kézetiiveg) mondhato izotropnak, a kristalyos kézetalkotd anizotrdp.

A foldkéreg térelemei altalaban kontinuumnak tekinthetjiik, igy a folytonossag
érvényesiilését csak egyéb szemszogbdl vizsgaljuk, ahol a folytonossag
megszakadasanak a vizsgalt szempont szerinti hirtelen valtozasokat tekintjiik. igy
telepiilési szempontbdl a formacio, tagoltsagi szempontbdl a kdzettest €s a formacié mar
nem tekinthetd folytonosnak, kdzettani és anyagszerkezeti szempontbdl a kdzettomb
folytonossaga sem mindig all fent.

BRAY (1967) mutatta ki elsének, hogy abban az esetben, ha a tagolé-feliiletek szama
meghaladja a 10-et, a kozettest viselkedése csupan 5 %-ban tér el a valédi homogén és
izotrop viselkedést6l. HOEK és BROWN (1980) bebizonyitottdk, hogy a homogenitas
igen erdsen filigg a probatest méretétdl, azaz a legheterogénebb kdzettestbdl is kivehetd
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homogén rész. Belathatd, hogy a kozettest csak abban az esetben tekinthetd
homogénnak, ha kevesebb, mint 2 tagoltsdgi rendszert tartalmaz, vagy ha teljesen
feltoredezett. E két eset kozott altalaban inhomogén viselkedése miatt a kdzetkornyezet
nehezen modellezhetd. Ezt mutatja be a 7. dbra.

Abban az esetben, ha a Iétesitmény kozetkOrnyezete egy, vagy két tagoltsagi
rendszert tartalmaz, mechanikai viselkedését homogén kézettestként kezelni nem lehet.
Erre mutatnak példat a 8. abra fényképfelvételei, amelyeken egy homogénnek nem
tekinthetd, kevéssé tagolt sziklarézsiit, valamint egy homogén viselkedést feltételezhetd,
feltoredezett kdzetanyag, kiilszini banyat lathatunk.

ép kozet

egy tagoltsagi
rendszer

________

két tagoltsagi LS
rendszer

erdsen tagolt kozettest

7. dbra. Kozetkornyezet osztdlyozasa a tagoltsagi rendszerek szama szerint (HOEK, 1994)

Egy adott miitargyon beliili eltérést a 9. dbrdn szemléltetjik — a tagoltsagok
striisége ¢€s a mitargy geometridjabol adodoan az egyik esetben a kézettomboket kiilon
kell vizsgélni, mig a masik esetben lehetdség van a homogenizaciora.
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8. abra. Csak egyedi kézettombik viselkedésével leirhato (A), és homogénnek tekinthetd (B) sziklarézsiik
(HOEK & DIEDERICHS, 2006)

! F——i

[ =

|I - .'" B -
T o
— —~— S
a b

9. abra: Blokkos (a) és toredezett (b) kozettest (BARTON, 1990)

Kiilonb6z6 modellszinteken az elemek szilardsagi tulajdonsagai nagyon eltérdek.
Minél nagyobb egységet vesziink figyelembe, az elem annal kisebb szilardsadggal
rendelkezik. A szildrdsdg modellszintenként torténd valtozasat mutatja a 10. abra.

A szilardsagi értékek ilyen nagymértéki valtozasdt az okozza, hogy a
legalacsonyabb modellszintii elemekben nincs szamottevd tagolod-feliilet, mig a magas
szintli modellelemek esetén a szilardsagi érték meghatarozasakor mar a tagoltsag fontos
szerepet jatszik.
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VIZSGALATOK

laboratériumban | helyszinen

szilardsag

prébatest merete

10. abra. A vizsgalt modellelem méretének hatdsa a szilardsdgra (PALMSTROM, 1995 alapjan)

KOSZONETNYILVANITAS

VASARHELYI BALAZS ez(ton mond koszdnetet a Bolyai Osztondijnak és az OTKA
D048645 szamu, ,,A kozettest mechanikai allandoinak valtozasa a kdzet allapotanak és
tagoltsagi rendszerének fliggvényében” ciml kutatasi programnak, melyek kutatasait
tamogattak.
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[ZOTROP KONTINUUMOK ANYAGTORVENYE
II. AZ ALTALANOS TORVENYSZERUSEGEK

VAN PETER
RMKI, ELMELETI FOOSZTALY, BUDAPEST - MONTAVID TERMODINAMIKAI
KUTATOCSOPORT, BUDAPEST

ASSZONYI CSABA
MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATOCSOPORT, BUDAPEST

Az eléadds a Montavid Termodinamikai Kutatocsoport keretében végzett kutatasi
projekt eredményeinek egy részét ismerteti. A gyakorlati kutatasok, mérndki tervezések és
technologiai fejlesztésekhez elengedhetetlen az anyagtorvény (konstitutiv egyenlet) ismerete.
Ehhez sziikséges a kontinuumok irreverzibilis termodinamikdjara tamaszkodva az anyagtorvény
altalanos alakjanak meghatarozdasa, a benne szereplo anyagallandok kifejtese, és az
anyagallandok laboratoriumi és in-situ meghatarozashoz sziikséges osszefiiggések levezetése.

Ebben az eléadasban az elsé résszel foglalkozunk, bemutatva kontinuumok irreverzibilis
termodinamikdjanak alapjait — termikus és mechanikai kélcsonhatdsra korlatozva -, s megadjuk
az izotrop kontinuumok mai felfogasunk szerint legaltalanosabb anyagtorvényét. Bebizonyitjuk,
hogy létezik olyan anyagtorveny, amely igaz lokdlis termodinamikai egyensulyban és azon til,
amely a deformaciok teljes tartomanyara érvényes: a kis- és nagy deformdciokra, tovabba a
rugalmas- és képlékeny deformdciokra egyardnt,' végig az alakvdltozds teljes skdldjan: a
terheletlen allapottol a torésig.

1. BEVEZETES

Fold alatti létesitményeknél, banydaszati-, alagutépitési feladatoknal a mérnoki
gyakorlat legtobbszor a kontinuummechanika (folytonos kozegek mechanikdja)
Osszefiiggéseit, un. alapegyenleteit hasznaljak fel, amelyek koziil kiemelkedd
fontossdgli az anyagtulajdonsédgokat visszatiikr6z6, a mechanikai hatisra torténd
anyagviselkedést leird anyagtorvény.

A kontinuummechanikai szakirodalom tulnyomo, szinte meghatarozo része, az
anyagtorvény meghatdrozasat a spekulacid birodalmaban keresi, a kisérleti és egyéb
megfigyelési tényadatok birtokdban keres egy olyan Osszefiiggést, amely megfeleléen
illeszkedik mechanikai vilagképiinkhoz és tapasztalatainkhoz. Teszi mindezt ugy, hogy
igazan fogalma sincs rola, hogy mit is jelent az anyagegyenlet, s mely fizikai valtozok

' Ennek bizonyitisa meghaladja ezen amugy is nagyon hosszii cikk kereteit, s ezért csak egy
kovetkezében kozoljiik.
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kozott teremt fliggvényszerli kapcsolatot, €s miért. Ez nagyon sok ma ismert
kontinuummechanikai munkara érvényes.

A kontinuummechanika fejlddésében mérfoldkd volt, amikor a termodinamikai
oldalt is bevontak, hiszen az anyagtorvénynek nem szabad megsértenie a fizika alapvetd
elveit, mint az objektivitas, vagy a II. fotétel. A kérdés azonban ezeknek az
alapelveknek a pontos megfogalmazasa és itt jelentds kiilonbségeket figyelhetiink meg
az irodalomban. Eppen ezért, jo néhany neves szerz6nél nagy a keveredés, példaul
olyan Osszefiiggéseket hasznéalnak fel, amelyek csak a lokalis egyensulyi testeknél, csak
a termosztatikaban igazak. Kiilondsen bonyolultabb mikroszerkezet (polimerek,
mikrokristalyos anyagok, stb..) esetén ezek a kiilonbségek — az egységes
megfogalmazas hianya — odaig vezettek, hogy kétségesnek tiinik az altalanos elvek
hasznossaga, sOt egyaltalan az 4altalanos elvek érvényességében is elkezdhetiink
kételkedni.

A korszeri anyagfelfogasnak — masok mellett — a kontinuumok irreverzibilis
termodinamikajaba szervesen kell illeszkednie, €s a tudomanyteriilet minden térvénye,
mint peremfeltétel, meg kell, hogy jelenjen benne. A probléma csak az, hogy a
kontinuummechanika €s az irreverzibilis termodinamika két, egymastol teljesen kiilon
keletkezett és kiilon fejlédé teriilet. Osszehangolasuk nem teljes és nem is
problémamentes. A fizika két alapvetden eltéré szemléletmodjat kell egyeztetni. Az
egyikben az alaptorvények reverzibilisek a vilag tokéletes, €s az irreverzibilitds az
idedlistol vald zavard eltérés. A masikban az alaptorvények irreverzibilisek, a vilag
tokéletlen és a reverzibilis hatar soha el nem érheté idea [PRIGOGINE-STENGERS, 1995].
Mindkét esetben a masodik fététel a kulcs, ami meghtzza a hatart irreverzibilis és

reverzibilis kozott. De még ha ugy is véljiik, hogy értjiikk a masodik fotétel szellemét,
betlivé, matematikai eljarassa formuldzni, az adekvat megfogalmazast megtaldlni nem
egyszeru feladat.

A kontinuumok termodinamikdjanak  altalanos  kidolgozdsdra mi sem
vallalkozhattunk, de egy-egy téglaval hozzajarulhatunk az épiilet felhizdsdhoz. Ahhoz
az ¢épiilethez, amelynek mas téglait a magyar nyelvii szakirodalom olyan munkai
alkotjak, mint példaul [VERHAS, 1985, BEDA-K0OZAK-VERHAS, 1986]. A kovetkezokben
ezekbdl a kutatasi eredményeinkbdl bemutatjuk az anyagtorvény meghatarozasanak egy
lehetséges modjat.

2. A KONTINUUMMECHANIKA ALAPEGYENLETEIROL

A kontinuummechanikaban a feladatmegoldas a kiillonboz6 tenzormezdk (helytdl és
1d6tdl fiiggd, szakaszosan folytonos és differencialhatd tenzor értékii fiiggvények)
meghatarozasat jelenti. Ez a mechanikai alapegyenletek megoldéasat jelenti, véges
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szaml szakadassal (diszkontinuitassal) rendelkezd, egyszeresen vagy tobbszordsen
Osszefiiggd tartomanyon, a kezdeti és keriileti feltételek mellett.

2.1. A KONVENCIONALIS KONTINUUMMECHANIKAI FELFOGAS. A hagyomanyos
elméletek keretei kozott harom egyenletet hasznalnak fel, amelyeket alapegyenleteknek
hivnak:

(A)A DINAMIKAI EGYENLET: amely az anyagi tér tetszOleges zart tartomanyanak
dinamikai egyensilyat fejezi ki, s NEWTON axioémainak heurisztikus altaldnositisaként®
nyerhetd, és altalaban CAUCHY-egyenlet néven is ismert. Ez fizikai egyenlet.

(B) A GEOMETRIAI EGYENLET: amely a deformalt test pontjainak elmozdulésa (u) és egy
tetszOleges pont kornyezetének alakvaltozasa (A), vagy deformacioja (D) kozotti
Osszefiiggést adja meg [A = f(u), D = g(u)], s azt fejezi ki, hogy az alakvaltozas, ill.
deformaci6o a kornyezetet alkotd pontok elmozdulasaibol kell szarmazzon. Ennek
Jinverzét” [u = f'(A), u = g’ (D)] nevezziikk KOMPATIBILITASI EGYENLETNEK. Ezek nem
fizikai egyenletek, hanem a kontinuum leirdsdnak modjabol, a kinematikabol kovetkezo
definicios egyenldségek.

(C) Az ANYAGEGYENLET: amelyet a deformalt testben ébredd fesziiltségek és
alakvaltozasok (deformaciok) kozotti dsszefiiggésként értelmeznek (sokszor hibésan).
Ez is fizikai egyenlet, az anyag szerkezetére vonatkozo hipotézisiinkon alapul.

Ezen az alapon semmi nem mondhaté az anyagtérvényrél csak az, hogy a
fesziiltségmez6 az alakvaltozasi-, vagy deformacios mezo fiiggvénye: F = F4(A), F =
Fp(D). Azonban koztudott, hogy alakvaltozasi tenzorbdl is tobb tucat ismert az
irodalomban, amelyek az alakvaltozast mind valamilyen értelemben korrekten irjak le.
Akkor azonban ezek koziil a fesziiltség melyik tenzornak a fiiggvénye?

A probléma gyokere a hagyomanyos elméletek fesziiltségfelfogisa, amely az
egyensuly elvét felhasznalva azt mondja ki, hogy a test belsejében egyensulyban 1évo
belsd, megoszld erdrendszernek kell miikddnie, amit fesziiltségeknek hivunk. Ez igy
igaz. A fesziiltség ilyen definidldsa azonban, mégiscsak egy spekulacié: semmit nem tud
mondani a feszilltség kialakulasanak fizikai okairol. Akkor milyen lehet egy olyan
fliggvény, amelynek értelme fikcio, a valtozoja pedig sok lehetdség koziil valamelyik. A
természet nem engedheti meg, hogy ilyen alapvetd Osszefiiggésben, mint az
anyagtorvény, ekkora bizonytalansag legyen. Ezekre a kérdésekre valaszt csak egy
biztos kinematikai leirasra alapozott termodinamikai felfogas tud adni.

2.2. A KONTINUUMMECHANIKA TERMODINAMIKAI, ILLETVE ENERGODINAMIKAI
FELFOGASA. Mi is tehat ez az emlegetett termodinamikai szemléletmo6d? Eldszor is

2 Levezetni korrekten az impulzus mérlegegyenletének felirisaval, az impulzus megmaradasanak
figyelembe vételével lehet.
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vegyiik észre, hogy helyesebb lenne a termodinamika szé helyett energodinamikat
hasznalni. Ugyanis a termodinamika sz6 csak legfeljebb két fizikai kolcsonhatasra
(termikus és mechanikai) utal, a tovabbiakat (kémiai, elektromagneses) nem emliti. S6t
tulajdonképpen csak a termikusra, illetve az azzal Osszefiiggd valtozasokra utal,
rdadasul eredeti értelmében meglehetésen paradox modon, gondoljunk csak az
“egyensulyi termodinamika” elnevezésre, amelynek mechanikai megfeleldje kb. az
,,allo testek mozgasa” lenne.

Az irreverzibilis termodinamikéban az energia egyensulyat és transzportjat vizsgaljuk, s
kiemelendd, hogy az energia mindig kiegésziil a kolcsonhatasra jellemzo ,,specialis”
energiafajtaval, igy a mechanikai deformacidoknal a kinetikus energidval. Koztudott,
hogy a mechanikai folyamatoknal nem tudjuk meggatolni, hogy belsé deformacios
folyamat eredményeként ho ne keletkezzen. Ha vannak energiavaltozasaink — marpedig
vannak — akkor elkeriilhetetlen a termikus hatas megjelenése. Ebbdl kdvetkezik, hogy
az energodinamikéaban egyetlen kolcsonhatas — mint pl. a mechanikai — korrektiil nem
targyalhato, a termikust is hozza kell venniink. Ha a termikus jelenségeket figyelmen
kiviil akarjuk hagyni, akkor annyit tehetiink, hogy biztositjuk a hd gyors elvezetését a
kornyezetbe, hogy allandd legyen a hémérséklet (izotermikus deformacid), vagy a
termikus munkavégzést zérusra redukalhatjuk (adiabatikus deformacio).

A kezdeti és kertileti feltételek mellett megoldand6 alapegyenletek ennél a felfogasnal
két részre oszthatok: ezek egyrészt a mérlegegyenletek (ezek mind fizikai
Osszefiiggések), masrészt az anyagtérvények, mint példaul a kolcsonhatasra jellemzo
extenziv-intenziv valtozopar 0sszefiiggése (amely szintén fizikai sszefliggés).

A mérlegegyenletek egyrészt behataroljak azon valtozok korét, amelyektdl az
anyagegyenletek fliggnek, masrészt az energia- és entropia mérlegek matematikai
alakban determinaljak a II. fotétel lehetséges formajat. Ezért elobb az alakvaltozassal,
majd a mérlegekkel foglalkozunk, s csak utana térhetiink r4d az anyagtorvények
meghatarozasara.

3. A KONTINUUM MOZGASA, AZ ALAKVALTOZAS KINEMATIKAJA

Egy kontinuum leirdsara — hagyomdnyos felfogasban - kétféle lehetdségiink van,
aszerint, hogy mit vélasztunk alapvaltozonak:

1. Az anyagi kontinuum tetszoleges pontjanak a ty kezdeti idépontban elfoglalt R
helyét és a t idot. Ezt nevezziik anyagi, vagy szubsztancialis, vagy LAGRANGE-
féle leirasnak.’

? Itt arr6l van sz6, hogy az anyagi pontban iilé megfigyelé hogyan érzékeli a fizikai mennyiség valtozasat.
(Ha pl. vizhémérsékletet mériink, akkor a hdmérdt olyan modon tessziik be az aramlo vizbe, hogy az
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2. A geometriai tér egy tetszoleges r pontjat és a t idot. Ezt nevezzik lokalis,
vagy EULER-féle leirasnak.*

Folyadékok mozgasanak vizsgalatara altalaban a lokalis leirast hasznaljuk. Ez azt
jelenti, hogy olyan f(r,f) alaka, un. mezdfiiggvényeket (roviden mezdket) adunk meg,
amelynek értéke a tér barmely r helyén és barmely >#, idopontban a vizsgalt fizikai
jellemzd értékével egyenlo.

Szilard kdzegek mechanikai mozgasformainal az anyagi leirast alkalmazzuk. Ennek
az a lényege, hogy minden valtozast a kezdeti (kiindulasi-, vagy referencia-) helyzethez
viszonyitunk. Masképpen fogalmazva: egy tetszolegesen kivalasztott anyagi pont
jellemzoit, pl. sebességét, elmozdulasat, stb. vizsgaljuk annak R kezdeti helyzete és a ¢
id6 figgvényében. Ekkor a fizikai jellemzo értékét egy f(R) alaku fliggvénnyel adjuk
meg. A kétféle leirasmod vilagos és egyszerli megkiilonboztetésére alkalmazzuk az
utobbi esetben az t-indexes jelolésmodot.

A MOZGASFUGGVENY. A mechanikai kontinuum, test, kozeg a 7y kezdeti idépontban
toltse ki a By térrészt, a t > tyidOpontban a B térrészt. (1. abra). A kozeg egy kivalasztott
pontjanak mozgasat egy kivalasztott #, idépontban elfoglalt R helyzetével, az un.
referenciahelyzettel a ¢ > ¢, idovel jellemezziik. Ez azt jelenti, hogy ha az anyagi pont ¢
idépontban elfoglalt (pillanatnyi) helyét r jeloli, akkor r fiigg R-t6l és #-tdl. Ezt a
fliggést az n. mozgasfiiggvény irja le, amely tehat az (R, ¢) parhoz az r vektort rendeli.
Fogalmazhatunk ugy is, hogy ez a fliggvény az R vektorhoz a r vektort rendeli. Tehat
egy adott ¢ idopontban

(1) x: B, =B, R—>7y,(R),azaz r:x[(R).

Ez olvashato igy: A kezdeti idopontban R helyen 1év6 anyagi pont a ¢ > #, iddpontban
az r helyen van (lesz). A mozgasfiiggvény tehat a mechanikai kontinuum iddbeli
valtozasanak, mozgasanak leirdsat adja meg. Ertelmezési tartomanya az R ,pontok”
halmaza ¢és a kezdeti id6ponttodl eltelt ¢ iddtartam, értéke pedig az az r hely, ahol az
anyagi pont a ¢ idépillanatban van. Elvonatkoztatva az anyagtdl, ez a fiiggvény minden
rogzitett idépontban a By tér R pontjait a B tér pontjaira képezi le, vagyis a referencia
helyzetet, a pillanatnyi helyzetre. A fiiggvény értéke a ¢ = ¢, idépontban R, azaz

Yo (R) = R. E leképezés mogott természetesen valdsagos mozgas van, igy mikozben

az anyagi pont az R helyrdl az r helyre keriilt (most lényegtelen milyen palyagérbe
mentén) egy u elmozdulés tortént, amely az /. abra alapjan

(2) u,(R)=y,(R)-R, azaz wu=r-R

vizzel egyiitt mozogjon (pl. egy uszo6 dugora erésitve). igy az csak egy anyagi kiskornyezet hémérsékletét
méri, hidba valtoztatjuk folyamatosan a bedmld viz hdmérsékletét.

* Itt arr6l van sz6, hogy a kiilsé — a kozeg mozgasatol fiiggetlen - megfigyeld mit érzékel. (Az elobbi
példanal: a hémérdt fixen tartjuk, amely a fix geometriai ponton atmend anyagi pontok valtozo
hémérsékletét mutatja).
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modon irhato fel.

Az elmozdulasvektor megmondja, hogy az anyagi pont mennyit mozdult el a
referenciahelyzethez képest. Ebbdl kdvetkezik, hogy ¢ = ¢y esetén

u (R)=y%, (R)-R=R-R=0.

cres

pontokat kiilonb6z6 pontokra képez le, stb.) kovetkezik, hogy minden rogzitett ido-

pontban van inverze, azaz 1étezik a
) x':BoB, rey ),

azaz R=7' (r) inverzfiiggvény.
Ez a fliggvény a pillanatnyi
helyzetet képezi vissza a
referenciahelyzetre, megadva ezzel u((R),)
azt, hogy az adott r helyen melyik
anyagi pont van.

Vigyazat, a x,(R) mozgasfiiggvény

1. abra. A mozgasfiiggvény és az elmozduldsvektor

inverze x,‘l(r) mar tulajdonképpen

mez6, ezért a tovabbiakban, fenntartva a fenntebb bevezetett jellésmodot, 3" (r,¢)-vel

fogjuk jelolni.

Az (1) mozgasfiiggvény id6 szerinti derivaltja az anyagi pont sebességét adja meg a ¢
idépontban, vagyis akkor, amikor az r helyen van:

d t
(4) v.(R) = (R).
dt
Ebbdl sebességmezdt a mozgasfiiggvény segitségével kapunk:

d
v(r,1) = v,(R(r, 1)) = %(x'l (r.0)).

Ezzel tulajdonképpen a LAGRANGE-féle leirasrol attértiink az EULER-félére.
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A MOZGASGRADIENS. Tekintsiik
most a y,(R) mozgasfiiggvényben

az R vektort a By térrész tetszdleges,

\
\

¢s nem rogzitett pontjdnak. Ekkor
az r=y,(R) egyenletet ugy
tekinthetjiik, hogy a B, tartomany / T
,minden egyes” R pontjadhoz egy-
egy r vektort rendeltiink, tehat

vektormezo6t adtunk meg. Az anyag

tulajdonsagai abban is kifejezésre

jutnak, hogy az R  pont

\
!

kornyezetének pontjai egymashoz

1szonyi mozgas soran h n . , , , .
viszonyitva, a mozgas soran hogya 2. dbra. A B kontinuum egy pontjanak mozgdasa a négydimenzids
valtoznak (hogyan torzul el a ,oprelativiszikus téridében. A t-vel Jjelolt sikok a 3 dimenzios teret
kornyezet). Ez a valtozds irdny- reprezentdljik. Figyeljiink az 1. és a 2. dbran az idé és a tér
fiiggd, tehat tenzorral jellemezhetd. megjelenitésének kiilonbségére.

Ezt a H tenzort mozgasgradiensnek

nevezziik és a y, mozgasfliggvény R szerinti derivaltjaként értelmezziik:

(5) Ht(R):=%RR)=VRXt(R), azaz H=ﬁ

o OR

Itt a nabla R indexe az R testpont szerinti, azaz a referenciahelyzet szerinti derivalast
jeloli. Ha 7 = 1o, akkor ¥, (R) =R, igy H, (R) =1, az egységtenzor (identités).

AZ ELMOZDULASGRADIENS. Az u,(R)=1y,(R)—R elmozdulasfiiggvény R szerinti

derivalasaval az elmozdulasgradienst (az elmozduldsok gradienstenzorat) kapjuk:

ou, (R) ou or OR
-V R)-R) = H, (R)-R, azaz — =——— =H-L
s & (¢, (R)=R) . (R) R R R

(6)
AzR=y" (r, t) inverz fliggvény r szerinti derivaltja, a
-1
N . N - -
(7) axa—fr)zvx e, t)=(H, (¢ (r,0)) = H ' (r,0)

tenzor, amely a H mozgasgradiens inverze (inverz mozgasgradiens mezd). Ez valoban
igy van, ui. a r=y,(R) mozgasfiiggvény és az R =y '(r,t) inverz mozgasgradiens

mezd kozotti érvényes y, (x ' (r,¢)) =r azonossagot r szerint derivalva, a

(8) o, (R) o (r.1) =V -Vy'(r)=1, = H,®RH' (=1,
OR or
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egyenldséget kapjuk, ahonnan lathatd, hogy Vy ' (r,)=H™'(r,f). A egyszeriibb, de

némileg pongyola jelolésmodunkkal

R Ha—R=I, ezért R _u
JR oOr or or

Ha az elmozdulas mez6t, azaz az u(r,t)=r—y ' (r,t) egyenldség mindkét oldalat r

szerint derivaljuk, akkor az
9) Vu(r,t)=1-H"(r,?), azaz uoV=I-H"

Osszefiiggéshez jutunk. Ez utobbi, forditott gradiens jel6lésmod helyesen mutatja a
derivaltmatrix sor-oszlop sorrendjét, amelyre a szokottabb jelolésmodnal kiilon
tigyelniink kellene.

Fontos Osszefiiggést kaphatunk a v sebességmezd és a H, mozgasgradiens kozott a
mozgasfliiggvény ¢ és R szerinti vegyes parcialis derivaltjainak egyenldségébdl.
Felhasznalva a (4)-et és (5)-0t:

(10) i(wj = i(M} N th(R) = ivt(R),
dt\ OR OR\ ot dt JR

azaz attérve Euler-leirasra kapjuk, hogy

H="T & H=(veV)H.
or OR

Az egyenl8ség mindkét oldalat jobbrol szorozva a H' tenzorral:
(11) voV=HH".

Latjuk, hogy a mozgasfiiggvény segitségével hogyan valthatunk a kontinuumfizikaban
alapvetd kétféle nézOpont kozott. A pillanatnyi konfiguracion értelmezett fizikai
mennyiségekkel, a kontinuum /lokalis, vagy Euler-leirasat adjuk meg, a referencia
konfiguracion értelmezett fizikai mennyiségekkel pedig az anyagi, szubsztancidlis, vagy
Lagrange leirdst. Erdemes ismételten megemliteniink, hogy a lokélis fiiggvényeket
mezdknek neveztiikk a vilagos megkiilonboztetés érdekében. Ennek megfelelden egy

adott fizikai mennyiség ,,lokalis” f és ,,szubsztancialis” f,

. alakja kozotti Osszefliggés

altalaban:

S (R),0) = f,(R), LG @) =10,

A lokalis f'és szubsztancialis f; idoderivaltjai és térderivaltjai ennek megfelelden:
LR =L £, RO+ VG, RS, R =[ L 47 v | (R0
a7 T ) LA g% or LA,

Ve /i (R) =Vf (%, (R), )V 1, (R) = Vf (x,(R),HH, (R).
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Azaz a derivaltak atszamitasi formulai:

d . 8
(12) i li=o VY Vef, =H'Vf.

Itt a felsé T

mozgasra, illetve az elmozduléasra alkalmazzuk visszakapjuk (4), (5), (9) formulakat,

index a transzponalast jeloli. Ha ezeket az Osszefliggéseket magara a

illetve azt, hogy az elmozdulas iddderivaltja is a sebesség.

A lokalis kép elso pillantasra érthetébb, szemléletesebb leirdst ad, mert tulajdonképpen
azt mutatja, ahogy éppen latjuk a kontinuumot. Azonban a legfontosabb hatranya is
éppen ez, ami miatt az anyagi leirds alkalmazasa elkeriilhetetlen, barmennyire is
kényelmesebbnek latszik elsd pillantasra a lokalis. Ugyanis az anyagfliggvények csak az
anyagtol, annak belsd viszonyaitol, fizikai mennyiségeinek kapcsolatatol fliggenek
(rugalmassagtanban csak a H, mozgasgradienstdl) €s nem fliggenek a kiilsd, szubjektiv
nézOpontunktol, azaz jelen esetben az FEuler-leirdsban hasznalt vonatkoztatasi
rendszert6l. Az anyag csak az anyagtol fligg, és ezt az evidenciat a leirasara hasznalt
modellekben is érvényesiteni kell.

Ezt a kovetelményt, az objektivitas kdvetelményét, legjobban egy vonatkoztatasi
rendszertdl fiiggetlen leirasmoddal valosithatjuk meg [MATOLCSI, 1993]. Ennek az
lenne az eldnye, hogy az objektivitas automatikusan teljesiil, a fogalmak pontosabban
koriilhatarolhatéak (pl. az alakvaltozasi és deformacidés tenzorok egyértelmiien
meghatarozhatoak, az egyensulynak pontos értelem adhatd). Jelen munkankban ezeket
az eredményeket figyelembe vettiik, de a szokdsos formalizmus keretei kozott
dolgozunk, hogy az ehhez szokott olvasé konnyebben eligazodhasson.

AZ ALAKVALTOZASI TENZOR. A mozgasgradiens

(13) H =1, +u,0V,

leirja az anyag alakvaltozasat. Az uoV , az elmozdulasok gradiense, I identitds indexe

a kezdeti helyzetek B, terére utal. Nagyon fontos €szben tartanunk, hogy mindent a
referencia konfiguracidhoz kell viszonyitanunk, az attdol wvald eltérést pedig a
mozgasgradiens jellemzi.. Igy példaul az elmozdulas gradiens mezdének nincs kozvetlen
szerepe a kontinuumban fellépd fesziiltségek kialakitisaban. (hisz uoV=I1-H™"),
hidba szemléletesebb, ha nem j6 kinematika mennyiség. Ezért a tovabbiakban mindig
megtartjuk az anyagi mennyiségeket jellemzo6 t indexet, bar a atalakitasok, derivalasok
elvégzése utan — a mozgasfiiggvény segitségével — természetesen konnyen
kiszamolhatjuk a megfelelé mezdket is.

A (13) azonban ismert mddon tartalmazza a pont kornyezetében lejatsz6do
merevtestszert elfordulast és az alakvaltozast is. A CAUCHY-féle poléris dekompozicid
tétel értelmében (lasd példaul [Verhas 1985]) mozgasgradiens egyértelmiien felirhato
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(14) H =QA,,

forméban, ahol Q; ortogonalis, azaz QtT = Qt_1 , A pedig szimmetrikus leképezés, azaz

AtT = At_l. Q: adja a kontinuumelem kornyezetének ¢ id6pillanatbeli elforduldsat, A,

pedig az alakvaltozdsdt a kezdeti konfiguracidohoz képest.. Ugyanilyen moédon

bevezethetd a baloldali alakvaltozasi tenzor is H, =Q,B,, de B, szdmunkra a

tovabbiakban nem lesz fontos. A jobboldali alakvaltozas esetén a szogsebesség és az
alakvaltozasi sebesség O0sszegeként all el a sebességgradiens mezd, ahogy azt majd
késobb latni fogjuk. Ezért az alakvaltozasi tenzor kivalasztasa fizikailag l1ényegében
egyértelmii.

A (14) 0sszefiiggésbol —
H =AJQ/, = H/H,=AJQ/QA, =AI;A, =AA,
- az alakvaltozasi tenzor:

(15) A, =H/H, = /I +Vzou, Iz +u,0Vyg),

Az 0sszes alkalmazott alakvaltozési tenzort a mozgéasgradiensbdl vezetik le, s ahdny

elképzelés, annyi alakvaltozasi tenzor. Példaképpen felsoroljuk a leggyakrabban
alkalmazottakat [BEDA-KOZAK-VERHAS, 1986]:

A tG = HtT H, - GREEN-féle (bal Cauchy-Green) alakvaltozasi tenzor,
A tC = (Ht_1 )T H;l - CAucHY-féle alakvaltozasi tenzor,
A, = \/HITHt - az alakvaltozasi tenzor (jobb oldali),

1
A tB = [(Ht_1 )T Ht_l} 2 _bal oldali polaris alakvaltozasi tenzor,

ahol A=A AS=(a")".

t t

A DEFORMACIOTENZOR. Ha nincs alakvaltozas, akkor A, =1, ezért a deformacio-

tenzor:

(16) D, :=A -1,=HH, -1,.

t t

Ez az Osszefiiggés a kis- és a nagy deformaciok tartomanyan egyarant érvényes és
pontos értelmezés. Lathatjuk, hogy ez fliggetlen az anyag mindségétdl. Természetesen
minden alakvéltozashoz képezhetjiik a megfelelé deforméciot.
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A DEFORMACIOTENZOR KOZELITESEL. A kis- és nagy deformaciok tartomanyan
egyarant érvényes deformdciotenzor kiirva:

(17) D, = (I, +V ou I, +u,oV,)-1,.

Ebbol kozelitésként az irodalomban megszokott deformaciotenzorokat kapunk.
Ugyanis:

A, =D, +1, =, +V ou NI, +u,oV,)=
=\/1R +Vaou, +u, 0V, +(Vyou, fu, oV, ) =T, +AX,

AX

amely felirhat6 konvergens végtelen sor alakjaban:

A =1 +IAX-1AX? +... = D, =A, -1, =1 AX-1AX® + LAX® —+...,
vagyis
D :l[VRou,+u,oVR+(VRou,)(u,oVR)]—
(18) —éVRou[+utoVR+(VRout)(u[oVR)2+
+L[Viou, +u,0V,+(Vyou, Nu, oV, )f -...
Ha a magasabbrendii tagokat elhanyagoljuk’, akkor megkapjuk

- az alakvaltozas linearizalt elméletéhez tartozd deformaciotenzort:

(19) DtGmn = DtG : %[VR ou, +u, oV, +(VR Out)(ut OVR)]’

amelyet GREEN-féle deformécidtenzornak is hivnak, (és amely neve ellenére

nem a GREEN-féle alakvaltozasi tenzorbol szarmazik)®,

- az alakvdltozas linedris elméletéhez tartozd deformacio tenzort:

(20) D, Y =D,  =L[V,ou, +u,0V,]

t

amelyet CAUCHY-féle deformacidtenzornak is hivnak, (és amely szintén nem a
CAUCHY-féle alakvaltozasi tenzorbol szarmazik)’.

Mindezek alapjan a deformacidtenzor kozelitései a A hiba becslésével egyiitt a
kovetkezd formaban irhatok fel:

> A hiba nagysagrendje kisebb, mint az elsé elhanyagolt tag abszolutértéke.

% A GREEN-féle alakvaltozasi tenzorbol szarmaztatott deformaciotenzor: D = l(HtT H, -1, ): D lG.
2

Kettével osztani a négyzetre emelés miatt kell, Kiilonben pl. linearizalva nem a CAUCHY-deformaciot
kapnank..

" A CaucHy-féle alakvaltozasi tenzorbol szarmaztatott deformécidtenzor: D, = 1((H - )T H ' -1 R)
2

az un. ALMANSI-féle deformacio.

35



\/IR +[VR ou, +u, 0V, +(V, ou,)(u,oVR)] -1, pontos A=,
D, =1[V, ou, +u,0V,] Cauchy A<} (Vyou, +u, 0V, | +A,,
%[VR ou, +ut ovR +(VR °ou, )(ut OVR)] Green A< %[VR °u, +ut ovR +(VR Oll[)(ll[ OVR)]zH :A2'

Vegyiik észre, hogy ha a mozgasgradiens szimmetrikus, akkor a teljes deformacio a
CAUCHY-féle deformacioval egyezik meg.

A (18) Osszefiiggésbdl kovetkezik, hogy a pontos deformdacidtenzor, a GREEN-féle
deforméciotenzorral is felirhato:
D=0 4D +4pF ~§p¢f +30f -2 + 2T R ..

Azonban itt érdemes megallni egy szora. Az irodalom soha nem ad valaszt arra a
kérdésre, hogy mikor lehet a kis (Cauchy-féle) deformaciok feltételezésével élni, és
mikortdl mar nem megengedhetd kozelités? S ha nagy deformaciok vannak, akkor
melyiket kell alkalmazni? Altalaban a GREEN-félét szoktdk, mert vagy nem tudjak, hogy
ez is csak egy kozelités, vagy azért, mert tudjak, de a tenzorokon végzett gydkvonas tul
bonyolult a gyakorlati feladatoknal.

Egytengelyli fesziiltségallapotnal (szimmetrikus mozgésgradiens!) a fdtengelyek
<1,2,3> koordinatarendszerében a deformaciotenzorok a kovetkezok:

g 0 0 a+ie 0 0
DE=|0 & O DO=| 0 g+le 0 |
0 0 & 0 0 &+ied

l+& 0 0| [1+g 0 0 100 [ 0 o0
D =vATA-I=|| 0 1+ 0 || 0 1+& 0 [0 1 O=|0 & Of,
0 0 l+g|| 0 0 l+g| [0 0 1 [0 0 &

vagyis a pontos deformécié a CAUCHY-féle deformacidval egyezik meg, mig a GREEN-
féle %812 hibaval terhelt. Ekkor feltehetd a kérdés, a nagy deforméaciok esetén oly nagy
eldszeretettel alkalmazott GREEN-féle deformacidt mikor szabad alkalmazni? A vélaszt
nem tudjuk.

A 3. dbran feltiintettiik az &; == ¢ esetre a kiilonbozé deformaciod értelmezéseket.

Mivel a pontos érték nem kiilonbozik a Cauchy-féle értéktdl, ezért a sorfejtéses formulat
alkalmaztuk, ahol a gorbék melletti szamok azt mutatjak, hogy a sorban hanyadik
hatvanyig mentiink el:

8C=Z—Z, gG:Z—Z+%(Z—ZT, & =8G—%(8G)2+%(8G)3—§(8G)4+%(8G)5—+...
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az ¢ deformacio

Kulénb6z6 deformacioé-értelmezések 7 5 3
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4. A MERLEGEGYENLETEK

Minden kontinuumelméletben a leirds alapjaul az extenziv fizikai mennyiségek
szolgélnak. Ezekre mérlegek vonatkoznak, amelyek azt fejezik ki, hogy az adott
mennyiség az anyaghoz mennyiségileg kotddik ¢€s fiiggetlen anyagrészekre vonatkozoan
Osszeadodik. Ennek pontos megfogalmazasat kontinuumokban maguk a mérlegek
adjak: a fizikai mennyiség adott térfogatban torténd idObeli megvaltozasa kétfajta
modon johet 1étre, egyrészt a hataron torténd ki és bedramléssal, illetve a térfogatrész
belsejében torténd keletkezéssel és elnyeléssel. Egy adott V térfogatban levd 4 extenziv
fizikai mennyiség esetén a kontinuum leirdsban célszerli bevezetniink annak fajlagos
(tomegegységre jutd) értekét, amelyet az a(r,f) tértdl és 1dotol fliggd mezdvel,
reprezentalunk. A fajlagos  mennyiség homogén  anyageloszlas  esetén

a=A/m=(4/V)V/m)=p,/p modon adhaté meg, ahol m a térrészben levé anyag
tomege, p, pedig az A jellemzd stirlisége. Specialisan a fajlagos tomeg 1, mivel a
tomegsliriiség (azaz maga a siirliség) o . A fajlagos impulzus pedig maga a lokalis v
sebesség. Altaldban igaz, hogy

A:jpadV.
14

A mérlegeket differencidlisan adjuk meg a kontinuumhoz képest kiilsd, inercialis
megfigyelok szempontjabol (lokalis, vagy FEULER-leiras), illetve a kontinuumal
egyiittmozgd modon, az anyaghoz kototten is (szubsztancialis, vagy LAGRANGE-leiras).
Mint ahogy az el6z0 részben lattuk mindkét leirasmod fontos: lokalis modon latjuk az
anyagot, de szubsztancidlis leirdsban tudjuk jol jellemezni azt, ¢és felirni az
anyagtorvényeket.

Altalanosan az A extenziv mennyiség mérlege:

szubsztancialis lokalis

(21) opa

pa+V-j, =0, 7+V-(pav+ja)20'a.

Itt a lokalis mérlegben szerepld pav + j, teljes aramsiirliséget szétvalasztottuk a
kézeg mozgasdbol szarmazd pav konvektiv és az attdl fiiggetlen j, konduktiv

aramsiiriségre. Megmaradonak neveziink egy extenziv fizikai mennyiséget, ha a
forrassiirisége nulla. Figyelem, a mérlegek fizikai értelmiik szerint a pillanatnyi
konfiguracion értelmezett Osszefiiggések, benniikk mezok szerepelnek. Csak az
idéderivalt amit szemléletesebb szubsztancialis formaban megadnunk. Természetesen
az egész mérleget is visszairhatnank a referenciakonfiguraciora, de ekkor a térbeli
derivalt (12) szerinti mddosuldsa miatt a mérlegforma veszne el. Ez nem feltétleniil
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hatranyos, a modern anyagelméletek tobbnyire teljesen az referenciakonfiguracion, az
un. “anyagi sokasdgon” dolgoznak [MAUGIN, 1999], de mi inkabb igyeksziink elkeriilni
az ezzel jaro6 technikai és szemléleti nehézségeket.

Szdmunkra a tomeg, impulzus, perdiilet és energiamérlegek lesznek fontosak.

A TOMEGMERLEG:
szubsztancialis lokalis
22 .
(22) p+pV-v=0, a—’o+V-pv:0.

Egykomponensii kontinuumok esetén nincs konvektiv tomegaram.
AZ IMPULZUSMERLEG:

Szemléletesen az adott kontinuumelemre hat6 feliileti és térfogati erdkkel felirt
NEWTON-egyenletként jegyezhetd meg, és altaldban CAUCHY-egyenletnek hivjak:

szubsztancialis lokalis

1(23)

0
pv—V-F = pf, 6—ptV+V(pVoV—F):pf.

Itt az F fesziiltségtenzor a P nyomastenzor minusz egyszerese F = -P, f pedig a kiils
térfogati erdk stirisége. Mivel az anyagtorvény levezetése a célunk, és a kiilsé térfogati
eréknek ebben nincs szerepe, ezért a tovabbiakban f = 0 feltételezéssel éliink. Figyeljiik
meg, hogy ez a mérleg tekinthetd, a fesziiltség (korrekt) értelmezésének is. (A
fesziiltség a konduktiv (vagy vezetéses) impulzusaram sirisége, az impulzus
feliiletegységre és idoegységre jutod értéke.)

IMPULZUSMOMENTUM-, VAGY PERDULETMERLEG.
Egyszerti kontinuumok esetén perdiilet csak a kontinuum mozgasa miatt 1¢ép fel. Adott r
helyvektorral jellemzett pontra vonatkoztatva a v sebességgel mozgd kontinuumelem
lokalis fajlagos perdiiletét a kovetkezoképpen adhatjuk meg

l=rxv.

Itt x a vektoridlis szorzast jeloli. A (23) CAuUCHY-egyenletet az r helyvektorral
vektorialisan beszorozva és atalakitva kapjuk a perdiiletmérleg szubsztancialis alakjat:

(24) pl-V(rxF)=F" —F=-2F",

ahol F” a fesziiltségtenzor transzponaltja, F* pedig az antiszimmetrikus része. A fenti
mérlegbdl kovetkezik, hogy a kontinuum perdiilete akkor és csak akkor marad meg, ha
a fesziiltségtenzor szimmetrikus.
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A KINETIKUS ENERGIA MERLEGEt ismét csak az impulzusmérlegbdl kaphatjuk
meg. A (23) egyenletet skaldrisan szorozva a v sebességgel ¢és felhasznalva, hogy a
fajlagos kinetikus energia v*/2.

Szubsztancialis Lokalis

0

2 1 ) 1 5 R
@) P%(V?J—V(VF)z—F:VoV 5(5’” j+V-(5pV v-Fv|=-F:veV

A forrastagot az egyértelmiiség kedvéért kiirjuk indexekkel, adott derékszogl
. . o' . :
koordinatarendszerben is —F:voV =—tr(FVv) = —FF . A kinetikus energia
X

aramdban szerepel a feliileti er6k munkédja. A kinetikus energia mérlegének forrastagja a
mechanikai kontinuumban a fesziiltség 4altal a mozgasi energia megvaltoztatdsara
forditott teljesitmény siirisége. Ez a mennyiség minden mechanikai anyagelméletben,
¢s a tovabbiakban itt is kulcsszerepet jatszik.

Figyeljik meg, hogy a kinetikus teljesitmény adott formdja levezetésiinkben két
dolgon alapult: egyrészt magéanak a kinetikus energidnak a konkrét formdjan. A
pontmechnikabol ugye ez trividlisnak tlinik, de azért nem art ellendrizni, hogy valoban
megmaradd mennyiség-e a Cauchy-egyenlet szerint is, illetve ennek mik a feltételei.
Masrészt a mérleg szdrmaztatisanak formdjan, amiben nem a sebességgel torténd
skalaris szorzas rejti a fizikai feltételt, hanem a konduktiv kinetikus energiadram fenti
—Fv meghatarozasa. Fontos megjegyezniink azt is, hogy ugyan a kinetikus energia
nem objektiv mennyiség, a kontinuum adott pontjdnak sebessége ugyanis mindig a
kiils6 megfigyelohoz viszonyitott relativ sebesség, de a forrdstag viszont objektiv.
Erdekes modon a kinetikus energia megfigyel6fiiggését egyes kontinuummechanikai
elméletek elényiikre igyekszenek forditani €s a mikroszerkezet valtozasat leird
mozgasegyenletek szarmaztatisara igyekeznek felhasznalni [SILHAVY, 1997].

Az energia megmaradasat ugy biztositjuk, hogy a kinetikus energiat megmaradova
egészitjik ki a bels6 energia segitségével. A belsd energia nem a tudasunk hianyossagat
fejezi ki (illetve nem csak azt), hanem azt, hogy a maradék energia eloszlasa a fizikai
rendszerben, az adott koriilmények kozott nem befolyasolhato. Egy statisztikus fizikai
leirasban pontosan azt fogalmaznank meg kvantitativan is, hogy a belsé energia a
kontinuum mikroszkopikus szabadsagi fokai kozott a makroszkopikus feltételeket
figyelembe véve egyenletesen oszlik el. A makroszkopikus kontinuumelméletben
viszont az anyag mikroszerkezetétdl fliggetlen leirdsra toreksziink. Tehat jelen esetben
az e, fajlagos teljes energia
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ahol, e a fajlagos belsé energia, %Vz pedig a fajlagos kinetikus energia. Ez a kétfajta

energia jellemez egy termomechanikai kontinuumot.

A TELJES ENERGIA MERLEGE. A fentieknek megfelelden a teljes energia megmarad,
tehat mérlegei a konduktiv aramstiriség megadéasa utan egyértelmiiek:

szubsztancialis lokalis

(26) pér +V-(j, -v-F)=0, a’;%w.(peﬂﬂq—v-m:o.

A BELSO ENERGIA MERLEG¢t €rtelemszertien ugy kapjuk, hogy a teljes energia (26)
mérlegébdl kivonjuk a kinetikus energia (25) mérlegét.

szubsztancialis lokalis

27 0
@7 pe+V-j,=F:iveV, §+V-(pev+jq):F:VoV.

A belsd energia j, konduktiv aramslrliségét hdaramnak nevezziik. A belsé energia
mérlege is objektiv.

A fenti mérlegekben a termomechanikai kontinuum alapvaltozdit a folyadékképnek
megfelelden adtuk meg. Ezek a (p,v,e) slirliség, sebesség ¢és fajlagos belsd energia
mezok. Ezeknek valtozasat a (22) tomegmérleg, a (23) impulzusmérleg €és a (27) belsd
energia mérleg hatarozzdk meg, ha megadjuk az anyagot dinamikailag jellemzd

anyagtorvényeket, azaz meghatarozzuk az F fesziltség ¢s a j, hoaram fliggesét az

alapvaltozoktol. Ennek legfontosabb eszkdze a termodinamikai anyagelmélet. Latni
fogjuk, hogy folyadék-szilard test egységes targyalasdhoz mdar a valtozok fenti
kijelolése is kérdéses.

DISZKONTINUITASOK MERLEGE. Tekintsiik ismét a
tetszOleges a extenziv mennyiséget €s a rd vonatkozo (1)
mérleget és vizsgaljuk a szerepét a kontinuumban 1€vo
diszkontinuitasnal. Vegylk a tér egy tetszéleges S
feltilettel koriilhatarolt V térfogatu tartomanyat, amelyet
egy @ feliillet két részre szab. A @ feliilet jeloli a
kontinuumban 1évé diszkontinuitast, azt a szingularis
feliiletet, amelynek két oldalan az a értéke szakadast
(ugrast) szenved. A feliilet megjeldlt r, pontjahoz a V"

tartomany felol haladva a fliggvény hatarértékét a” -szal

jelolve, a ¥ tartomany felol haladva a fiiggvény

hatarértékét a™ -szal jelolve, a mezd térbeli ugrasa:

[a]=alr, +0,t)—alr, +0,)=a" —a
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Hasonloképpen értelmezhet6 az idébeli ugras is:
la] = alr,,t +0)—alr,,t—0)=a™ —a”
Az HADAMARD lemma felhasznéldsaval, ha egy s= s(l ) sima gorbe mentén

kozelitjik meg a @ feliiletet, és 1éteznek a véges és folytonos hatarértékek(a™,a”) és

féloldali derivaltjaik (0,a",0,a ) akkor a tangencialis derivalt

da’ _ o o5 da” o - d = —[] [ } o, ]dSk{" dﬂ

dl dl dl dl

vagyis a tangencidlis derivalt ugrasa egyenld az ugrds tangencialis derivaltjaval. Az

indexekkel a komponenseket jeldltiik. Mivel az a mez8 V' és V' értékei nem fiiggnek
egymastol, igy a normalis iranyu derivaltak nem csatlakoztathatok egymashoz:

[da } ;
— |= tetszdleges.
d

n
A normalis iranyt derivalt ugrasanak értéke hatarozatlan.

A szingularis feliilet pontjainak sebessége: W=@ , amely a fix

Ot

r=r,
koordinatarendszerhez viszonyitott érték. A szingularis feliilet terjedési sebessége (cy),
melyet az anyagi részecskéhez kotott koordinatarendszerben észleliink:

du
c,=Ww, —(7j =w, —v,, ahol u az elmozduldsmez0, és v a vizsgalt pontban 1évo
t

részecske sebessége.

igy a szingularitdsok mérlegegyenletei:

Szubsztancialis mérleg: lokalis mérleg:

28) [acl+ [, 1=, [av, ]-[a]w, [, 1= 0.

MERLEGEGYENLETEK A HATARFELULETEKEN. A kezdeti és keriileti feltételek nem
masok, mint a mezéknek a tartomdny hatdrain megadott értékei. A teret két részre
bontottuk: a rendszerre és a komplementerére, a kérnyezetre. A tartomany hatdra tehat a
vizsgalati szempontbdl kivalasztott szingularis feliilet, amelyre a rendszeren kiviil 1évd
kornyezet hatasat kell szerepeltetni. Igy az id6- és térbeli- peremfeltételeknek is eleget
kell tennie a szingularitdsra vonatkozd mérlegegyenleteknek, vagyis azokat a
feltételeket a mar megismert mérlegegyenletekbdl kell felirni.
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5. ANYAGTORVENYEK — LOKALIS EGYENSULY

Az anyagtorvények meghatdrozdsahoz az anyag stabilitdsanak elvét, azaz a masodik
fotételt és az anyag szimmetriait kell figyelembe venniink.

5.1 A TERMODINAMIKA MASODIK FOTETELE: AZ ANYAG STABILITASANAK ELVE.

Ilyen altaldnosan persze a masodik fététel nem csak a termodinamikdhoz tartozik,
hanem minden fizikai elmélethez. A masodik f6tétel 4ltalanos érvényli
természettorvény.

Dinamikai egyenleteink egyenstlyi megoldésairol egyszerli fizikai koriilmények
kozott elvarjuk, hogy azok aszimptotikusan stabilak legyenek. Ellenkezd esetben, az
anyag abban a formdajaban nem létezhetne, teljesen homogén kornyezetbe helyezett
anyag magatol elkezdene atalakulni. A masodik fététel minden megfogalmazésa ezt az
elvarast konkretizalja és pontositja. Mit is jelent ez szemléletesen? Példaul azt, hogy egy
nyugvo folyadékban kis zavar hatdsara ne keletkezzen vihar. Az asztal sarkara hiilni
letett tea egy 1d6 utdn ne robbantsa szét a csészét, ne kezdjen kimaszni beldle, és ne
kezdjen el mondjuk vilagitani. Hogy ha megkeverjiik, akkor a mozgés lecsillapodjon,
hogy a teafli lelilepedjen benne, hogy lehiiljon egy id6 utan. Gondoljunk csak bele,
miért érezzlik mindezt magétdl értetdddnek?

AZ ANYAG A MAGA BELSO VISZONYAI, KOLCSONHATASAI MIATT STABIL. Ha nem
ilyen, akkor megvaltozik és 4talakul stabil formaba. Sokszor annyira természetes ez az
elvarés, hogy hajlamosak vagyunk megfeledkezni rola. Més esetben viszont egyaltalan
nem tlinik természetesnek, hiszen mondjuk hogyan magyarazzuk a tulhiitott
folyadékokat, vagy a latszolag maguktdl leomld hegyoldalakat? Egyrészt meg kell
mondanunk, hogy mik azok az egyszerli koriilmények. Masrészt a belsd valtozasok
nagyon lasstiak és minden kiils6 jel nélkiiliek is lehetnek. Harmadrészt pedig a kiilsd
koriilmények véltoztatdsa miatt az addig stabil egyensuly instabilld valhat. A masodik
fotétel azt mondja ki, hogy ezek az esetek minden esetben tulajdonképpen kivételek, és
az anyag stabilitdsa miatt sem a normadlis sem a kivételes folyamatokat nem lehet
szisztematikusan eldnylinkre alkalmazni. “Nem lehet olyan periodikusan mitkodé gépet
késziteni ....”, a leomld hegyoldal segitségével nem lehet az egész hegyet visszaépiteni.
Még egyszer hangsulyozzuk: a masodik fOtétel az anyag stabilitasanak elve és ennek
kiaknazasa a termodinamikai anyagelmélet alapja.

A fontos kérdés az, hogy mik is pontosan az egyszerli fizikai koriilmények és
hogyan tegylikk az anyag stabilitasdnak fenti elvét matematikai értelemben
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megfoghatéva €és hasznalhatéva. Ezt tesszilk meg most konkrét fizikai rendszeriink
esetén.

A masodik fotétel értelmében a (22)-(23) és (26) fejlodési egyenleteken feliil még
1étezik egy tovabbi, az el6zdektdl nem fiiggetlen extenziv fizikai mennyiség, az
entropia. A termodinamika masodik fOtétele szerint az Osszes entropia elszigetelt
rendszerben nem csGkkenhet, azaz

d
(29) — l ps(e, p)dV > 0.

Itt s a fajlagos (tomegegységre jutd) entropiat jeldli.

Altaldnos stabilitasi megfontolasokbol még célszerii megkovetelniink, hogy az
entropianak maximuma legyen az elszigetelt rendszer egyenstulydban. Ennek sziikséges
feltétele, hogy konkav fiiggvénye legyen valtozdinak. Ne felejtsiik el, hogy a hattérben
ott vannak a dinamikai egyenletek (az emlitett mérlegek). Az entropia valtozoéit azok
valtoztatjdk. A masodik f6tétel az anyag tulajdonsdgain, azaz az anyagfiiggvényeken
keresztiil kell biztositsa az egyenstly létét, illetve az entropia véltozasdnak irdnyét.
Tehat a masodik fotételt a kényelmes matematikai megfogalmazhatdsag érdekében
célszerli harom részre bontanunk:

1) Létezik entropia, ami az alapvaltozok elég sokszor (legalabb egyszer szakaszosan
folytonosan) differencialhato fiiggvénye.

2) Az entropia konkav fliggvénye valtozoinak.

3) A fejlodési egyenletek altal meghatarozott folyamatok esetén, elszigetelt rendszerben az
Osszentropia nem csokkenhet.

A masodik feltétel: a konkdvitds, nem feltétel nélkiili kovetelmény, nem
természettorvény, sériilése anyagi természetli instabilitasra utal (pl. fazishatar). A masik
két feltétel viszont biztositja, hogy ez a sériilés valoban nem kiaknézhat6 kivétel legyen.
Mindegyik feltétel jelentdsen megszoritja az anyagegyenletek lehetséges formajat. Latni
fogjuk, hogy az els6é példaul azt eredményezi, hogy tiszta egyensulyi mechanikai
folyamatok esetén csak un. hiperelasztikus anyagtérvények vannak.

Mieldtt ezt az egyenldtlenséget kifejtenénk, vegyiik észre, hogy termomechanikai
rendszerlink alapvaltoz6i nem igazan alkalmasak szilard testek mechanikai
tulajdonsdgainak megadasara. Egy rugalmas szildrd test dallapotat célszerlibb a
bevezetésben mar emlitett valamelyik deformacio tipussal jellemezni. De melyikkel? A
mozgdas kinematikdja mar adott egy valaszt, de az a vélasz fiiggetlen az anyagtorvénytol.
A kérdés eldontéséhez vegyiik szemiigyre ismét a mechanikai teljesitmény formuld;jat:

—P=F:voV.
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Egyel6re nem hasznaltuk fel, hogy a fesziiltségtenzor belsd impulzusmomentum
nélkiil szimmetrikus. Egy szokatlanabb formulat is fel kell hasznalnunk, ha
»folyadékos” valtozokat szilard testeket is jellemezni képes anyagi valtozokra
szeretnénk cserélni. Térjiink vissza a H, =u, oV, +1, mozgasgradiens tenzorhoz,
mivel lattuk, hogy ez a kinematikai mennyiség alapvetéen fontos a kontinuum
mozgasanak leirasakor.

A teljesitményt is felirhatjuk a mozgasgradiens segitségével, felhaszndlva a (11)
egyenldséget:

(30) —~P=F:(voV)=F:(HH").

Az egyértelmiiség kedvéért adott derékszogli koordinatarendszerben, indexekkel is
kiirjuk a fenti osszefiiggést: —P=F"H™(H™")¥. Tehat a fenti formula azt mutatja,
hogy energetikai szempontbdl is kitlintetett a H mozgasgradiens, hiszen amellett, hogy
ez a természetes kinematikai mozgésjellemz06, a szubsztancialis idéderivaltja szerepel a
teljesitményben .Tehdt ebbdl a szempontbdl is egyértelmilen ezt érdemes a
kovetkezOkben egyik alapvaltozoként bevezetniink.

A slirliség nem fliggetlen a mozgasgradienstdl, mert. pdetH = p,, ahol p, a

stiriség a referenciaallapotban. Ezt legkonnyebben a tomegmegmaraddsnak adott
térfogatelemre felirt valtozataval tudjuk szemléltetni:

dm = p,dV, = pdV = pdetHdV,,

ha elfogadjuk, hogy a referencia és pillanatnyi allapotok térfogatelemeit éppen a
mozgasgradiens determindnsa valtoztatja. Bizonyitani is tudjuk az Osszefliggést, ha

képezzik a pdetH = p, egyenléség mindkét oldalanak szubsztancialis derivaltjat.
Mivel a mozgésgradiens kezdetben az egységtenzor, ezért pdetH a referencia-

allapotban a kezdeti striiséggel azonos. Nem is fog valtozni kezdeti értéke, mert
szubsztancialis derivaltja nulla a tomegmegmaradas miatt, hiszen

%(pdetH,): pdetH, + pdetH, tr(Ht_lHt): deth(/)+va): 0.

t

Ezért a folyadékoknal megszokott slirliség és sebesség valtozopar helyett szilard
testeknél elegendd csak a mozgéasgradienst hasznalni. A mozgasgradiens és a slirliség
kapcsolata arra is ramutat, hogy egy komponensii deformalodo anyag esetén miért nincs

a stiriségnek konduktiv drama.

Ennek megfelelden feltehetjiik, hogy az entropia az (e, H) valtozoktol fiigg. Az

entropia valtozasara vonatkozo (29) egyenlétlenséget ezek utan a kovetkezé6 mddon
kapjuk. Egyrészt az Osszetett fliggvény derivalasi szabalya alapjan kiszamoljuk az
entropia anyagi idéderivaltjat:
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Os de os dH os . os .
Hy=pB4e, o5 a0 5% .
A =p o P o ar P’ m

A homérsékletet reciproka az entropia belsd energia szerinti derivaltja

Os 1
—(e,H)=—.
ae(e ) T

Ezt és a (6) belsd energia mérleget felhasznalva kapjuk, hogy

) 1 . os
ps(e,H) = F(_V'JqJFF:(VOV)) P H=
j 1 1 Os .
= V- 24j V—+—F:(HH" )+ p—:H=
T+Jq T+T ( ) paH

Il
|
<
|
+
<l
+

.]q . 1 1 aS o -1
. . F+ plH— |:\HH
r T T[ PR (fm)

Az entropia konduktiv aramsiirliségét a szokott modon a j, hdaramsiirliséggel
kifejezve: j, =j, /T, megkapjuk az entropia mérleget. Az entropia aramanak fenti

meghatarozasa altalaban egyaltalin nem magatol értetédd. Ennek a kérdésnek a
mélyebb vizsgélata azonban megint messzire vezetne, ugyhogy itt elfogadjuk a fenti,
termomechanikai vizsgalatainkban feltétleniil érvényes entropiadram format.

fgy végiil az entropiamérleg a kovetkezé formaba irhato:
. . . 1 1 Os . -1
31 s+V-j.=o0,=j, - V=—+—|F+pTH— |:\HH " |> 0,
(31) P by=0s =g Vrty ( P 6Hj ( )

vagyis megszokott elrendezésben:

szubsztancialis lokalis

(32) pS+V-jS=qu%+F:HH1, a’;ﬁv (psv+j)=F:voV.
Ezt a mérleget egy adott térrészre kiintegralva és megkovetelve, hogy annak hataran
az entropiadram nulla legyen, visszakapjuk a (29) egyenldtlenséget. Mivel minden
térfogatrészre érvényesnek tekintjiik (29)-et, ezért az entropiaprodukcio, a fenti egyenlet
jobb oldala, semmilyen héaram és fesziiltség mellett sem negativ. Nulla is csak akkor
lehet, ha a hédram nulla, és a fesziiltséget tartalmazo zardjeles kifejezés is nulla. A
hédram- j, és az impulzusaram F siirlisége csak olyan fiiggvénye lehet az
alapvaltozoknak, hogy ez a feltétel teljesiiljon.
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5.2 A “DINAMIKAI” ANYAGTORVENYEK MEGHATAROZASA

A fenti egyenldtlenség — az entropia novekedésének torvénye, a I1. fététel alapvetd
része - az anyag tulajdonsagaként, az anyagot leir6 fiiggvények formajabol kovetkezden

kell fennalljon. Méghozza a j, héaram és az F fesziiltség, azaz a dinamikai

tulajdonsdgokra vonatkoz6 anyagfiiggvények miatt, sztatikus tulajdonsagokat
meghataroz6 entropiafiiggvény formajatol fliggetleniil.

A fenti egyenldtlenségnek ebben az értelemben vett altalanos megoldasat adja az
anyagfiiggvények klasszikus, ONSAGER-i értelemben vett er6-aram rendszerként torténd
felépitése (lasd pl. [Van, 2003]). Jelen esetben a kdvetkezd termodinamikai erdket és
aramokat adjuk meg:

Koélcsonhatas Ero Aram
: 1 .
Termikus V? g
Mechanikai (voV)=HH" | ~[F+ -
echanikai oV)= - —
T

Vilagos, hogy a mérlegegyenletek aramsiiriiségei, a j, héaram ¢és az F

impulzusaram fizikailag valoban dramok. De miféle dram a fenti mechanikai dram, mit
keres a fesziiltség mellett az entropia derivaltja?

Ne felejtsiik el, hogy a fenti, az entropiaprodukciora vonatkozd egyenldtlenség
megoldésa egészen mas szempontrendszert jelent. A termodinamikai aramokat és erdket
nem a mérlegek altal sugallt szemléletes fizikai kép alapjan jeldljiik ki, hanem az
entropiaprodukciot hatarozatlan anyagfliggvények ¢€s az allapottér adott fliggvényeinek
szorzatara bontjuk szét. Ekkor, és csakis ekkor adhatok meg az eddig hatarozatlan
fliggvények, az adott Aallapottér-fliggvények segitségével. EbbOl a szempontbol
természetesen elegendd, ha a kvadratikus forma minden tagjdban egyetlen hatarozatlan
fliggvény szerepel. Ha a fejlodési egyenleteink mérlegszeriiek — €s esetiinkben azok —
akkor anyagfiiggvényeink éppen az dramstriségek lesznek. Bonyolultabb esetben
persze nem, gondoljunk arra, egyes termodinamikai elméletekben a hdéaramsiriiség
maga is valtozd. A termodinamikai értelemben vett aramok és er6k mindig a
termodinamikai egyensulyhoz viszonyitva, azaz az entrépiaprodukcid nulla voltaval
kijelolt reverzibilis folyamatok felé iranyuldst adjdk meg. Tehat nem abban az
értelemben aramok ¢és erdk, mint amit az elnevezésiikben eldsejlé mechanikai vilagkép
sugall. Nem mindig. Még tisztan mechanikai kdlcsonhatasok esetén sem.
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A fenti er6-aram képbdl anyagtorvényt ugy kaphatunk, ha feltételezziik, hogy az
aramok az erdkkel ardnyosak, azaz esetiinkben érvényesek az Un. vezetési egyenletek a
kovetkezo formaban:

i 1 1
1 ' os ) |=L V? Z(LH lej v?
_(F pm%j HH*1 L21 L22 HH*1
azaz
. 1 S
Jq = LIIV?‘FleHH .
I(F THaasj = L21V%+L22HH’1.

Itt L,, a termikus vezetési tenzor, L,, és L,, a termikus és mechanikai folyamatokat
csatolo tenzorok és L, pedig a mechanikai folyamat vezetési tenzora. A fenti

anyagtorvényforma altalanos megoldésa a (31) egyenl6tlenségnek, ha a teljes L vezetési
matrix pozitiv definit. Az L matrix fligghet mind a termodinamika erdktdl, mind az
alapallapottol (tehat esetliinkben az e belsd energiatdl és a H mozgésgradienstdl is). A

folyadékmechanikaban F¥ = [F + pTH a—:J -t viszkozus fesziiltségtenzornak hivjak.
Tehat a termomechanikai kontinuum anyagtérvényeit legaltalanosabban a

fesziiltségre (impulzus-dramsiiriiségre) és a héaramsiiriiségre vonatkozoan a kovetkezo
formaban adhatjuk meg:

(33) i, :L”V%+L12HH‘1,
os 1 ]

Ezeket a fliggvényeket a belsd energia és az impulzus mérlegébe behelyettesitve,
meghatarozhatjuk a kontinuumban zajl6é folyamatokat adott kiilsé (kezdeti- és hatar-)
feltételek esetén.

5.3 EGYENSULYI ES REVERZIBILIS FOLYAMATOK

Ezeknek a fogalmaknak természetesen csak az anyagra vonatkoztatva van értelmiik,
tehat célszerti felidézniink a mérlegek altalanos, szubsztancialis formajat:

pa+V-j,=0,.

Egyensulyi folyamatrol akkor besz€liink, ha a jobb oldal elsé tagja nulla, ekkor az
adott fizikai mennyiség nem valtozik az anyag egy pontjaban (ami a forrasbol jon,
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egybdl elviszi az dram). Lehet persze, hogy valtozni latszik, hiszen a kiilsé megfigyeld
szamara adott helyen az anyag mozgésa is valtoztathatja a értékét. Tehat anyagi és
mezdvaltozok nyelvén a,(R) = a,(R) lehet allando, de

a(r,t) =a,(x, () = a,(x," (r)

nem feltétleniil az. Esetinkben ez azt jelenti, hogy az impulzusmérleg
kovetkezményeként
. d’
V= (R)=0,
tehat
1, (R)=R+v,(R).

Vagyis a testpontonként egyenes vonall egyenletes mozgast végzd kontinuum van
mechanikai egyenstlyban, ennek kezdeti sebességmezdje nem fog valtozni. A termikus

egyenstly esetén pedig a fentiek alapjan e(r,?) =e,(y, (r)) =¢,(x;' (r)) lesz a belsd

energia mezd. A belsd energia lokdlisan valtozhat termikus egyensulyban, de csak a
kiils6 megfigyeld szamara, a kozeg mozgésa miatt.

Viszont vildgos, hogy termikus és mechanikai egyensulyban levé anyag még nincs
nyugalomban, hiszen a fenti feltételek alapjan a mozgds mechanikai
teljesitménystirlisége ¢s esetleg az entropiaprodukcidja sem feltétleniil nulla. Ha
kiilonalld tomegpontokbdl all, akkor persze nincs gond, de egy olyan szilard testben,
amelyiknek minden pontja egyenletes sebességgel tavolodik egymastdl bizony
varhatdan fesziiltségek ébrednek.

Ennek megfeleléen azt mondjuk, hogy az anyagunk anyagi egyensulyban van, ha
megkoveteljiik, hogy a termodinamikai valtozéi ne valtozzanak az anyaghoz képest,
azaz é=0 termikusan egyenstulyban legyen ¢és ezen felil —mozgasgradiensének

szubsztancialis derivaltja is legyen nulla H, =0. Ezért anyagi egyensilyban a

mozgasgradiens a kezdeti értékével egyezik meg H,(R) =Ht(R)|t =] és ez a

t>t,
feltétel minden yx,(R) =R+ A(¢) alaki mozgasfiiggvénnyel jellemzett mozgas soran

fennall. Azaz a merevtestszeriien mozgd kontinuum, anyagi egyensulyban van. Ugyanez
mas oldalrdl lathaté a mechanikai egyensuly kovetelményének kovetkezo atalakitasaval

H,(R)= %(VRMR)) = V,{%xt(m} =V v(t,7,(R)) = (v(x,(R),£) o V)H,(R) = 0.

Anyagi egyensuly esetén sebességmezd homogén. Ekkor az elmozdulasmezd csak a
hely fliggvénye, vagyis staciondrius.
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Termikus, mechanikai és anyagi egyensulyban levd anyag valéban nyugalomban
van, csak olyan — merevtestszerli, egyenes vonali egyenletes - mozgast végezhet,
aminek mozgasfiiggvénye y,(R) =R+ v .

Ugyanakkor anyagi egyensulyban levd test nincs feltétleniil mechanikai
egyenstlyban €s viszont, mechanikai egyensulyban levd test sincs anyagi egyensulyban.

Vegyiik észre azt is, hogy termikus, mechanikai és anyagi egyenstly sem garantalja,
hogy a kdzegben nincsenek fesziiltségek, de még azt sem, hogy nulla legyen benne az
entropiatermelés, a disszipacio. Ez ugyanis teljesen mas lapra tartozik.

A fentebb mar emlitettiik, hogy ha (31) egyenl6tlenségben egyenldség all fenn,
akkor nincs entropiatermelés, a 1étrejovd folyamatok reverzibilisek termodinamikai
értelemben (definicid szerint). A folyamatokat jol osztilyozhatjuk a benniik fellépd
esetleges részleges reverzibilitds, illetve annak megjelenési modja szerint.

Termikusan reverzibilis egy folyamat, ha a termikus dram, azaz a héaramstiriség
eltiinik, tehat j =0. Ekkor az entropiaprodukcié elsd tagja eltlinik. Vigyazat, az

esetleges kereszteffektusok miatt homogén homérsékletmezd esetén még felléphet
termikus irreverzibilitas, az entropiaprodukcidé mechanikai tagjaban.

Mechanikailag reverzibilis egy folyamat, ha a mechanikai aram eltlinik, azaz a
fesziiltség megegyezik az entropia derivaltjaként meghatarozott reverzibilis
fesziiltséggel, azaz

rev Os(e, H)
(36) F=F ——pTHT.
Vigyazat, anyagi egyensily esetén, amikor H =0, szintén nulla az entrépiatermelés
mechanikai része, de ez nem jelent mechanikai reverzibilitast. Ebbdl kovetkezden
homogén hémérséklet-eloszlasi merevtestszerlien egyenletesen gyorsitott kozegben a
kereszteffektusok miatt héaram johet létre. Persze ehhez viszonylag Osszetettebb,
mondjuk anizotrop kozegre van sziikség, ami jelen vizsgélataink korén kiviil esik.

A mechanikailag reverzibilis, termikus-mechanikai kereszteffektusoktél mentes
anyagok esetén a bels6 energia mérleg és az impulzusmérleg sok esetben kényelmesen
szétvalaszthato.

Példaul legtobb esetben célszerti a hdmérsékletet hasznalni valtozoként. A kalorikus
allapotfiiggvények felhasznalasaval belsé energia mérleget a hdmérsékletre vonatkozo
dinamikai egyenletté célszerli alakitanunk. Ha az entrdpiat tekintjiik valtozonak, akkor
természetesen maga az entropiamérleg szolgal dinamikai egyenletként. Ekkor célszerii
attranszformdlni a reverzibilis fesziiltséget is, a belsd¢ energianak éallando entrépia
szerinti derivaltjanak segitségével, az alabbi azonossag alapjan:
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oT os(e,H) _ T@g_pﬁe(s,H).

37) Fe =— =
oH de OH oH

Az alapegyenletek, azaz a mérlegek ¢és anyagtérvények (s,H) valtozokban is

ugyanazok maradnak. A valtozok transzformaldsaval a mechanikailag reverzibilis
esetben szétcsatolhatjuk az impulzus és a belsd energia mérlegét. Igy izentropikus és
izotermikus folyamatok esetén a mechanikai problémakat latszoélag konnyen
elkiilonithetjiik a termikusaktdl (és igy azzal az illuzidval élhetiink, hogy azok a
mechanikaban nem is fontosak).

5.4 ANYAGI SZIMMETRIAK

Az anyagegyenleteknek az anyag szimmetriait is tiikkroznitik kell. Mi a tovabbiakban
csak a legerdsebb szimmetridjii anyagokat vessziik figyelembe, feltételezziik, hogy a
termomechanikai  kontinuumban nincsenek kitiintetett irdnyok, azaz izotrop
kontinuumokra szoritkozunk. Az anyagi szimmetridkat figyelembe kell venniink
minden anyagfiiggvény esetén, megfogalmazasukhoz az Gn. reprezentacios tételeket kell
segitségiil hivhunk [TRUESDELL-NOLL, 1965; WANG, 1970].

Az anyag tulajdonsdgait az anyagfiiggvények hatdrozzak meg. Két alapvetd
anyagfliggvényiink van az entrépia ¢és az entropiaprodukcid, minden mas
anyagfiiggvény e két alapmennyiséggel hozhatd kapcsolatba. A sztatikus
tulajdonsdgokat az entropia és a bel6le szarmaztatott sztatikus anyagfiiggvények
hatdrozzak meg. Ilyenek példaul az un. “egyensulyi allapotegyenletek™ is. Mi kertilni
fogjuk ezt az elnevezést, mert ezen név alatta nemcsak egyensulyra vonatkozé olyan
Osszefliggések vannak, amik nem is igazén egyenletek. Ilyen példaul az idedlis gazok
termikus allapotfiiggvénye [ p(T ,p)z ApT]. A dinamikai tulajdonsigokat az
entropiaprodukcié és a beldle szarmaztatott dinamikai anyagfiiggvények, az Un.
konstitutiv egyenletek hatarozzak meg (ezek sem egyenletek). Ilyen példdul a FOURIER-
fele hovezetési torveény (j,(7,VT)=-A(T)VT), ami esetinkben (33) specialis
eseteként adodik.

Természetszerlileg az anyag szimmetridinak tliikr6zddnie kell az anyag-
fiiggvényekben. Izotrop anyagok esetén ezért az entropia €s az entropiaprodukcid is
izotrop fliggvénye valtozoinak. Egy skalar érteki fiiggvény akkor izotrop, ha
valtozoinak tetszdleges elforgatdsa, azaz ortogonalis transzformaldsa esetén, értéke nem
valtozik, az anyagi tulajdonséagait leiro fiiggvény iranyfiiggetlenek. Esetlinkben ez azt

jelenti, hogy s(e,H):s(e,QHQT ) minden Q ortogonalis transzformaciora. Ez a
feltétel jelentdsen megszoritja a széba johetd fliggvények formajat. Izotrdp
figgvényekkel a Fiiggelékben foglalkoztunk.

51



Ha az entrépia csak a mozgasgradiens szimmetrikus részétdl fiigg, akkor izotrop
esetben altaldban a kovetkez6 formaban irhato

s(e,A) =5(e, 4, 4,, 4;),
ahol 4, =trA, 4, = %((tr A —tr AZ), A, =det A az alakvéltozési tenzor finvariansait

jeloli. s tehat harom skalar valtozotol fiiggé fliggvény. Ennek megfelelden izotrop
kontinuumok reverzibilis fesziiltsége altalaban a kovetkez6 formaba irhaté (Id.

Fiiggelek).
(e, A)=— P Al B4 B B AL B Geta)at |-
det A 04, 04, 04, 04,
(38)
=—p,T ﬁI+L ﬁ—i—Alﬁ A_LQA2 ]
04, A, \ 04, 04, A, 04,

A tovabbiakban csak ilyen entropiafiiggvényen alapuld izotrdp anyagtérvényekre
szoritkozunk.

Miel6tt az entropiaprodukcidra vonatkozo kovetelményeket is megvizsgalnank,
atalakitasokat végziink a sebeséggradiens mezon.

Az eddigi 6sszefiiggések (14):
H=I+uoV=QA, H=QA+QA, H'=A"Q7,

. . T -1 T . T etrtmis.
alapjan, mivel Q° =Q ', QQ" =L¢és A=A", felirhato:
(39) HH' =(QA +QAJA'QT =QAA'Q” +QAA'Q” = QQ7 +QAA™'Q.

\ﬁr_J
szogsebesség
Vagyis a sebességgradiens két részbél tevédik Gssze. Az elsé tag Q=0QQ", a
szOgsebesség antiszimmetrikus, mert di(QQT)= 0= QQT +QQT = (QQT)f +QQT.
t

A masodik tag viszont nem feltétleniil szimmetrikus. A szimmetridjanak feltétele, hogy

AA™' szimmetrikus legyen, mert

(QAA‘IQT)T =Q(AA‘1)TQT =Q(A‘1)TAQT.
Tehat a lokdlis szogsebesség 4ltaldban nem egyezik meg a sebességgradiens
antiszimmetrikus részével.

crer

(33)-(34) vezetési egyenleteket. Ekkor az entrdpiaprodukcio kvadratikus fliggvénye a
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termodinamikai eroknek, a termikus kolcsOnhatasra vonatkozd vektornak és a
mechanikai k6lcsonhatasra vonatkozo masodrendii tenzornak:

1 1 1 1
. V— V— V— |L L V—
G‘Y(VL,HHIJZ T T =T ( ! 12) T |
T ap ) () (g M b)) gy
A Fliggelék 2-ben felirt reprezentacios tétel értelmében izotrop anyagok esetén, ha a

vezetési matrix allandd, akkor az entropiaprodukcio a kovetkezd formaba
egyszerlisodik:

2
as[v%,HH_lj = LI(V%j + Ly (Vv + Ly (V)% + 02,

ahol L, a hdvezetési egylitthatd, a L,, L, térfogati és a nyird viszkozitasok, L, pediga
rotacids viszkozitds. A fenti formuldba visszairtuk a sebességgradienst, hogy a
folyadékoknal ismerés valtozokat hasznaljuk, tovabba (Vv)' = @ az érvényvektor. A
fenti (39) formula értelmében vildgos, hogy az orvényvektor altaldban nem egyezik
meg a lokalis szogsebességgel (VV)A =m#Q. Frdemes kiilon is felirni a vezetési

torvényeket:

) 1
Jq = LIV?

a Fourier-féle hévezetési torvény, ha L, = AT">.

S
(40) F + ( pTH aa—slj =TL,V -VI+TLy(Vv)®

Latni fogjuk, hogy (40) a Newton-féle fesziiltségtenzor altalanositasat adja. Itt
felhasznaltuk, hogy a fesziiltség szimmetrikus. Osszenyomhatatlan anyag esetén a
stirliség allando, és igy V-v = 0. Ekkor a fesziiltségtenzor is nyomtalan (de nem tlinik
el). Végiil az utolsé6 komponens, (39) felhasznalasaval

(41) (pTHS—I‘UA =L4co=L4(H.H=1)A =Q+Q(AA—1)AQT,

az Orvényvektorra vonatkoz6 dinamikai anyagtorvény. A szokatlannak tind utolso
egyenlet értelmezéséhez érdemes észrevenniink, hogy (10) egy differencidlegyenlet
(ezért is irtuk vissza mozgasgradiens valtozokra). Illetve latni, hogy (36)-al jellemzett
mechanikailag reverzibilis folyamatok esetén, anyagi egyenstlyban a mozgasgradiens t
az alabbi egyenletek megoldésa adja:

— { TH Os js ) ( ™H Os jA 0
= — |, és — | =0.
P ST
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A tovabbiakban néhany konkrét példat adunk meg a reverzibilis fesziiltségre
vonatkoz6 anyagtorvényekre.

1. példa: Gazok, folyadékok

A gazok egyensulyban nem alak- és nem térfogattartok, egyensulyi nyomasuknak
nincs deviatorikus része. Ekkor (38)-bol kovetkezik, hogy izotrop gazok belsd
entropidja az alakvaltozastol csak a stirliségen keresztiil fiigghet, azaz

5(A) = §(p) = A[dfﬁj - §[%j.
3

A termosztatikai definicidnak megfelel6en vezessiik be a skalaris nyomas fogalmat:

p .
Tp®

Os
ap (e: p) -

Ennek, (38)-nak és a Fiiggelék 1-nek megfeleléen a reverzibilis fesziiltség a kovetkezd

F'®(s,A) = —porﬁl =Tp* &y —pl.

04, op
. , Os : . ,
Fontos azt is észrevenniink, hogy | pT Ha—H szimmetrikus, tehat ® = 0.
Tehat, immadr visszatérve a folyadékos valtozorendszerre, az entropiaprodukcio:

N

. 1 1
o, =], -V?+?(F+p(e,p)l):(voV)2 0.

Osszehasonlitva a fenti anyagtdrvényekkel lathatjuk, hogy mivel a (41) rotacios tag
nem léphet fel. (40) egyenlet ekkor éppen a viszkézus folyadékokra vonatkozod
NEWTON-féle fesziiltségtenzort adja, amit a (23) impulzusmérlegbe helyettesitve
pontosan a NAVIER-STOKES-egyenletet kapjuk.

A folyadékok egyensulyban nem alaktartok, de térfogattartok. Tehat egy izotrop
folyadék az tulajdonképpen Osszenyomhatatlan géz. Ennek a stlriisége allando, igy
nyomasat csak a bels energia valtoztathatja a fentiek szerint. Vannak nem izotrop
gazok és folyadékok is, egyensulyi nyomasuk skalar, de fiigghet példaul a nyirasi
deformaciojuktol is (egyensulyban!). A folyadékkristalyok példaul ilyenek.

2. példa: Linearisan rugalmas anyag

A (38) Osszefiiggésben az A alakvaltozasi tenzor szerepel, amely ,,deformalatlan
allapotban” az I egységtenzorral egyezik meg. Mivel deformalatlan allapotban a
fesziiltségek nullak, ill. fesziiltségmentes allapotban a deforméciok nulldk, ezért
kézenfekvd rugalmassagtanban az A alakvaltozasi tenzor helyett inkabb a D = A - 1
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deformaciotenzort alkalmazzuk. Ez azt jelenti, hogy a (38) Osszefliggésbe az A helyére
D+I-t irunk, azaz

F' = fil+ f,A+ f;A’, = F* =y l+y,D+y,D’

ahol vy, =w,(D,,D,,D;) fliggvények mar a deformaciétenzor féinvariansainak
fiiggvényei®, és
yi=h+h+f va=h+2f vi=f

Linearisan rugalmas anyag esetén a reverzibilis fesziiltség a deformalatlan allapottol
valo eltéréstdl linearisan fiigg, tehat

w1 =Dy, w,y=2u, y3=0,

ahol 4 és u a Lamé-féle rugalmassagi egyiitthatok. Osszevetve a (38) formul4val
lathatjuk, hogy ilyen reverzibilis fesziiltség csak akkor szdrmaztathat6 izotrép entropia-
fliggvénybdl, ha

0s 1 ( 0s 0s 0s
20, —pT—| A —|=2u, - pT——=(14, -2 -3
o4, Po A3(8A1 lﬁAzJ H Po 04, ( 1~ <“H )
Az egyszerlsitések elvégzése utan a feltétel:
. 4 .
o8 __ 4 2u, o (A4 A —(BA+2u)).
04, poT 043 poT

Ennek az egyenletrendszernek altalanos megoldéasa alland6 A és silirtiségfiiggd p
esetén (A, u(A4z)):

A ¢
42 A)=2+5
(42) u(Az) 2t

ahol c¢=4ll. Ekkor a rugalmas reverzibilis entropia:
(4, 43) = —LT(,a(A1 —4) 43 +2c(4; —In 43)) + 5.
Po

A fenti (42) eredménybdl latszik, hogy izotrop, idedlisan rugalmas anyag allandd
rugalmassagi  egylitthatokkal legfeljebb  kozelitésként lehet kompatibilis a

8 Azaz:

4, = trA =D, +3, D, = tD =4, -3,

4, = tfuwAP -A:A]l=D,+2D,+3 D, = L[uD}-D:D|=24 +4,+3,
4, = detA —D,+D,+D,+1, D, = detD — A, 34— A, 1.
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termodinamikai feltételeinkkel, kis deformaciok esetén. Viszont természetesen nagyon
sokféle nemlinedris egyenlet kozelitéseként 1éphet fel.

Lathat6, hogy a termodinamikai potencidl nem kvadratikus a deformacioban.
Konvexitasi tulajdonsagai éppen ezért nem nyilvanvaloak.

3. példa: Rotacios viszkozitds

Erdekes és érdemes megvizsgalnunk a mozgasgradiens antiszimmetrikus részének
esetleges hatasat. Sztatikus anyagtorvények esetén ezzel nem foglalkozunk, bar
megjegyezziik, hogy jelentésége példaul szemcsés anyagok esetén lehet [BAGI, 2006].
Viszont szigorian linedris dinamikus anyagtorvények esetén konnyen képet kaphatunk
lehetséges hatasarol. Tehat tekintsiik azt az esetet, amikor az el6z6 példaban kapott,
linedrisan rugalmas anyagokra vonatkozo6 entropia nemcsak az alakvaltozastol, hanem a
teljes mozgasgradienstdl fiigg. Ez (2F4) értelmében szintén izotrdp anyagfiiggvény, de
most az entropiaprodukcidoban az utolsod tag, illetve az ebbdl szarmaztathatd (41)
vezetési torvény szerepet jatszhat. Ebben az esetben (41) a kdvetkez6 formaban irhato

A
. A
[pTHé%J =—pT2ﬂHA=1461414).

Ahogy fentebb emlitettilk, ez a dinamikai anyagtérvény egy kozonséges
differencidlegyenlet, azaz a kontinuumban pontonként érvényes, ¢és leirja a
mozgasgradiens antiszimmetrikus részének idObeli valtozasat az adott pontban

43) ~LH* =(a-H ),

ahol /, = P iZ,u pozitiv skalar, a termodinamikai feltételeink miatt. Az egyszeriiség
4
g - o . , . 1 —a()
kedvéért tekintsiink egy kétdimenzios esetet, és tegyiik fel, hogy H = o L
a

Ekkor

ST 1 0 —a'( . 0 —a( A
in) _1+a2(t)[a'(f) 0 j_ l“(a(t) 0 j_ SR

Azaz, végiil is az antiszimmetrikus rész valtozasat az

(44) a'(t) = ~La(t)1+ a*(t))

differencialegyenlet megoldasa adja. Ez a(0)=ao kezdeti feltétel esetén a kovetkezd:
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a,

\/641“”t(1+ a))—a; ’

a(t) =

A referencia konfigurdcioban, azaz kezdetben a mozgasgradiens az egységtenzor,
tehat antiszimmetrikus része nulla a(0) = 0. A fenti kezdeti feltétel megoldasa a (44)
differencidlegyenletnek, azaz kezdetben szimmetrikus mozgasgradiens tovabbra is
szimmetrikus marad. Ha viszont valamilyen kiils6 hatassal elrontottuk a szimmetriat (pl.
egy lapattal jol megkavartuk a kozeget), akkor is az eltérés az a=0 egyensulyi érték felé
tart, ami globalisan aszimptotikusan stabil. Méghozzd az egyensuly bedllasdnak
karakterisztikus ideje 1ényegében fliggetlen a kezdeti eltérés nagysagatol, ahogy azt a 7.
abra mutatja.

Az q (¢ ) fuggvény alakulasa azid6 fliggvényében

3 1

0,4

ao=5

.
T~

5 6 7

7. abra. A (43) differencialegyenlet megoldadsa kiilonféle kezdeti feltételekkel. Az a(0) > 5 érték felett a
fliggvényeértékek a t >5 tartomanyban szinte megkiilonboztethetetlenek.

4. példa: Gumirugalmassag

Létezhet olyan izotrop anyag is, amelynél a reverzibilis linearis anyagtorvény (vagy
ilyenek egymads utdni alkalmazasa) altdlaban rossz kozelités, mert a vezetd tag az
anyagtorvényben nemlinedris. Ilyen anyagtorvény vonatkozik a példaul az irodalom
szerint [ Truesdell-Noll 1965] a gumira. Ennek egy esete:

. A2
§(Ay, Ay Ay) = —— 45| 4, +2A, 2L |,
’ poT 2
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2
rA I+D?>

F&(e,A) = k| — £2trA -

2
JI—2A+A2 —x —(WD—M]

Kozetek esetén a masodfoku tag egyiitthatoja altalaban olyan kicsiny, hogy hatdsa
nem kimutathatd. Itt is érdekes stabilitasi feltételeket ad a konvexitas vizsgalata.

Ennek az anyagegyenletnek helytalld voltdt nem volt modunk leellendrizni. Nem
tudjuk, milyen gumi esetén lehet érvényes. Kiilonb6zd gumifajtakkal végeztiink
kisérletet, s azok tényleg nemlinedris viselkedést mutattak, kiilonb6z6é terhelési
sebességek mellett. Azonban ha a laboratoériumi felterhelés utdni tehermenetesités
azonnal megtortént, akkor nem ugyanazon a gorbe mentén haladt vissza az origoba,
tehat nem volt reverzibilis az 4llapotvéltozas. A nemlinedris reverzibilis viselkedés és a
linearis irreverzibilis, reologiai viselkedés szétvalasztdsdhoz azonban elébb az utobbi
tipustt modelleket is meg kell ismerniink

6. REOLOGIA — TUL A LOKALIS EGYENSULYON

Koztudott, hogy minden anyag reologiai tulajdonsagokkal rendelkezik. Olyan eset,
amit a klasszikus rugalmassagtan idofiiggés nélkiili modellekkel targyal, nem létezik,
mert idobeli valtozas nélkiil valtozds sincs. Hogy mégis van jelentOsége ¢és
1étjogosultsaga ennek a feltételezésnek, az legalabb harom okra vezethetd vissza:

1. Elsé ok: a reverzibilitas. A masodik f6tétel azt mondja ki, hogy a vilagban
minden folyamat irreverzibilis. Ha egy folyamat lezajlik, akkor az ,,munkabefektetés
nélkiil” nem teheté meg nem torténtté. Csak kiils6 forras felhasznalasaval lehet a
termodinamikai rendszert visszavinni a kezdeti allapotba (ha az lehetséges). A
folyamatok irreverzibilitdisa azt is jelenti, hogy minden irreverzibilis folyamat
ugyanolyan mddon irreverzibilis, vagyis a valosagos folyamatok a reverzibilis folyamat
ugyanazon oldaldn helyezkednek el [FARKAS, Noszriczius, 1992]°. A pusztan
reverzibilis folyamat csak elvileg sérti az irreverzibilitds elvét, gyakorlatilag azonban
nem, mert az irreverzibilis folyamatok terében egy korlatot, hatart jelent, amelynek
masik oldalan mar nincs realis folyamat.

2. Masodik ok: a gyors csillapodds. A mechanikai folyamatok idébeli lecsengése —
hacsak (jabb hatds nem 1ép fel - altaldban hamar bekovetkezik. Igy a tervezésnél,
méretezésnél arra a nyugalmi allapotra vonatkoztatnak mindent, amikorra a mozgasok
mar lecsengtek. Ezért szokas az impulzusmérleg (23) 4ltalanos alakja helyett ilyenkor, a
statikai egyensulyra vonatkozd térfogati er6hatds nélkiili V-F =0 alakjat hasznalni,

’ Ha egyes folyamatok ellentétes értelemben lennének irreverzibilisek, akkor elképzelhetd, hogy
megfeleld aranyban vegyitve Oket, az irreverzibilitdsuk ,kikompenzalna” egymast, s igy végil is
reverzibilis folyamathoz juthatnank , ,,6rokmozgdk”™ lehetségesek lennének.
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amely elvileg csak végtelen id6 mulva kovetkezik be, de gyakorlatilag néhany ora, ill.
nap alatt, az anyag tulajdonsagaitol fiiggden.

Mindkét ok jol értelmezhetd a masodik fotétel stabilitasi felfogasanak segitségével.
A gyakorlatban megvaldsuldo mechanikai egyensulyok sokszor aszimptotikusan stabilak,
illetve ha nem is csillapodnak — azaz nem vonzo az egyensuly — de nem robbanhatnak.

3. Harmadik ok: specialis anyagtulajdonsagok. Léteznek olyan anyagok,
amelyeknél a deformaciok késési ideje (ktiszas) és a relaxacios id6 (a fesziiltségek
ernyedése) gyakorlatilag megegyezik, igy a feliiletes szemléld szamara ugy tlnik,
mintha az anyagviselkedés id6tdl fiiggetlen lenne [ASSZONYI, 2006].

Ezen bevezetd utdn térjiink rd a legaltalanosabb homogén-izotrop anyagtorvény
meghatdrozasara.

Az anyagok esetiinkben fontos nagy csaladjanak jellemzéséhez, a kisérletek és a
tapasztalatok kielégitd leirdsdhoz nem elegend6 az anyagot csak a deformacios
allapotaval jellemezni. Kovek, talajok fesziiltségi allapota azonos kiilsd terhelési
feltételekkel és azonos deformdcids torténet esetén is nagyon kiilonbozd lehet. A
mérndki  gyakorlatban szamos olyan kontinuummal taldlkozhatunk, amelyek
semmiképpen sem tekinthetdek rugalmasnak, belsd mikroszerkezetiik, példaul
szemcsézettségiik, repedezettségiik jelentdsen befolyasolja a deforméacios allapotukat.

Ilyen anyagok esetén egyik legfontosabb megfigyelés, hogy a bels6 szerkezeti
valtozasok csak bizonyos késéssel kovetik a deformacié valtozasait. A deformaciod
sebességénél (a kozegbeli hangsebességnél) joval lassubb valtozasokat is érzékellink. A
kontinuum bizonyos értelemben emlékszik eldz6 terheléseire, egyfajta memoridja van.
Ilyen viselkedés leirdsdhoz mar nem elegendé az anyagot a reverzibilis fesziiltséggel
jellemezniink, tulajdonsagaik modellezéséhez célszerli 1) valtozdkat bevezetniink
[VERHAS, 1985; MUSCHIK ES MAUGIN, 1994]. Uj, elsésorban a folyamatok soran
szerepet jatszo valtozok bevezetésével tulléplink a lokalis egyensuly hallgatdlagos
feltevésén ¢€s ezzel a klasszikus irreverzibilis termodinamikan.

A fenti klasszikus termomechanikai valtozérendszerhez egy masodrendli tenzor
valtozot hozzavéve kapjuk a reologia anyagfiiggvényeit, az un. reologiai testeket. De
csak akkor, ha az elmélet felépitése soran figyeliink a termodinamika torvényeire.
Legyen ez a bels6 valtozo tenzori tulajdonsagait tekintve az mozgasgradienshez hasonlo
¢s a tovabbiakban jelolése, legyen &. Ennek megfeleléen az entropia az (e,H,§))

valtozoktol fligg. Az uj valtozd bevezetése miatt a termodinamikai feltételeknek
megfeleld anyagelmélet is valtozik. Az dsszetett fliggvény derivalasi szabalya alapjan:
@é+pﬁ'fl+p@:§.

; 7H) = .
ps(e,H,Q) P H o

Ekkor az entrépiaprodukciod az el6zo fejezet gondolatmenetét kovetve a kovetkezo lesz:
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) . ) 1 1 Os -~ os .
45 +V-jo=og=j, - V=+—| F+ pTH— |:(HH |- p—=:E>0.
(45) pSs ls=05 =14V T( p 8Hj( ) '06§ g

A fenti egyenldtlenség ujabb tagjanak termodinamikai értelmezéséhez vegylk
figyelembe, hogy a belsé valtozé dinamikaja nincs meghatdrozva, azaz tulajdonképpen

keressiik a 4 vonatkozé evolucios egyenletet, tehat & maga is egy anyagfiiggvényként

foghato fel. Pontosabban arrél van szo, hogy keressiik azt, hogy a
(46) §=G(e,H,5)

evolucios egyenlet jobb oldaldra, azaz a G fliggvényre milyen megszoritasokat jelent a
masodik fOtétel egyenldtlensége. A tovabbiakban, a tisztanlatds végett, élesen
megkiilonboztetjiik a dinamikai véltoz6 iddderivaltjat és a rd vonatkozd evolucios
egyenletben szerepld G anyagfiiggvényt. Tehat a kovetkezd termodinamikai eré-aram

rendszert irhatjuk fel:
Er6 Aram
. 1 .
Termikus V— 1y
T

. 1 0
Mechanikai (Vv)=H-H™ F(F +p7TH 8_:Ij

Os

Reologiai Y 6_2;

Az 1) taghoz tartozd kolcsonhatast reoldgiai kdlcsonhatdsnak nevezziik. Ne
felejtsiik, hogy az entropia fliggvényt adottnak tekintjiik, az el6zéekhez hasonldan. A
vezetési egyenletek most a kovetkezd formdban irhatdak:

1 1
V— V—
1 e as ) T_l L, L, Lj; ) T_1
(47) ?(F"'pTHa_Hj -L| HH =L, Ly Ly HH >
G p@ Ly Ly Lj p@
& &
azaz
. 1 S 0os
Jq = Lllv?""leHH 1 +Ll3p6_§’
1 os 1 — 0s
?(Fﬁ-pmﬁj = LZIV?+L22HH1+L23pa—§,
1 S os
G = L31V?+L32HH +L33pa—é.
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Ezekben az egyenletekben megjelend ujabb tagok jelentésének tisztdzasa a
vizsgalataink egyik f0 célja. A fenti anyagtorvényforma éaltaldnos megoldasa a II. fotétel
egyenldtlenségének, ha a teljes L vezetési matrix pozitiv definit, és fligghet mind a
termodinamika erdktdl, mind az (e,H,&) valtozoktdl, a reologiai alapallapottol.

6.1 EGYENSULYI ES REVERZIBILIS FOLYAMATOK

A fesziiltségallapot most is két részre bonthatd, egy reverzibilisre, amelynél az
entropiaprodukcio-sirisége zérus, €s egy irreverzibilisre, amelynél pozitiv. Viszont az
el6zé fejezetben bevezetett egyensuly és reverzibilitds fogalmakhoz képest az uj
termodinamikai  valtozonk miatti valtozasok egyszertibb szerkezetiiek. Az
entropiaprodukcié 1j tagja kapcsan a reoldgiai reverzibilitas és a reologiai egyensuly
fogalmakat nem érdemes megkiilonboztetni, mert az 01j valtozéra vonatkozo dinamikai
egyenlet teljes egészében anyagi eredetll. Tehat reverzibilis folyamat esetén G =0. Az
el6zéekben hasznalt osztalyozast itt is megismételhetjiik, az entrépiaprodukcio uj tagja
finomitja, de nem bonyolitja a képet.

6.2. ANYAGI SZIMMETRIAK.

Az izotrop entropia definicid szerint (44)-hez hasonloan olyan fiiggvény, amelynek
értéke nem valtozik az alapvéltozok elforgatdsaval, azaz igaz, hogy
s(e,H,?’;):s(e,QHQT ,Q&QT ) minden Q ortogondlis tenzor esetén. Az ilyen
figgvények 4altalanos formdjat nem tudjuk. A Fiiggelék 2-ben viszont megmutattuk
hogy egy altalanos tenzortdl annak féinvaridnsain keresztiil fiiggd fliggvény biztosan
izotrop (2F4). A tovabbiakban targyaldsunkat jelentdsen leegyszerilisitve a
mozgasgradiens fOinvarinsaitol fliggd ¢és E&-ben kvadratikus anyagtérvények

meghatarozasara szoritkozunk.

A &-ben kvadratikus anyagtérvény mindenképpen é€sszerti, mert minden rogzitett

egyensulyi allapotra az entropiafiiggvénynek maximuma kell, igy csak az allapottér
egyensulyi részén lesznek stabil egyenstlyok. Vagyis a az allapottér nemegyensulyi
részén a &=0 allapotok termodinamikailag stabilak. . Raaddsul a hdémérséklet

értelmezésének problematikajat elkeriilendd a belsd valtozotol vald fiiggést additivan
elvalasztjuk a tobbi tagtol. Ekkor az izotrop entropia a kovetkezd formaban irhato:

ps(e,H,§) =ps(e,H,,H,,H,) —a(tr§)2 —Btr&® —ytrg™.

Itt a, B,y pozitiv dllandok, &°,&" a belsé véltozo szimmetrikus és antiszimmetrikus

részét jeloli. Ezt az alakot fizikailag az indokolja, hogy az allapottér nemegyensulyi
részén kvadratikus forma biztositja a megfeleld egyenstlyi allapot stabilitasat
(természetesen a konkavités figyelembe vételével).
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Ebben az esetben az entropia & szerinti parcialis derivaltja kiilondsen egyszerii
lesz:

Os _ S 4
pag(eaHaé)_ atrEl - 87 — )&~

Ezek utan alkalmazzuk reprezentacids tételeink (2F5) kovetkezményét a kvadratikus
entropiaprodukciora. Ekkor a (47) vezetési egyenletek széttagolhatdéak a kovetkezo
modon

e L 00 0 0 0 oY vl
“0F 0, 0 0 00 0| pe
G 0 Iy L, 0 0 0 0| oo
F( Pl=lo 0o 0 & k, 0 0 (in- ) |
GS 0 0 0 k12 k2 0 0 —B&S
l( V)A 0o 0 0 0 0 m m, (HH’I)A
r o 0.0 0 0 0 my m) i

ahol bevezettik az F’ =(F+pTH§—;Ij viszkézus fesziiltségtenzort. L,/ [,

. . k
L, k,k,k,, k,,m,m,, m, anyagi paramétereket. Ha (2F5b) alapjan, 1'=1 +§

bevezetése utan a szimmetrikus tenzorokrdl levalasztjuk a nyomukat, akkor izotrop
esetben 4 fliggetlen csaladra esnek szét a vezetési egyenletek. Egyrészt tovabbra is
csatolatlan az egyetlen vektori egyenlet, a hdvezetésre vonatkozdan:

. 1

J q = le? .

Masrészt latjuk, hogy a masodrendli tenzorok nyoma, nyomnélkiili szimmetrikus, és
antiszimmetrikus része kiilon csatolodik:

trF' =" Tt HH -I', Tartr&,

(48a) .
trG =0, tr HH™ -I', a tr&,

(48b) (F*)" =k (AR )" -k, 7",
G” = klz(HH_l )OS ~k, 78",

(48¢) (F)A =mT (HH" J' —m,TyE",

G'= mlz(I;IH_1 )A —m,yE".
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Fontos megjegyezniink, hogy a vezetési egyiitthatok I’, k, és m matrixai pozitiv
definitek az entropiaprodukcid egyenlétlensége miatt. Ebbol kdvetkezik, hogy
L >0,
I'>0, I''>0, és [I'I')-I'1,>0,
k>0, k,>0, é kk,—k} >0,

7 2
m, >0, m,>0, é mm,—m;, =0.

(49)

A fenti egyenletekbdl kifejezhetjiik a szimmetrikus CAUCHY-feszliltséget:

S
(50) %F = —p[Haa—:Ij + (11 trHH ™ —llzatré’;)[ + kl(HH‘l)S — ke BES

A bels6 valtozora vonatkozo evolucios egyenlet pedig a kdvetkezo lesz

1) G =l (B sk, (P 4y, (7 - (L) -k, 55— my e

Ez az egyenlet részben a (50)-hez, antiszimmetrikus része pedig az aldbbi evolucids
egyenlethez csatolodik:

A
(52) pT[Haa—IS{J = ml(HH_l )A —myp, e

A fenti (50) és (51) egyenletek izotrop termomechanikai kontinuumok kis és nagy
deformacioira, gazokra, folyadékokra és szilard testekre egyarant érvényes anyagi
egyenletek. Mindaddig hasznalhatdéak, amig egyetlen belsd termodinamikai valtozé
elegendé a kontinuum folyamatainak jellemzéséhez, azaz ebben az értelemben a
termodinamikai egyensuly kozelében. Konkrét formajukat természetesen az entropia
fliggvény konkrét megadasaval kaphatjuk. Egyiitt a hdvezetési egyenlettel, az
impulzusmérleggel és a belsé valtozd (46) fejlodési egyenletével adjak a kontinuum
dinamikdjat leird parcialis differencidlegyenlet-rendszert.

A bevezetett 10+3 anyagi paraméter szigoruan linearis elmélet esetén allando,
illetve az altaldnosabb termodinamikailag kvazilinearis elmélet esetén maga is izotrop
fliggvénye a termodinamikai alapallapotnak. Ezeknek az anyagi paraméterek elvileg
mind mérhetdek, pontos fizikai jelentésiik van és sok esetben jol ismertek (pl.
hdvezetési tényezd). Mas esetekben szereplik 6sszemosodik a rugalmassagi allandokkal
¢s tobbféleképpen is felbukkanhatnak a nemlinedris rugalmassagtan illetve a reologia
valtozatos anyagegyenleteiben. Tobb tekintetben viszont teljesen jnak tekinthetdk és
adott anyagokra mérési modjuk és szerepiik részletesen tisztdzandd. Kiilondsen
érdekesek ebbdl a szempontbdl az antiszimmetrikus részhez csatolodd tagok amelyek
nemegyensulyi esetben nem szimmetrikus deformacid gradiensek megjelenését
eredményezik akkor is, amikor a fesziiltség szimmetrikus. A fent megadott altalanos
izotrép anyagmodell természetesen tovabbi kifejtést igényel. Konkrét anyagmodellek
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esetén részletesen elemezni kell az egyes fizikai allandok szerepét, megadni a
meghatarozasukhoz sziikséges mérési utasitasokat és célzott méréseket végezni az
anyagmodellek érvényességi korének és felhasznalhatosaganak tisztazasara. Ezekkel a
kérdésekkel a cikksorozat tovabbi részeiben foglalkozunk.

A tovabbiakban az el6z6 részben bevezetett példak koziil az idedlisan rugalmas
anyagmodellt tesszilik vizsgalat targyava.

6.3 REOLOGIAI ANYAGMODELLEK

Az el6zo fejezet 2. példajaban targyaltuk, hogy az idedlisan rugalmas anyag esetén
az alakvaltozés egységtenzortol vald eltérésének mértékével, D = (A —1I)-al ardnyos a

reverzibilis fesziiltség. Tekintsiink ismét linedrisan rugalmas anyagot, de az eddigi
altalanossagot megtartva most a teljes mozgasgradienstdl vald fiiggést feltételezve.
Ekkor a reverzibilis fesziiltség:

(53) F® (e,H)= Atr(H-DI+2u(H~-T)= A(tr D)l + 2D .

Itt megdriztik a Lameé-egyiitthatok jelolését (bar lattuk, hogy a termodinamikai
kovetelmények szerint ¢ nem lehet allandd, linedrisan fligg a slriiségtdl). Az
egyszeruség kedvéért sebességgradienst is fejtsiik ki D szerint

HH' =(1+D)I+D)"' =DI-D)=D.
Tehat itt kis deforméacidkat feltételeztiink.

Vezessiik be tovabba a deformacid és a szimmetrikus fesziiltség antiszimmetrikus
¢és deviatorikus (nyom nélkiili szimmetrikus) és gombi részének jeldléseit a kdvetkezd
moédon

F=EI+LFS—EIJ=TO+T=GOI+T,
3 3

mert a fesziiltség szimmetrikus. A D deformacié hasonlo felbontésa

D:%I+(DS —%IJ+D/‘ =E,+E+D" =¢I+E+D".

A belsd valtozo tenzoranak felbontasa pedig

az%l{as —%I)W‘ g, 5% 4E

Ezekkel a jelolésekkel az (53) reverzibilis fesziiltség a kdvetkezd lesz:
F™ = (BA+2u}E +24E + 2D .

(48b) alakja pedig igy irhatd

64



T - 2uE = k,TE — k, T,
&SO = k12E - kzﬂéso-

A fels6 egyenlet idoderivaltjaba behelyettesitve az alsot, majd a belsé valtozot a
fels6 egyenlet segitségével teljesen kikiiszobolve kapjuk, hogy

T - 24 = k,TE + ((k k, — k2 T8 + 20 )6 — k, BT + k, B2UE ,

Némi atcsoportositassal a rugalmas rész kiemelésével:

Ugop bl g, ek ki mou)y

k.p k. k.f

Ismét vegylik észre, hogy a fenti egyenletben az anyagi egylitthatok a

termodinamikai feltételek, azaz az entropia konkavitasa és az entrdpiaprodukcio
egyenl6tlensége miatt, mind pozitivak. Vezessiik be a szokdsos reologiai paramétereket

r:L’ n:((klkz_klzz)Tﬂ"‘zﬂ)’ G=p, <, :kl_T’
kP 2k, B k,

a kovetkezd egyenletet kapjuk

(54) tT+T=7,E+27E +2GE.

Ezzel az egyenlettel leirhato testet a reoldgiai irodalomban JEFFREYS testnek nevezik
[VERHAS, 1986]. Ez az egyenlet nemcsak a deformaci6 sebességét, hanem gyorsulasat is
tartalmazza, bar a tehetetlenséget jellemz6 7, tényezordl és hatdsarol keveset tudunk (a

reoldgiai irodalom elsdsorban nyirasi kisérletek esetén vizsgélta [BIRD-ARMSTRONG-
HASSAGER, 1977]).

A kozetmechanikdban 4ltalaban 7, ~ 0 feltevéssel szoktunk élni, s ezt a modellt

POYNTING-THOMSON testnek nevezzik:
T+7T=2GE +27E ,

Ennek specidlis eseteként adddnak a tobbi egyszerli KELVIN-, NEWTON-, HOOKE-
reoldgiai testek, amiket részletesebben a kdvetkezd részben fogunk targyalni.

Ezek utan vegyiik szemiigyre a skalaris részre vonatkozé (48a)-(48b)-bdl kovetkezd
anyagegyenleteket, amelyek az ujabb jelolésekkel a kovetkezd formaba irhatok

o,—CBA+2u)e, =1'Te, -1',, Tag,,
é;o =, & -1'yad,.

Teljesen analég modon az eldzd esettel kikiiszobolhetjiik a belsd valtozot és az
kapjuk, hogy
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6y —(BA+2u)é, =1 TE, - 1I',, Ta[l'lz é, _Z'I—ZT(I'I Té, — o, +(3A+21)é, )] =
12

=1, TE, + (1" 1,1 Taé, —1'y acy +1'y a(34+2u)é,.

Némi atcsoportositassal a rugalmas anyagegyenlet kiemelésével a kovetkezo
formaba célszer(i atirnunk:

! v 2
G'0+JO:IVIT§0+(1112 112)T05+(3l+2,u)6_‘

1 1
I'ya ,a I'ya

o FBA+2u)s,.

Figyeljiik meg, hogy a fenti egyenletben az anyagi egyiitthatok a termodinamikai
feltételek, azaz az entropia konkdvitasa és az entropiaprodukcid egyenldtlensége miatt,
mind pozitivak. Bevezetve a

1 (0, 1,12 e + 32+ 20) (A+24) I'NT
TO =, KV = , K:—, Ttd e
I'sa 3« 3 I'ya
jeloléseket azt kapjuk, hogy
(55) 7,0, +0, =71,&, +3K ¢, +3Ks,.

Végill a 7, =0 feltevéssel élve megkapjuk az un. térfogati POYNTING-THOMSON-

egyenletet:
T, +7, T, =3KE, +3K E_,

amit a kézetmechanikai irodalomba DOBROKA vezetett be [Dobroka, 1983], majd tdle
figgetlenlil (miutan valdszinlileg nem olvas magyarul), de késobb CRISTESCU
[Cristescu, 1993]. DOBROKA elétt a térfogati résznél a Hooke torvénynél megszokott
T, =3KE_ 0Osszefiiggést hasznaltuk a szilard testeknél, és a T, =—plI Osszefiiggést a
folyadékoknal. Megjegyezziik, hogy ez az egyenlet csak a kis deformacios kozelitésben
tekinthetd a térfogatvaltozésra jellemzOnek (mert nem a deformacié nyoma, hanem a
mozgasgradiens determindnsa jellemzi a térfogatvaltozast).

A torzulasi és térfogati POYNTING-THOMSON egyenletekkel jellemzett modellt,
dltalanos Poynting-Thomson testnek nevezziik:
T+7T =2GE +27E
(56) : -
T,+7, T =3KE,  +3K E,

amelyben az alkalmazott jelolések megszokott elnevezései:

Rugalmas jellemzok:
1. Csusztato rugalmassagi modulus: 2G,
2. Kompresszibilitasi (v. kompresszio-) modulus: 3K,
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Reoldgiai jellemzok:

3. Viszkozitasi egyiitthato: 2n,
4. Relaxacios 1d6: T,

5. Térfogatvaltozasi viszkozitasi modulus: 3K,
6. Térfogatvaltozasi relaxacios 1do: r,."”

A termodinamikai stabilitas (konkav entrépia) feltételébdl kovetkezik a rugalmas
allandok pozitiv volta.

(56) G>20, K>0.
Az entrépiaprodukcid nemnegativitasabol kovetkezo (49) feltételek, azaz a vezetési

egyiitthatok matrixdnak pozitiv definit volta, illetve a termodinamikai stabilitas
egyiittesen pedig a

(57) n=0, K 20, 720, 7,20, —-720, v _ 7 >0

feltételek fennallasat kovetelik meg.

A torzulasi egyenlet kdzismert modon magaba foglalja az 6sszes egyszerli reoldgiai
testet, amelyhez ma mar a megfelel6 térfogatvaltozasi egyenlet csatolhato:

[PASCAL (folyadék) test] T=0, T, =-pl,

[HOOKE (rugalmas) test] T=2GE, T, =3KE,_,

[NEWTON (folyadék) test] T= 277E, T, =-pl +3K on ,
[KELVIN (folyadék) test] T = 2GE + 27jE, T, =3KE, +3K E,_,
[RUGALMAS-RELAXACIOS test] T =2GE -7T, T, = 3K,E, -7, T,,
[MAXWELL (folyadék) test] T= 27E—7T, T, = 3K,E, -7, T,
[POYNTING-THOMSON test] T=2GE+2nE—7T, T, =3KE_, +3K E, —7,T,.

Végiil vegyiik szemiigyre a vezetési egyenletek antiszimmetrikus részeit.
~2uD* = m, D" —m,, T,
g4 = m,D* —m, %"
Megint csak az el6zdekhez hasonlé kikiiszobolési eljaras utan kapjuk, hogy

0=mTD" + ((mlm2 —m )Ty + 2,u)DA +myy2uD”.

' Mind a rugalmas, mind a reologiai jellemzék ,.elnevezés” az irodalomban megszokott kifejezés, holott
mind a hat anyagallandd rugalmas, értve ezalatt, hogy nem a képlékeny alakvaltozasokat jellemzi.
Valdjaban mindegyik allando reoldgiai jellemzd, és helyesebb lenne termodinamikailag a ,,rugalmas-
reverzibilis”, és a ,,rugalmas-irreverzibilis” elnevezés. Képlékeny alakvaltozasoknal csak irreverzibilis
jellemzdk vannak.
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Itt is pozitiv a fenti egyenlet minden egyiitthatoja, ezért azonnal lathato, hogy ez egy
relaxacios egyenlet, amelynek D =0 egyenstlyi megoldasa aszimptotikusan stabil.
Erdemes Osszehasonlitani ezt az eredményt a 4.4 fejezet 3. példajanak a nemlinearis
esetre elvégzett egyszerli szamitasaival. Természetesen a deformacid antiszimmetrikus
részének dinamikajat alapvetden meghatarozza a reverzibilis fesziiltségre vonatkozo
anyagtorvény, amirdl itt a lehetd legkevesebbet tételeztiik fel (azt, hogy azonosan nulla).
Mindenesetre a fenti eredmény Osszhangban van azzal az ismert ténnyel, hogy a
deformaci6 antiszimmetrikus részének nincs nagy (s6t a hagyomanyos mosopor szerint
semmilyen) szerepe az anyagtorvényben. Altalaban ezt a feltevést az anyagi objektivitas
elvébdl vélik leszarmaztatni, de figyelembe véve azon eredményeket, melyek szerint az
anyagi objektivitds szokasos megfogalmazasa hibas [MATOLCSI-VAN 2006, MATOLCSI-
VAN2 2006] az antiszimmetrikus rész fentihez hasonlé megjelenése az anyagtérvényben
nem zarhato ki.

6.4 ALTALANOS POYNTING-THOMSON TEST

Végiil térjiink vissza az (56)-os egyenletrendszer, az altalanos POYNTING-THOMSON
test vizsgalatara.
T+7T =2GE +27E

(56) : -
T, +7,T, =3KE, +3K E,

Megjegyzendd, hogy az POYNTING-THOMSON modell tobbféle médon foglalja
magaban az alacsonyabb rendii modelleket. Pl. a HOOKE testet nem csak ugy, hogy
n=0,7=0, illetve K, =0,7, =0 feltevésekkel, ami azt jelenti, hogy az anyag nem
rendelkezik kuszdsi és relaxédcios tulajdonsidggal, hanem az (57) Osszefiiggésbol
kovetkezd reverzibilitasi feltevéssekkel is:

K
(58) 1 _r-0, 227 =0,
G K

ami azt mondja ki, hogy a POYNTING-THOMSON modell, ha a deforméciok atlagos

késési ideje [t;,ef =n/G, t;’ef =K,/K] megegyezik a relaxacio idejével

[t,., =n/G, t., =K, /K], vagyis a kuszas és a relaxacio pontosan kompenzalja

magat, akkor ugy viselkedik, mint a HOOKE test, tehat nem mutat id6t6l valo fliggést.

Azonban észre kell venniink, hogy ez az altalanos POYNTING-THOMSON modell: tn.
rugalmas modell, vagyis barmilyen mechanikai allapotvaltozas utan, ugyanannak az
»ellentettjével” visszamegy a kiinduldsi helyzetbe (Id. 3. Fiiggelék). Vagyis energia
szempontjabol ez egy redlis irreverzibilis modell, de klasszikus mechanikai felfogasban
,mechanikai reverzibilitast” mutat. Vagyis a test (tehermentesités utdn) visszanyeri
eredeti alakjat, nem marad benne ,maradd” alakvaltozds. Az igaz, hogyha egy ,,0”
allapotbol egy ,,1” allapotba juttatjuk, akkor ebbdl az ,,1” allapotbdl visszajuttathatd a
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,0” éallapotba. Viszont ez soha nem tehet6 meg ugyanazon az 1ton, tehat
,veszteségmentesen”, hanem csak ,,energiaveszteség” aran. A két ut kozotti differencia
energiaveszteséget, energia-disszipaciot eredményez. Ennek a jelenségnek az oka, hogy
a & belso valtozo értéké egy folyamat soran altalaban nem nulla, de modellunk feltételei
szerint egyensulyban mindig eltiinik.

Az anyagtorvénynek van egy reverzibilis része, £=0
feltétel kikényszeritésével kaphato, ahol nem jelentkezik
veszteség (az entropiastriiség-produktuma zérus), €s egy
irreverzibilis része, ahol veszteség 1ép fel (az
entropiastiriség-produktuma pozitiv).

Az 3. Fiiggelék abrainak felhasznalasaval ez egyszertien
i belathat6 (7. dbra), ugyanis a ,,fel”’[0-1] és ,,le”’[1-0]futo
""-.,~_arCtg 2n  gorbe  kozotti  kiilonbség: a  hiszterézis, az

energiaveszteséggel aranyos.

arctg 2G R e
Ha az allapotvaltozas a [0-2] kozott zajlana, akkor a

_n visszaut is ugyanazon a gorbén zajlana le, s ez a
.aora

reverzibilis része a valtozasnak.

A felterhelési gorbe alatti teriilet a befektetett munkdval aranyos, a tehermentesitési
gorbe alatti teriilet pedig a visszanyert munkdval, s a kettd kozotti differenciaban jelenik
meg az ,,irreverzibilitds ténye”. Akkor most nagyon el kell gondolkoznunk. Ugyanis
levezetéseinknél — az entropiaprodukcid-siirliségénél — semmiféle megkotést nem
tettiink, aminek eredményeként ,,rugalmas anyagegyenlet” jott 1étre. Tehat a mechanikai
¢s reologiai entropiaprodukciobol (a hdmérsékletvaltozasoktol most eltekintiink), a

Tog = (F + pTHaa—:Ij : (HH_I)—pg—Z E>0
feltételbél a rugalmas- és a képlékeny viselkedésnek egyarant ki kell jonnie. Es ha jol
tessziik fel a kérdést, ki is jon.

A valasz megkereséséhez kiilonbozd feltevéseink lehetnek:

1. Gondolhatnank, hogy modelliink visszaadja a képlékeny deformaciokat is, és ez

éppen az altalunk elhanyagolt E deformacio-gyorsulas Osszefiiggésében jelenik
meg. Ennek azonban ellentmond az, hogyha a teljes

ds;; de;, dzel..
SU+T—J=2G6U~+277—J+05 /
dt dt dr?

Osszefiiggést (egyetlen skaldris komponens egyenletét) elemezziik, akkor ugyanerre

az eredményre jutunk. (Pl. €; =const=4 esetén, ¢; = At, ¢, =%At2 feltételek
mellett megoldva az anyagegyenletet, a s,-re a kovetkezé differencialegyenlet

adodik: s; +75; =2Ge; +2n At +a A, szemben az s; +75; =2Ge; +2n A -val,
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vagyis az inhomogén tag kiegésziilt egy 7-ben linearis taggal, ami megvaltoztatja a
fliggvény jellegét, de nem valtoztatja meg azt, hogy tehermentesités utan ugyancsak
az origdba jutunk.)

2. Az anyagtorvény csak egyetlen lehet, nincs rugalmas és képlékeny, €s az anyagnak
nem lehet kétféle anyagtorvénye: egy az Un. felterhelésre, ¢és egy masik a
leterhelésre. Ekkor viszont kell még valamit taldlnunk, mert a fizikai viselkedésben
az anyag képlékeny viselkedése is bennfoglaltatik. De akkor ezt mi fejezi ki? Lehet,
hogy a valaszt a képlékeny deformaciok természetének méssagaban kell keresni?
Példaul abban, hogy az F a konduktiv impulzusaram siirisége, a D ettdl fligg, igy a
konduktiv deforméciokat irja le, viszont a képlékeny (marado) deforméacio konvektiv,
amely mar nem fordithat6 vissza konduktivva.

3. A legkézenfekvobb az altalunk hasznalt VERHAS-féle rejtett, belsd, dinamikai
valtozok modszerében annak elvetése, hogy a belsé valtozd egyensulyban eltlinik.
Ezt kétféle modon érhetjiik el.

— Kinematikai kényszerek kikotésével (pl. ilyen az a feltevés, hogy az anyagban
levdé mikrorepedések nem gyogyulhatnak be). Ez példaul kdrosodasmodellekben
természetes tulajdonsag [VAN 2001, VAN-VASARHELY1 2001].

Illetve még egy tovabbi, hasonlo tenzori karakter(i dinamikai valtozé eredményezhet
ilyen hatast, azaz tulajdonképpen a mikroszerkezeti valtozonk Uin. dinamikai szabadsagi
fokként jelentkezik [MAUGIN 1999, MUSCHIK-MAUGIN, 1994].

Az ilyen termodinamikai modell képes szadmot adni példaul olyan jelenségekrdl,
mint a képlékenységi hatér
,,vandorlasa”. Természetesen

az egyuttes rugalmas-
képlékeny anyagtorvénynek

R R pontosan le kell irnia ezt a
/: ........ ‘ ........ . JelenSéget, amelyet a 8

Képlékeny dabran mutatunk. Az iparban

o segzhatar messzemendleg hasznositjak
a képlékenyalakitdsi techno-
logidknal ezt a tényt, az

anyagok un. felkeményedé-

. U sét. Vagyis egy pulzald

f]’ ; ; ™ jellegli terhelésnél — it
8. dbra felterhelések és leterhelések

sorozatanal - a

képlékenységi hatdr mindig a legmagasabb pont lesz (helyesebben: a hozzatartozo
alakvaltozasi munka egy fajtdja jeloli ki.).
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A képlékenységi- és a tdnkremeneteli hatar
140 ! .

ol.el 7
e
\/’
120 v
4 flaf
X Oy 4Es
100 - — D)

C / 7 9. abra. Sziléziai feketeszén
V2 o’ ,& ,
© g probatesteken - egyenletes
% / R deformacio-sebességgel -
= 80 4 Torési végzett, laboratdriumi
> /, oresi PR
@ , egytengelyii kisérletsorozat
2 Y B hatar [KLECZEK, 1969] adataibol
N 60 s \ \ készitett gorbék lathatok.
L - Képlékenységi
o} r P ha ta'lJ’} g (A4) - nagyon lassu kisérlet:
40 /-

(C) — nagyon gyors kisérlet
[£=05-10"min""].

4 [£=31-10"min'],
(B) — kozepes sebesség:
20 [£=1,93-10"*min™'],

OC/ T T T T
0 5 10 15 20 25 30
& deformacio [10-3]

A képlékeny allapotbeli viselkedés, és a tonkremenetel kérdésének kifejtését a
terjedelmi korlatok miatt, egy kovetkezd tanulmanyban targyaljuk.

7. ZARO MEGJEGYZESEK

A kontinuummechanika klasszikus irodalmaban a fenti termodinamikai targyaldstol
altalaban altalanosabbnak tind feltételekbdl szokas kiindulni. Azt a specialisnak tiind
esetet, amikor az egyensulyi fesziiltségfliggvény potencialos hiperelasztikus
anyagtorvénynek  (testnek) nevezik. A POYNTING-THOMSON-testet egyrészt
hipoelasztikusnak tekintik (mert a fesziiltség derivaltjat is tartalmazza), masrészt a
legegyszeriibb memoriatipussal rendelkezének (mert a deformdacionak csak az elsé
derivaltjat tartalmazza). Mint a fenti targyalasbol lathatdo volt a termodinamikai
megkozelités mindezeket a kiilon kezelt és bonyolult modon targyalt eseteket egyiitt
tartalmazza és egy egyértelmii strukturat ad nekik. Mindezt a hiperelasztikussag, a
termodinamikai potencial 1étezésének elonyeivel.

o

Egy masik specialisnak tiin dolog, hogy az entropia konkavitasat is megkoveteltiik.
Sot feltételeztiik, hogy a nemegyensulyi allapottérben globalisan konkav. A nemlineéaris
rugalmassagtan heroikus erdfeszitéseket tesz mindenféle nemlineéris anyagtorvény
esetén stabilitasi tételek, ezzel Osszefiiggésben egzisztencia ¢és unicitastételek
bizonyitasara. Szigortan konkdv entropia jelentdsen megkonnyiti ezeket a
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vizsgélatokat. Természetesen hogy az entropia nem kell, hogy globalisan, a teljes
allapottéren konkav legyen. Ez gaz-folyadék fazishatarok létezése esetén trivialis tény,
mi azonban ezzel a kérdéssel itt nem foglalkoztunk.

Ezzel kapcsolatos megjegyzés, hogy a reologiai egyenletek egylitthatdinak
pozitivitasa a klasszikus reoldgiaban tapasztalati tény, itt a termodinamikai szerkezet
kovetkezménye. A tovabbi konkrét vizsgalatainkbdl, azaz az egyenletek megoldasabol
latszik, hogy ez az egyszerii reoldgiai testek stabilitdsat eredményezi, teljes 6sszhangban
a 1. fotétel itt bemutatott szemléleti hatterével.
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FUGGELEK 1:
TENZORFUGGVENYEK!

A kovetkezOkben az f(A) skalar értékli, A masodrendli tenzortol fiiggd

fiiggvényekkel kapcsolatos néhany ismeretet foglalunk ossze.
INVARIANSOK

Kiilonleges jelentéségli izotrop tenzorfliggvények az un. invaridnsok, amelyeknek
két fajtajaval a momentumokkal és féinvaridnsokkal foglalkozunk.
Az A tenzor k-adik momentuma :
I,(A)=trA*,

ahol tr a tenzor nyomat jeloli.

A féinvariansokat pedig a A skalar kdvetkezd polinomjanak egyiitthatdiként
definialjuk:
(1F1) det(Al+A) ="+ [,(A)V " +...+1_(A)A+1,(A) = ZIk (A,

k=0

Itt ,,det” a tenzor determinansa. Specialisan: /,(A)=1, [,(A)=trA, [, (A)=detA.

A fdinvariansokbdl kiszamolhatjuk a momentumokat és forditva, a polinomok
gyokeire vonatkozo nevezetes Newton-formuldk segitségével [ WIKIPEDIA]. Ugyanis, ha
adott egy polinom

P =T[Gh-x)=Y a7,

akkor definidlhatjuk az x; gyokeinek un. hatvanydsszegeit a kovetkezd médon NEWTON-
formulédi ezen hatvanydsszegek és a polinom egyiitthatéi kozotti Osszegfiiggések. A
legkényelmesebb rekurziv médon megadni Oket:

L =a;

t, =at, —2a,;

t, =at, —a,t, +3a,,

t, =at, —a,t, +ast, —4a,,

Tekintsik a fenti (1F1) polinomot és vegyiik észre, hogy a 7, éppen a j-edik

momentumat adja a matrixnak, a sajatértékekkel kifejezve. Ezutdn NEWTON-

"' Lényegében [TRUESDELL-NOLL, 1965] alapjan.
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formulaibdl konnyen megadhatjuk expliciten is az atszamitéasi szabalyokat, a benniinket
érdeklé n=3 esetben:

I, :[_1; 2

[2:%(]_12_1_2); 2:12_212;

I, = é(iﬁ 311, +21,)

A Newton-formuldk miatt barmely féinvariansoktdl fiiggd

f(A) = [, 1,,01,)

fliggvény a momentumok fliggvényeként is kifejezhetd

S =,y 1,).
Tehat példaul a skaldr nyomas, az A alakvaltozas momentumaival és a referencia
konfiguraciobeli p, stirliséggel kifejezve a kovetkezo

_ Po_|_ 60
) p[detAj p((trAf—3trAtrA2+2trA2]”

DERIVALTAK

Emlékeztetoul:

A=A, (AB) =B"A", rA=trA’,
tr(AB) = tr(BA), det(AB) = det(BA) = det A det B.

FOINVARIANSOK DERIVALTJAI

A tenzor szerinti derivaltat kényelmes iranymenti derivaltként definialni. Az
Osszetett fliggvény derivalasi szabalyabol kovetkezik, hogy:

df
=tr(d, fCTy=—2-C,
s=0 r( Af ) d4; !

)

(1F2) if(AHC)
ds

Itt d, f az fderivaltjat jeloli. Ugyanakkor (1F1) alapjan
det(A + sC) = det Adet(I +sA™'C) = det A(1+ I, (A"'C)s +...+ I, (A'C)s").

Ezt felhasznalva kapjuk, hogy

(1F3) %det(A +5C) =detAl,(A"'C)=det Atr(A7'C) = tr((detA)A™"C").

s=0
(1F2)-(1F3) 6sszevetésével adodik, hogy

(1F4) d,(detA)=(detA)A™".
Derivaljuk most a teljes (1F1) dsszefliggést, felhasznélva a fenti derivaltat:

d , (det(A1 + A)) = det(A1 + A)(AL+ A) T = dA( ST, (A)/l"‘kj = Yd I
k=0 k=0
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Atalakitva:
det(A+ A = ST A =S d, I, + 7 *ATd, 1)
k=0 k=0
Az azonos kitevdjii lambdéak egytitthatoi meg kell egyezzenek, ebbdl kaphatunk egy
rekurziv formulat:

Ebbdl a rekurzids képletbdl teljes indukcioval kaphatunk egy explicit kifejezést is a

féinvaridnsok derivaltjaira:
k-1

dJ, = Z():(—l)ilk_i_lAi.
Spec. 1: Ha k=n+1 és felhasznalva, hogy /,,, = 0 kapjuk a CAYLEY-HAMILTON-tételt:
A"-TA" + LA -+ (-1)"[1=0.

Spec. 2: n=3 dimenzidban:

dyl,=d,trA=1,

dyl, =I1[1-A" =trAT-A",

dyd; =d, (detA)=LI-1,A" + AT> = (det A)A™
Itt az utolsd egyenldtlenséget kozvetleniil is megkaphatjuk a CAYLEY-HAMILTON-
tételb6l. Ennek megfelelden egy tetszéleges masodrendii tenzortdl a féinvariansokon
keresztiil fliggd, skalar értékii fliggvény derivaltja a kovetkezd formaja:

d f(A)=d, fU,.1,1,)= [1+ I AJI —ngA +§Tf(det AA™ =

aIl a12 2 3
(3F6) ~ R ~ ~ ~ ~
= 1+trAi+Izi I- i+trAi A+iA2.
ol ol, ol ol, ol ol,

Az atalakitas utolso sordbol egyszertien leolvashatiuk f(I,,1,,1,) és f(I,,1,,1,)
parcialis derivaltjai kozotti 6sszefliggéseket.

Mindezek felhasznalasaval egyéb hasznos derivalasi szabalyok is levezethetoek
(ahol érdemes indexekkel is kiirva):

dA, r dA ;
d_A.C:C’ 7=6,6,, dA .c=cT, S Ol
dA dA,, / dA dAy,
n n—1 n
A I
ki m=0
-1 -1y ) )
loentont ML foypoy
KONVEXITAS
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Egy f(A) egyvaltozoés, A masodrendli tenzortol fiiggd skalarértékii fliggvény
derivaltja d , f maga is egy masodrendii tenzor (méasodrendli tenzorbol skalart képez).
Masodik derivaltja d?f egy negyedrendii tenzor (linearis leképezés masodrendii
tenzorok kozott). Ilyen differencialhaté fiiggvényekre a konvexitas természetes feltétele,
ha minden A masodrend{i tenzor esetén A-d-f-A>0. A f8 kérdés, hogy milyen
feltételeket jelent ez az az invaridnsoktol fiiggd valamelyik fiiggvényre vonatkozdan. A

feltételt szamoljuk ki a momentumoktol fliggd esetre, azaz f -ra vonatkozodan, ahol
f (I;,1,,1,) = f(A). Ehhez meg kell hatiroznunk a megfeleld Osszetett fiiggvény
derivéltakat:
df=0,fd 0, +0,fd, I, +0,fd,I,

ahol 0 ,.f értelemszerlien az i-edik momentum szerinti parcialis derivalt. A masodik
derivalt pedig a kovetkezo:
d2f=0,f(d, 1) +o,f(d0,] +o,f(d, L) +20,fd I dI,+20,,fd,] d,I,+

20, fd I,d I, +0,fd’ I, +0,fd’I,+0,fd’I,.

A momentumok parcialis derivaltjai pedig indexes jeloléssel a kovetkezok:
dI,

(dAI_I )g/ = a’T = 5:‘/' ) (dAI_Z )y = 2Aji’ (dAI_S )g,- = 3Aijmi’
if
(dil_l )gjk[ =045 (dil_z )ijk[ =26,0,, (di]_3 )ijkl = 3(Ali§jk + Ajké‘li)'

crcr

illesztve kapjuk, hogy
A-dlf-A=0, f(trA) +20, f tr(AA)+20, f tr(AAA)+ 40, f tr(AA )tr(A)+
120, f tr(AA)tr(AAA)+ 40, f tr(AA) + 60, f tr(A4A)tr(A)+ 965, F(tr(AAA)) .

Lathatéan a feltétel nem egyszerii és fOképpen altalaban nem fliggetlen A-t6l. A
formula részletes elemzése nélkiil is fontos észrevenniink, hogy csak az elsd, masodik,
hatodik és az utolso, nyolcadik tag jelenléte esetén dont pusztan a parcialis derivaltak
elojele a pozitiv definitivitas kérdésében.

77



FUGGELEK 2:
REPREZENTACIOS TETELEK

Az invariansok elnevezése az izotrép tenzorfiiggvényekkel kapcsolatban jatszott
fontos szereplikbdl szarmazik.

DEFINiCIO:  Egy f(H) fiiggvény izotrdp, ha f(H)= f(QHQ"), barmely
Q' = Q' ortogonalis tenzor esetén.

Koénnyen belathato, hogy az invaridnsok maguk izotrop fiiggvények. De ettdl tobb is
igaz, segitségiikkel majdnem teljesen jellemezni lehet az izotrdp fliggvényeket
altaldban. Ezt a jellemzést az Gin. reprezentacios tételek adjak. A legegyszeriibb esetben
megadjuk a bizonyitas vazlatat is. Mechanikai alkalmazésaink miatt valtozdink a hdrom
dimenzios euklideszi térben értelmezettek.

I. REPREZENTACIOS TETEL:

f(A) egyvaltozdés masodrendlii szimmetrikus tenzortdl fliggd skalar értékt fiiggvény

akkor és csak akkor izotrop, ha a féinvariansok fiiggvényeként kifejezheto:

(2F1) f(A)=f,.1,,1;)

BIZONYITAS (vézlat): Legyenek A ¢és B szimmetrikus tenzorok, melyeknek a
féinvaridnsai megegyeznek. Ekkor ugyanazok a sajatértékeik, mert ugyanaz a
karakterisztikus egyenletiik. Ha megegyeznek a sajatértékeik, akkor Iétezik
egyértelmiien egyetlen Q ortogonalis transzformacio, amely A ¢és B sajatvektorait

atviszi egymasba. Erre a transzforméciora igaz, hogy B = QAQ’.

A fenti egyszerl tételtdl tobbre lesz sziikségiink. Egyetlen tételt mondunk ki és
minden tovabbi allitdsunkat erre fogjuk €piteni.

Jeloljik ennek elemeit, a vektorokat a-val, a rajta értelmezett masodrendii
szimmetrikus tenzorokat A-vel (azaz A = A”), az antiszimmetrikus tenzorokat W-vel
(azaz W =-W7).

II. REPREZENTACIOS TETEL [WANG,1970]:

Egy f(a,A,W) fiiggvény akkor és csak akkor izotrop, ha a valtozoitol csak a

tenzorinvariansok egy un. irreducibilis halmazan keresztiil fiigg, azaz jelen esetben 13
skalar, momentum jellegii valtozotol:

fa,A, W)= f(trA,trA>,trA’ a-atrW?,
(2F2) a-Wa,a- W, trAW? tr AW’ tr A°W?AW,
Aa-Wa,A’a-Wa, AWa - W?a)
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Lathato, hogy ha f* csak egyetlen szimmetrikus valtozotol fiigg, akkor
f(A)= f(trA,tr A%, trA’).

Az elézd tétel (1F2) formuldjat momentumok és a féinvariansok atszamitési
formulai segitségével kaphatjuk (lasd az el6zo fiiggelék).
Kovetkezmény: Ha fegy kvadratikus és izotrop fiiggvénye a fenti valtozoknak, akkor
legéltalanosabb formaja
a
(2F3a) f(@a,AW)=| A [L(a,A,W)=La-a+L,(trA) + L, trA” + L, tr W7,
W

Itt L linearis leképezés (a megfeleld vektorxszimmetrikus tenzorxantiszimmetrikus

tenzor Descartes szorzattal meghatarozott vektortéren), L, L,, L,, L, pedig allando
skalarok. Természetesen elképzelhetd, hogy L,, L,, L,, L, nem allandd, hanem izotrop

fliggvénye az a, A, W valtozoknak. Gyakran levalasztjuk a szimmetrikus tagbol a

tenzor nyomat a tr A* = %(tr A)* + tr(A0 )2 azonossag alapjan. Itt A’ a szimmetrikus A

tenzor nyom nélkiili részét jelenti. Azaz (2F3a) ekvivalensen irhaté a kovetkezd
formaban is
a
(2F3b)  f(a,A,W)=| A [L(a,A,W)=La-a+L, (r AP + L, tr(A°) + L, r W?,
W

ahol L',=1L, +%L3. Fontos kvadratikus formaji izotrop fiiggvény példaul az

entropiaprodukcid. Megjegyzésre érdemes, hogy a reprezentacios tételekben kimondott
pontos allitdsok entropiaprodukciora vonatkozé folklor valtozatait az irreverzibilis
termodinamikéban CURIE-elvnek hivjak.

ALTALANOS MASODRENDU TENZORTOL fiiggd izotrdp fiiggvényekre vonatkozo
allitasok. A fenti tételbdl kovetkeztetéseket tudunk levonni altalanos, azaz se nem
szimmetrikus, se nem antiszimmetrikus, de ilyenek Osszegére természetes modon
felbonthato H = A + W tenzortol fiiggd izotrop fiiggvényekre is. Ugyanis:

tr(A +W)=trA,

tr(A+ W) =tr A> + tr W2,
tr(A + W)(A + W) =trA’ —tr W?,
tr(A+W) =tr A’ +3tr AW?,
Ezért példaul
(2F4) (&) = F(A+W) = f(tr(A + W), tr(A + W)*, tr(A + W)?)

lathatoan izotrop fliggvénye valtozdinak.
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Sejtés: Egy altalanos € masodrendi tenzortol fliggd, skalarértékii izotrop fiiggvény
legéltalanosabb formaja

fH)= f(rH,orH?,...,tr H').

A kvadratikus formak esetére felirt fontos (2F3) allitdsunkat altalanos masodrendii
tenzorokra is kimondhatjuk. Sot, két altalanos M, M, tenzor esetén lesz ra
sziikségiink, amikor azt kell figyelembe venni, hogy trA,;A, és trW, W, is irreducibilis

invarians. Ekkor a szigoruan linearis esetben, amikor a vezetési egyiitthatok allandok a
legéltalanosabb izotrop kvadratikus forma:

a

f@,M;,M,)=| M, |[L(a M, M2)=Lla.a+(trM1]£Ll22 L222 (rM, trM,)+
(2F5a) M, PR

MS Lll le MA Lll L12
el | M ) [ | v M) .
M2 LS L3 M2 L4 L4

Itt a felsé A és S indexek a tenzorok szimmetrikus €s antiszimmetrikus részeit jelolik.
Ez a kifejezés tehat 10 allandot tartalmaz. Felhasznaltuk, hogy, tr(CD) = tr(DC), igy a

megfeleld vezetési matrixok szimmetrikusak (Onsager szimmetridk!). Fontos tovabba,

hogy L, és L, nem egyenldk, mert a transzponalds linearitdsa miatt a pl. a kvadratikus

tr(MM ") is fiiggetlen invaridnsnak szamit. A deviatorikus és gémbi tenzorokra torténd

megfeleld felbontas pedig révid szamolas utan adja, hogy

a
trM Lvll L|12
@M, M,)=|M, [La M, Mz):Lla.a+(trM1j(L’122 Léz (rM, trM,)+
(2F5b) M, 2AT2 =2

MPY L 220 s MV E 2 e
+ tr M M + tr M M7,
[(Mgsj(ﬁf ng ( 1 2 ) Mf L142 Liz ( 1 2)

ahol L',=1L, +%L3, a felsé *° index pedig a megfeleld tenzor szimmetrikus nyom

nélkiili részét jeloli. Ez a forma a pozitiv definitas vizsgalatara is alkalmasabb.
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FUGGELEK 3:
Az ALTALANOS POYNTING-THOMSON-FELE STANDARD MODELL

TULAJDONSAGALI

A MEGOLDAS ABRAZOLASA. Az anyagegyenlet sikbeli dbrazolasdhoz néhany feltételt
kell teljesitentink:

1. A tenzorok helyett, azok egy skalar komponensét szerepeltet;jiik:

T=F-T,=F-o,I=|o,|-o,I=]s;|. s;=(T),,
s igy a kovetkezd skalaris egyenleteket abrazoljuk:
S,  + TS, = 2Ge; + 2ne;.,
(31::1) y U. y n U
o, + 7,0, = 3Ke, + 3K,,.
2. Specialis eseteket valasztunk, mint
- allando fesziiltségvaltozasi sebesség:[s; = %SU =const=al][o, = Z o, =const=a, |
Allandé deformécié sebessée: .d —b'—d B b
- alland¢ deformacio sebesség: [é; _Eeij =const=b][ &, —580 =const =b, ]
- allando¢ fesziiltség (kuszas): [s; =const=c][o, =const =c,]
- allando6 deformacio (relaxacio): [e; =const=d ][ &, =const=d,]

Az (3F1) 0sszefiiggésbol latszik, hogy a torzulési és térfogatvaltozasi egyenlet azonos
formdji, csupan a benne szerepld allandok madasok. Ezért a kovetkezokben csak a
torzulasi egyenleteket abrazoljuk.

. d d . .,
(@ $;=—s;=const=a esetben s; =at: s; +7a=2Ge; +2n—e,; differencial-
dt y y Z / dt y

egyenlet megoldasa (1d. F1. abra):

G Sy

(3F2) e :% o —a(%—z‘j l—e_gg
b) e, = 4, - =b b =at: d =2 2nb
(b) ¢; _Eeij = const = esetben s; =at: Sy +z‘EsU. =2Ge; +2n

differencialegyenlet megoldasa (1d. F2. dbra):

81



R
(3F3) 5, =26 e,-j—b(%—rjl—e r

S,  a—>0 s. b —%
A { \z,.arctg 2G A ] \zzarctg 2G
Siil aso :f(gif) Sifl oo :f(gij)
~a—0 b —0
& . g ¢ .
% arctg 27 % arctg 27
\ arctg 2G \ arctg 2G
) S » ) S U
F1. abra. Felterhelés egyenletes ,,a” fesziiltség- F2. abra. Felterhelés egyenletes ,,b” deformdcio
valtozasi sebességgel sebességgel

Lathato a két gorbe teljesen azonos.

() s; =const=c esetben s; =2Ge; +2ne; differencialegyenlet adodik, amelynek

megoldasa csak akkor létezik, ha eldzetesen az anyag mar terhelés ala keriilt, mert
»kuszni” csak akkor tud, ha mar van terhelési ,eléélete”. A terheletlen anyag nem
valtozik. A kuszast tehat ugy vizsgaljuk, hogy az anyag t=0—>¢=¢, 1d0 alatt az

s; =0,e; =0 allapotbol a s, =c= s;., e; =e; Aallapotba jutott, s ez a feltevés kezdeti
feltétel a differencidlegyenlet
G
c C
Sj | Sy e e )B‘*t
(3F4) eif=ﬁ_ E‘eyc‘ e’ =ey _(ezfi -k’

alakti megoldéasahoz (1d. 3. dbra).

(d) e; =const=d esetben az s; +75; =2Gd alaku differencidlegyenlet adodik,

ij
amelynek t=0—>r=¢,, s;=0->s;= s,? , e, =0—>e; = e; kezdeti feltételek
melletti megoldasa a kovetkez6 (4. dabra):
1 1
—t —t
d d d o d _ o
(3F5) sy =2Ge; _(Sif _2Gelﬁi)e To=sy _(Sif _Sz_'/)e i

82



F 3. abra. Kuszasi gorbe F4.abra. Relaxacios gorbe

A POYNTING-THOMSON modell tehat egyrészt képes visszatiikrozni, a gyakorlat altal
megkovetelt legfontosabb anyagtulajdonsagokat, mint

e a rugalmas alakvaltozas képességét,

¢ a deformaciok idében elnyujtott voltat (a kiiszast), és

e a fesziiltségek leépiilését, ernyedését, a relaxaciot, mikozben

masrészt kielégiti az altalanos fizikai torvényszerliségeket.

A POYNTING-THOMSON-féle rugalmas modell, amely energetikailag irreverzibilis,
magaban kell, hogy foglalja az alakvaltozasok reverzibilis részét is. Az (F3.3) és (F3.4)
Osszefiiggésekbodl kovetkezik, hogy

(3F6) torzulasnal: % —-7=0, térfogatvaltozasnal: ?V -7,

feltétel teljesiilése esetén a reverzibilis részt, vagyis a HOOKE modellt kapjuk vissza.

Ebbol altalanosabb kovetkeztetést is levonhatunk, nevezetesen: a reverzibilis
allapotvaltozast csak idotol fiiggetlen egyenlet irhatja le. Ez, pedig szilard testeknél
csak ,,igen lassi” valtozas esetén kovetkezhet be, amikor az anyagban a terhelés okozta
deformaciok lejatszodnak, mielétt a terhelés tovabb folytatddna. Vagy masképpen: a
reverzibilis valtozashoz azért tartozik nagyon lassu deformalddas, hogy az anyag belsd
surlodasanak legy6zése, ne okozzon energiaveszteséget.

A POYNTING-THOMSON-féle rugalmas modell hdrom alakvaltozasi szituacioban
mutat iddfiiggetlen viselkedést:

e ha a terhelési- vagy a deforméciosebesség tart a zérushoz:

Sy * rsl.j' = 2Geij + 277e'!./: ,ha%’j_)(): Sy = 2Geij ’
o, + r,0, = 3Ke, + 3K &, e; >0 o, = 3Ke¢

o (0] (0]
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¢ ha az anyagallandok kielégitik az (F.3.6) Osszefliggést:

+ 7S,

o, =

+ 7,0,

+ 75

{Sij
O,

+ 7,0,

2Ge,
3Ke

2Ge;,

ij

3Ke

i

(o]

[}

+ 277é,.j
+ 3K,é,|

e ha a terhelési- vagy a deformaciosebesség végtelenhez tart:

+ 277éif
+ 3K,&,)

n=tG

§; —>®

é; —> o

a =
K, =7,K

=

O,

{Sij 2Geij }

2
Sy = _ﬂei/
i ;<
3K,
O'O = 80
T

Viszont felmeriil a kérdés, hogy a gyakorlat igényeit kielégitheti-e, a standard modellnél

egyszerlibb anyagtorvény?

A valasz nemleges, de ennek bizonyitasa érdekében tekintsiik at az dsszes tobbi modell

»felterhelési”-, , kliszasi”- és ,,relaxacios” gorbéit.

Karakterisztikus anyagviselkedés a reologiai modelleknél

[HOOKE (rugalmas) test] T=2GE, T, =3KE_,

Felterhelés [S‘ij =a = const |

Kuszas [sij =c =const |

Relaxdcid [ s;; = d = const ]

Sij

arctg 2G."'-._.

[NEWTON (folyadék) test] T=27E, T, =-pl+3K,E_,

Felterhelés [éij =a = const |

Kuszas [S,-j =c =const |

Relaxdcid [ s;; = d = const ]

AS;‘]‘

O<a<w

a—» 0

€ij

C—>x©

O<c<w

t
c—>0
>

Sij
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[KELVIN (folyadék) test] T =2GE+27E, T, =3KE_+3K E_,

Felterhelés [ $; = a = const ]

Kuiszas [ s;; = ¢ = const |

Relaxdcié [s; = d = const |

ASi 8

arctg 2G

a—>0

arctg 2

arctg 2G
B H e..

[RUGALMAS-RELAXACIOS test] T=2GE — T, T, =3K E, -7, T,,

Felterhelés [ $; = a = const |

Kiiszds [ s;; = ¢ = const ]

Relaxdcié [s; = d = const |

€jj
fwee2c | x
€ PTG !
> \ 4 >
[MAXWELL (folyadék) test] T =27E — 7T,

Felterhelés [ $; = a = const ]

Kuiszas [ s;; = ¢ = const ]

Relaxdcié [s; = d = const |

A a —» ©

A

SiJ‘A

85



[POYNTING-THOMSON test] T = 2GE +27E —¢T, T, =3KE, +3K E, -7, T,.

Felterhelés [ $; = a = const ] Kiiszds [ s;; = ¢ = const ] Relaxdcio [ s; =d = const ]

a —, ©

ASi

arctg 2G

a—0

arctg 277

\ arctg 2G

»Eii

Az abrakbol kiolvashatdo, hogy az egyes anyagmodellek olyan hianyossagokkal
rendelkeznek. amelvek alkalmazasukat kizariak:

a HOOKE modell nem képes sem a kuszast, sem a relaxaciot visszaadni,
a NEWTON és a KELVIN test csak folyadékoknal alkalmazhato,
a KELVIN test redlis modell lehetne, ha képes lenne a relaxaciora,

a rugalmas-relaxacios test egy irrealis modell, csupan a relaxaciot adja vissza hiien,
- a MAXWELL testnél a kuszas korlatok nélkiili, a relaxacio pedig a fesziiltségek teljes
eltiinéséhez vezet, ami nem realis.
Mindezek alapjan- a felsoroltak koziil - az egyetlen redlis anyagmodell a szilard
testek tulajdonsagainak leirasara, a POYNTING-THOMSON-féle standard test.

Tekintsiink egy gondolati kisérletet, amely egyenletes sebességii felterhelésbol
[$; =const=a] és egyenletes sebessegii tehermentesitésbdl [s,; =const=-a] all. A

fel-terhelésnél valtoztassuk a sebességet a ,,nagyon lassu”, a kozepes, és a ,,nagyon
gyors” sebességre, s a tehermentesités pedig legyen kozépes sebességli, €s végtelen
gyors (5. dbra):

Az 5. abra harom kiilonb6zé mechanikai (alakvaltozési) teljesitményhez tartozé
gborbét mutat. Minél nagyobb teljesitménnyel torténik a munkavégzés (a P = Py = 0
értékhez képest), annal nagyobb a veszteség: a befektetett és a visszanyerhetd munka
aranya. A P = dWydt = 0 értékhez tartozd dW, alakvaltozdsi munka az irreverzibilitas
egyik hatarat jeloli ki, a reverzibilis allapotvaltozast. (Itt lathatjuk a mar elmondottakat,
hogy az irreverzibilis allapotvaltozdsok a ,,reverzibilis” egyik oldalan helyezkednek el).
dW, tehat egy elemi térfogatban tarolt ,rugalmas”, vagy ,potencialis” energianak
foghato fel.

Arrdl viszont eddig senki sem besz¢lt hogy az allapotvaltozasok tartomanyanak
nemcsak alsé korlétja, burkoldja van (a reverzibilis allapotvaltozas), hanem egy felso is,
amelyen kiviil mar nincsenek allapotvaltozasok!

86



A) [s, =const > 0]

[s; =—al, [§; —>—»],

B) s, =a>0],

[$; =—al,[s; &> -],
C) [s; =const > o],

[$; =—al, [§; —>—©].

torzulasi feszilltségkomponens [MPa]

0 5 10 15 20 25 )
torzulasi deformacidkomponens [10 F5. dbra

A C) esetben minimalis raforditassal értiik el a kivant deformaciot, elvileg veszteség
nélkiil, mert ez a reverzibilis szakasz, mégsem kaphatjuk vissza a befektetett munkat,
csak akkor ha a tehermentesités is végtelen lassan torténik. Ez magatol értet6dd, mert ha
a tehermentesitéshez nem P = 0 teljesitmény tartozik, akkor veszteségnek is kell
jelentkeznie. P = 0 alakvaltozasi teljesitménynél a deformacioés munka teljes egészében
veszteség nélkiil belsé energidva (mintegy rugalmas, vagy potencialis energiava) alakul.
Az anyagtulajdonsagok megszabjak az anyag altal tarolhatdo dW, elemi munka mértékét,
s ha ez meghaladja azt a mértéket, akkor az a tobblet mar képlékeny alakvaltozast
eredményez, s innentdl kezdve mar marado alakvaltozasok is megjelennek.
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[ZOTROP KONTINUUMOK ANYAGTORVENYE
III. A POYNTING-THOMSON-FELE UN. STANDARD MODELL

ASSZONYI CSABA
MONTAVID RESEARCH GROUP, BUDAPEST

Az eléadds MONTAVID RESEARCH GROUP keretében végzett "termomechanikai” kutatasi
projekt eredményeinek egy részet ismerteteti. A gyakorlati kutatisok, mérnoki tervezések és
technologiai fejlesztésekhez elengedhetetlen az anyagtorvény (konmstitutiv egyenlet) ismerete.
Ehhez sziikséges a kontinuumok irreverzibilis termodinamikdjara tamaszkodva az anyagtérvény
altalanos alakjanak meghatarozdsa, a benne szereplé anyagallandok kifejtese, és az
anyagallandok laboratoriumi és in-situ meghatarozashoz sziikséges osszefiiggések levezetése.

Ebben az eldadasban az elsé részre tdmaszkodva, az anyagtorveny konkrét alakjanak
elemzésével és az anyagallandok definidlasaval, 6sszefiiggéseinek bemutatasaval foglalkozunk.

BEVEZETES

A hazai gyakorlatban ¢és a reoldgiai irodalomban mindazok, akik a valdésdgot minél
hiiebben kivanjak leirni, a POYNTING- THOMSON-féle un. ,standard” modellt
alkalmazzak. Ennek oka, hogy ez a legaltalanosabb homogén, linearis, csak elsérendii
idéderivaltakat tartalmazd anyagtorvény, amely a nemlinedris alakvaltozasokon tul,
(ernyedését) is.

Ezek a linedris testek — szemléletesen - két elvi modell Osszekapcsolasaval
¢épithetdk fel: a rugoval [HOOKE-test], amelynek megnytlasa ardnyos a ra hat6 erdvel, és
a csillapito hengerrel (lengéscsillapitoval, olajfékkel) [NEWTON-test]'?, amelynek
megnyulasi sebessége aranyos az erdvel.. Csak a torzulasi — a térfogatvaltozas nélkiili —
allapot abrdzolasaval, ezek anyagtorvényeikkel egyiitt a kovetkezok:

Egyetlen (un. alap-) elem:

1. HOOKE [H] 2.NEWTON |N]
]

=AW= o =
L L]

eré —F:=s,, elmozdulas — x .= € F=s,, sebesség — x = e

F=C, = s;=2Ge, F=ux, = s,=2n¢,

12 Jelolések részletes magyarazata a Fiiggelék 1-ben. Az s; =0; —0,a torzulasi fesziiltseg,
e; =&; —&, a torzulasi deformacio, ahol o, :%Ziaii az atlagos (v. térfogatvaltozasi)

fesziiltség, ¢, = %Zl &, az atlagos (v. térfogatvaltozasi) deformacio.
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Az Osszes tobbi ezek soros vagy parhuzamos kapcsolasabol épitheto fel:
Két elem osszekapcsolasaval:
3.KELVIN K=[H*N] 4. MAXWELL M=[H+N]

@w—m @ME@

F. F F
=21, F=F =F,, x=x+x,, X=—+—,
u C u

= 5, = 2n e; — TS,

Harom elem osszekapcsolasaval:
5. RUGALMAS-RELAXACIOS

RR = [K+N] = [H*N+N] RR =[N * M] =[N * (H+N)]
I: I
| L1 |
& '—l:,’} < —
1| L2 [ M1
— @ |
F
pl.(a) F=F=F, Fi=F,+F,, x=x+Xx,, X, =X, =X, XIIZEZXIZ’
X, =X, =X, =—=—"1, Xx,=—2,.> s; =2Ge, — 75,

C u ’ Hy
Mindkét kapcsolasi vazlat ugyanazt az eredményt (eredot) szolgaltatja.
6. POYNTING-THOMSON

PT =[K+H] = [H * N+H] PT = [H*M] = [H * (H+N)]
(b)
L} | |
F, F, F, F
pl.(b) F=F+F,, x=x,=X,, X, =X, +Xp, X, =——, X=X, =—=x, =—>+—%,
1 C, C, H

C . i .
F:C1x+[1+c—1}w'c—ciF, = s, =2Ge; +2n¢; — 75,
2 2
Négy- és anndl tobb (végtelenig) elem oOsszekacsolasaval mar nem kapunk
mindségileg mas, Ujabb modelleket, hanem az eddigi hat valamelyikét, mint a
kapcsolési vazlat ereddjét.

Az elvi modell felirasanal, felrajzolasanal mindig a torzulasi allapot felépitésével
foglalkoztak, s a térfogatvaltozasi allapotot altalaban mindig a HOOKE-torvénnyel irtdk
le. Holott ezt a feltételezést semmi sem tdmasztotta ald [VAN-ASSZONYI, 2006]. A
térfogati anyagtorvény is hatféle lehet:
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HOOKE: o, =3K¢,, NEWTON: o, =3K, &,,
KELVIN: o, =3K¢, +3K, &, MAXWELL: o,=3K,é,—7,0,,

RUGALMAS-RELAXACIOS: 0, =3Kg, —7,0,, POYNTING-THOMSON:o, =3K¢, +3K, &,

0’

A torzulasi- és a térfogatvaltozasi allapotot reprezentdld kapcsoldsi rajzokat a
Fiiggelék 2. foglalja dssze.

1. A KLASSZIKUS POYNTING-THOMSON MODELL

Ennél a modellnél a térfogatvaltozds még nem idofiiggd, helyesebben vagy
masképpen: a térfogatvaltozasnal a térfogati deformaciok késési ideje megegyezik a
relaxacios idével, igy a térfogati deformaciok idSben allandok. '

A deviator- és gombtenzorokra felirt anyagegyenlet:

T 2GE +2nE - 7T,
T, = 3KE,, [o,=3Ke,]

o

(1.1)

A fesziiltségtenzorra felirt anyagegyenlet (mivel F=T+T,, D=E+E,):

(1.1F) F+TF:ZG{D+(3—K—IJEO}+27{D+(3K1—leo}
2G 27

A deformdaciotenzorra felirt anyagegyenlet:
. . (2G 2 .
1.1D 2GD+2D=F+7tF+|—-1[T, +| ——-7 [T,,
(1.19) . (32-1)r, o[22 -o}i

Az egytengelyii fesziiltségallapotban az anyagegyenlet:

o+90 =FEc+ A,
(1.1B) . .

O'+19k0' = Ekgk +2¢k(c;k,
ahol az index nélkiili az egytengelyii fesziiltség irdnyaban vett, a k indexszel jelzettek, a
keresztiranyban  (erre  merOlegesen) értelmezett deformacidkat jelolik. Az
anyagallandok:'*
9GK 1= OnK I9_3Kz'+77

(1.2a) E= , A= , 9= :
3K+G 3K+G 3K+G

(1.2b) E, = OEK Ay = L 3k=w.
E-3K E-3K E-3K

P Tételezziik fel, hogy a térfogatvaltozasi egyenlet: o, =3Ke, +3K, &, —7,5,.

Levezethet$, hogy K, /K =7, feltétel teljesiilése esetén, vagyis ha a térfogati deformaciok
késési ideje megegyezik a térfogati relaxacio idejével, akkor az idébeli valtozas kifelé nem
jelentkezik, s ezaltal az egyenlet o, = 3K¢,, alakura egyszertisodik.

' A megszokott ,,anyagallando” kifejezést hasznaljuk, holott ezek értéke fiigg a hdmérséklettsl
is. Ezért helyesen adiabatikus anyagallandok, illetve izotermikus anyagallandokrol van szo.
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(A k indexszel jelzett anyagallandokat nem szoktuk definialni. Jelen esetben is csak azért
tiintettiilk fel, hogy az anyagtérvény egytengelyt fesziiltségallapotra vonatkozo Osszefliggését
mindkét esetre bemutassuk, vagyis a fesziiltség felirhato nemcsak a tengelyiranyu fajlagos
nyulas fliggvényében, hanem a keresztiranyuéban is.)

Ennél a modellnél a deformaciok ¢, kesesi ideje €s a 7,,; relaxacios id6k, valamint

e kettd Ar kiilonbsége a kdvetkezdképpen alakul:

torzulasi allapotnal: t'def = %, t;,el =7, At = t;ief —1 ;e, :(%_ rj,

0° rel —

, e . K K
térfogatvaltozasi dllapotndl: tg,, = KV =Ty, by =T, M° =ty —t] —(?v - z’oj =0,

egytengelyii fesziiltségallapotndl:  tg,, :%, treg =&,  At° =tg, —try :(%— 9),

Mivel /G és A/ E értéke azonos, a relaxacios idok kozott
7<7,<9
relacid all fenn, igy a kovetkez6k mondhatok el errél a modellrdl:
- adeformaciok késési ideje mindharom esetben azonos,

- arelaxacids id6 viszont mindharomnal mas, s igy
- atényleges Az idébeli eltolas egymashoz valo viszonya:

At =0 < At° < At .

Erre a koriilményre magyarazatot adni nem tudunk. Feltehetjiikk persze, hogy ez
annak a kozelitésnek a hibdja, hogy a térfogatvaltozast id6tdl fliggetlennek tekintettiik.
Vagyis a deformacidknak az a része, amely a térfogatot moédositja azonnal lejatszodik, a
torzulési része pedig idobeli eltolassal. Az egytengelyli allapotban mindkettd szerepel,
tehat valamiféle sulyozassal a két érték kozé kertil.

2. AZ ALTALANOS POYNTING-THOMSON MODELL

Az energia- és az entropia mérlegébdl, valamint a spontan (belsd) entropiaprodukceiod
— irreverzibilitast kifejezd — pozitiv voltabol viszont az kovetkezett, hogy a térfogati
deformdcionak is fiiggenie kell az 1d6tél [VAN-ASSZONYI, 2006]. DOBROKA madr tobb
mint 20 éve ramutatott erre, de munkdja mindmaig elég visszhangtalan maradt
[DOBROKA, 1983].

A térfogati id6fiiggés kovetkeztében:

a deviator- és gombtenzorokra felirt anyagegyenlet:

@ T = 2GE+2nE-1T,
' T, = 3KE,+3K,E,-7,T,, [0,=3Ke, +3K,&, — 7,6, |
a fesziiltségtenzorra felirt anyagegyenlet:
: . (3K : :
(2.1F) F+7F = 2G{D+(%—I}EO}+ZU{D+( 277” —IJEO}—(TO ~7)T,,

amely azonban nem felel meg a reoldgidban megszokott formaban, mert a T,-nak nem
lenne szabad benne szerepelni, de az nem kiiszobolhetd ki.
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A deformdaciotenzorra felirt anyagegyenlet:
(2.1D) D+2b zﬁ[F +oF +(r - 7)F, - (3K — 2G)E, - 3K, - 27)E, |

Amellyel kapcsolatban ugyanaz a probléma meriil fel, mert ebben sem E,-nak, sem

E, -nak nem lenne szabad benne szerepelni, de ezek itt sem kiiszobolhetdk ki.

Az egytengelyii fesziiltségallapotban az anyagegyenlet:

2.18) c+16=2G(e—¢g,)+2n(é-¢&;)
' o+1,6=3K(e+2¢,)+3K,(6+2¢;),

alaku, amely a (2.1) egyenletekbdl a

aozéa, (a—ao)z%a, eoz%(s+2€k), (s—eo)z%(e—sk)

feltételek felhasznélasaval vezethetd le. A (2.1E) 0Osszefiiggésekbdl lathatd, hogy
egytengelyli allapotban az anyagtdrvény nem irhat6 fel egyszeriien csak tengelyirany
deformécioval, mint azt az irodalomban megszoktuk, hanem a keresztiranyu is szerepel
benne. Természetes, hogy mivel két egyenletiink és harom ismeretleniink [ o, ¢, ¢, | van;
az egyik ismeretlent meg kell adni. Ezek az egyenletek differencidlegyenletek, amelyek
szerkezete olyan, hogy kiilon-kiilon is megoldhatok. A megoldadshoz azonban
valamiféle feltevést kell tenniink, valamelyik ismeretlent meg kell kotniink. Ez a
megkotés kovetkezhet az egytengelyli kisérleteknél megvaldsithatd valamelyik
feltevésbél.”

Vegyilik a préobatest egyenletes felterhelését (azaz allando fesziiltségvaltozasi
sebességet). Legyen

do/dt =6 =constans =a és o =at,
s ekkor a (2.1E) egyenlet
at =2G(e -, )+ 2n(é — &, )-ra,

@2) at =3K (e +2&; )+ 3K, (¢ + 26, )1 ,a,

alakra hozhat6, amelyek megoldésa[az ‘9|t=o =& |t=0 =0 kezdeti feltételek mellett]:

I -9 | _Go
E—& = 2 t—(i—rj l1-¢ 7 - L G—a(i—rj l-e¢ 7¢ = X,
2G G 2G G

(23) r K K o

77t [

a K 1 K, a
e+2¢, = —|t—|—-1,|1-e ™ = —|o—a—-1,|1-¢ ™ =
TS (K "] 3K a( 0] 4

formaban allithato eld, ahonnan
s=10x+y) o =—-2) 5=ty
s igy a (2.2) rendszer felirhat6 a kovetkezd formdban is:

' Laborkisérleteknél altaldban egyenletes sebességgel végezhetjiik a felterhelést [ 6 = constans,
vagy & =constans), illetve egy adott terhelés vagy deformacid értéknél megallva rogzithetjiik a
terhelést [kuszasi kisérlet: o =constans], vagy a deforméaciot [relaxacios kisérlet:
& =constans].
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at=2Gx+2nx —ra,

(2.4) .
at=3Ky+3K,y-7,a.

A (2.3) képletek felhasznalasaval felrajzolhatd az s=&(o), vagy az ¢, =¢,(o)
figgvény gorbéje.

S

sarctg 2G s

....................... b 3K
O-|a>0=fx(‘9_‘9k)
ol o =/rle+25)
~a—>0 20
a
arctg 3K,
“arctg 21 Saretg —
x ;
E— &y +2¢y,

1. dbra

Vizsgaljuk meg ezt a modellt aszimptotikus helyzetekben: ,,végtelen” lassu és
»végtelen” gyors terhelésvaltozas esetén, s ekkor a hatidratmenetek elvégzésével a
(2.1.E) a kovetkezo:

c=a—>0 = G=2G(8—€k) és 0'=3K(5+25k),
2n 3K

G=a—w = o="t(e-g,)é oc=""(s+2¢g;)
T T,

Innen adédodik, hogy

. 9GK 9GK

c=a—>0 = o= g, G| .50 = )
(2.5) N ” “0K,

P [ _ %K

nt, +3K,7 o nr, +3K,t

Ennél a modellnel a ¢, a deformaciok késési ideje €s a ¢, relaxacios idok,

valamint a kettd A¢ differencidja a kdvetkezoképp alakul:

U

torzulasi allapotnal: t;,ef ==, f;ez =7, At = t;ef _t;el :(1_7}

G

térfogatvaltozasi allapotnal:

_ GK,/K +3Kn/G

egytengelyll fesziiltségallapotnal: tf}ef =

G+3K

G

K K
0 v 0 0 _ .0 o _|[By
Laef = K’ Lrel =To> At Slger ~ Lrel _( % _Toj’

e Gr,+3Kt

G +3K

A kovetkezdkben nézziik meg, hogy milyen egyszertisitésekkel élhetnénk, hogy

vagy a (2.1F), vagy a (2.1E) jol kezelhetokké valjanak:

(a) ha feltételezziik, hogy r, =z, vagyis a kétféle relaxacios id6 egyenld, akkor a
(2.1F) egyenletben mar nem szerepel a fesziiltségi gdmbtenzor,
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(b) (2.1E) egyenlet is egyszeriisodik, ha feltételezziik, hogy a tengelyirdnyt- és
keresztiranyu deformaciok aranya allando: m = —&/ &), =konstans.
Vizsgaljuk meg ezeket a lehetdségeket, illetve a felhasznéalasukkal létrejove 1j
modelleket kiilon-kiilon.

3. AZ ,,EGYSZERUSITETT” POYNTING-THOMSON MODELL
AZ ALTALANOS POYNTING-THOMSON MODELL 7, =7 FELTEVES ESETEN

Azért, hogy felirhassuk az anyagegyenletet a fesziiltség-, illetve deforméciodtenzorra
feloldva, tételezziik fel, hogy 7z, =7. Ez a feltevés nem kovetkezik semmiféle fizikai
elvbol, legfeljebb abbdl az ismerethianybodl, hogy nem tudjuk mi az oka annak, hogy
mas legyen a relaxacios id0 tisztan torzuldsnal, illetve tisztan térfogatvaltozasnal?

A deviator- és gombtenzorokra felirt anyagegyenlet:

T
T

[}

2GE +2nE — 7T,
3KE, +3K,E, —7T,, [0, =3Ks, +3K &, — 76, |

(3.1)

A fesziiltségtenzorra felirt anyagegyenlet:

(3.1F) F+7F=2G D+(3—K—1JEO +2n| D+ 3KV—1EO .
2G 2n

A deformdaciotenzorra felirt anyagegyenlet:
(3.1D) 2GD + 27D =F + 7F - (3K -2G)E, - (3K, —2n)E,,,
amely mar megint nem a megszokott, mert az E ¢és E ,-nak nem lenne szabad benne
szerepelni, de itt sem kiiszobolheto ki.
Az egytengelyii fesziiltségallapotban az anyagegyenlet:
G.18) c+16=2G(e—¢g,)+2n(é-¢&,),
o +16 =3K (g +2¢, )+ 3K, (& +2¢,),

format adja. Az el6z6 pontban mar kovetett utat jarva:

4
E—g, = % t—(i—rjl—e g = x,
e K,
a v K
E+2e, = —|t— —7|l-e ™V =y,
k 3K (K j 4

ahonnan ¢ ¢és ¢, kifejezhetd. Felhasznilvaa o =ar egyenletet is
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Go X K o
% _Go Ko
5=%(2x+y):G+3 a—i(l—rj l-e 7¢ —i( V—TJ 1—e Kva |

9GK 3G\ G 9K\ K
(32) Go K o
2G-3K e K Ka
ek:—%(x—y)=£0'+i T _ilr-e 7o |- 2|2 r]1-e Ko |
18GK 6G\ G 9K\ K

Megkaptuk az ¢ = (o) és &, =&, (o) Osszefiiggéseket.
Vizsgaljuk meg ezt a modellt, aszimptotikus helyzetekben — ,,végtelen lassu” és

,veégtelen gyors” terhelésvaltozas esetén, - s ekkor a hatdratmenetek elvégzésével a
(3.1.E) a kovetkezo6:

G=a—0 = 0=2G(e-¢;) és o=3K(e+2¢;),

. 2 3K
oc=a—>0 = 0=—77(8—6‘k) és o="—Y(c+2¢;)
T T
Innen adodédik, hogy
U.Ea—>0 - O = EAC. &, U| 0 :Eog, EO = 9GK S
33 G+3K G- G+3K
( ° ) 9K ]7 ' ' 9K 77
o=a—>® = o=F—, 0|. =E_&. E, = ———~.
(7+3K,)r e (7 +3K,)r
fgy ebben az esetben
roeor , ’ 77 ’ ’ _ ' ' 77
torzulasi dallapotnal: Laef = et tret =T, AL =tgpr —tyy Z[E - T}
, , ‘7. o_Kv o _ 0:0_0_Kv_
terfogatvaltozasi allapotnal. ldef = a tret =T, A% =tg, —try = ra T,
GK,/K +3Kn/G
egytengelyii fesziiltségallapotnal: tgef = v/ n/ , 1 =T
G+3K

4. A ,,SPECIALIS” POYNTING-THOMSON MODELL
AZ ALTALANOS POYNTING-THOMSON MODELL SZUKITESEA 7, =7, ES m=—&/ ¢

FELTEVES ESETEN

A (3.1E) egyenletbdl, ha a tengelyiranyu ¢és keresztiranyu fajlagos nyulasok aranyéat
allandonak vessziik, akkor

azé — 0, &, — 0, feltételbdl kovetkezik, hogy ¢, = Me,
2G + 6K
. . . I . 2n-3K,,
az& —> o, &, — o, feltételbdl kovetkezik, hogy &, =—— ¢,
2n+6K,

s a két kifejezés egyezdségébol egy feltétel hozhatd le a két kompresszibilitasi modulus
aranyara:

95



K,=KZL.
G

Tehat az ¢, =—¢/m feltétel ekvivalens, a kompresszibilitasi viszkozitasi modulus (a
viszkdzus kompressziomodulus) K, = K /G formaju feltételezésével, s ekkor

a deviator- és gombtenzorokra felirt anyagegyenlet:

T = 2GE+2jE—7T,

4.1 L
@D T 3KE, +3K%EO —¢T,, {0'0 = 3Ke, +3K%g‘o —mo},

(o]

a fesziiltségtenzorra felirt anyagegyenlet:

(4.1F) F+7F =2G| D+ K—qEO +27 D+ 3K E, |
2G 2G
egytengelyii fesziiltségallapotban az anyagegyenlet:

(4.1E) o=FEs+Aé—-10,

ahol az anyagallandok a kovetkezok:

() E-26mFl_3xgm=2
m m
(2) /12277m+1:3Kvm_2,
m m
(4.2) (3) 26=3kM=2, 3g-26M*L
m+1 m-—2

m+1

m-—2
4 2n=3K,——, 3K, =2 s
(4)  2=3K,——=, 3K, =2-—

5) m=2G+6K= 26 6K
3K-2G E-2G 3K-E’

Ennel a modellnél a 7,0 a deformaciok késési ideje ¢és a ¢, relaxacios 1dok,

valamint a kettd Ar differencidja a kdvetkezoképp alakul:

torzuldsi allapotnal: t;ief = 5 t;e, =1, At = t,def _t;’el =£%— rj,
’ , ;e ‘1. o_Kv_77 o _ o _ .0 o _| 7
térfogatvaltozasi allapotnal: ldef = -G lret =T, A" Sty —tg = E_T ,
et . aoe A7 e _ e _ e e (7
egytengelyl fesziiltségallapotnal: ¢, = E G lret =T, At =ty —ty = G T

vagyis minden esetben és minden allapotnal azonos:

A K K A
tdef:%:E: V>0, trel:z->0’ AtE(tdef_t}”el)E(%_TjE[?v_TjE(E_T]20'

K
torzuldsi térfogati egytengelyii
dllapot
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5. A KULONBOZO POYNTING-THOMSON MODELLEK PELDASZERU
OSSZEHASONLITASA

5.1. OSSZEHASONLITAS ALTALABAN. Az anyagegyenlet torzulési allapotra vonatkozo
(deviatorikus) része a felsorolt négyféle modellnél teljesen azonos:

T =2GE + 27K — 7T,
(05 —00)=2Gle; — &, )+ 2nl¢;; — &, )-7loy; —6,) (i,/=1,23).
Az anyagallandok szama ebben az egyenletben harom (1 rugalmas és két reologiai).'®
Az eltérés a térfogatvaltozasi résznél van, melynek skalaris alakja:

(A) az ALTALANOS modellnél: o, =3Ke, +3K &, —7,6,, [2rugalmas+4 reoldgiai]
(B) az EGYSZERUSITETT modellnél: o, =3Ke, + 3K, é, —76,, [2 rugalmas+3 reoldgiai]
(C) a SPECIALIS modellnél: o, =3Ke, +3K %éo -176,, [2rugalmas+2 reologiai]
(D) a KLASSZIKUS modellnél: o, =3Ke,, [2 rugalmas+2 reologiai]
ahol zardjelben az Osszes anyagallando szamat tiintettiik fel.

Kiséreljiik meg dsszehasonlitani ezeket egy egyszert esetben, pl. allando fesziiltség-
valtozasi sebesség, azaz
do/dt =6 = constans = a

feltétel mellett, s vegyiink egytengelyti fesziiltségallapotot, amikor

_1 1 _1 _1
Uo—gzaii—go_o 80_3281‘1’_3(8_"2‘9/()'
i i

Ao — o, \ arctg 2G .': arctg 3K
............ (’ sessenee
i i
: ."..'.'arctg — K t
(% - r)a ) [ 7V e, Ja arctg .
\ A S RS A I e Y. Lactg3K e

2. dbra. Az dltaldnos POYNTING-THOMSON test jellemzése egyenletes & = a = constans egytengelyii

terhelési sebesség esetén: (a) - torzuldsi dllapotban, (amely mind a 4 esetben azonos),
(b) - térfogatvaltozasi dllapotban az daltalanos modellnél, (ez a masik harom esetben eltéro)

' Ne felejtsiik el, hogy mindegyik anyagallando ,rugalmassagi” allando, hiszen a rugalmas
tartomanybeli allapotvaltozasokrol van szo, csak amit rugalmas allandonak neveziink az, az
idotol fiiggetlen deformaciokat irja le, mig a reologiai pedig az id6t6] fliggdket.
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Ao,

Klasszikus Altaldnos:
K, K,
A=al ——-1, | B=
K 7,
...... Egyszeriisitett:
07 R s K K
A=a[—v—rj 5 K
" -, arctg B K T
arctg 3K \ Specialis:
: o |[® arctg 3K
e, VLT TUEOR 5 A:a(z_,j
(e, —P G

3. abra. A térfogatvaltozas dsszefiiggései a kiilonbozé POYNTING-THOMSON modelleknél

A POYNTING-THOMSON-féle reologiai test altalunk vizsgalt, négyféle modelljénél az
anyagallanddkat az alabbi tdblazatban foglaljuk Gssze:

A POYNTING-THOMSON FELE UN. STANDARD TEST ANYAGALLANDOI
MEGNEVEZES AL;SIS‘A' EG;???;U' SPECIALIS | KLASSZIKUS
MODELLEKNEL
Rugalmas jellemzok:
1. Cstisztatd rugalmassagi modulus: 2G 2G 2G 2G
2. Kompresszibilitasi (v. kompresszio-) modulus: 2n 2n 2n 2n
Reoldgiai jellemzok:
3. Viszkozitasi egylitthato: T T T T
4. Relaxacios 1do: 3K 3K 3K 3K
5. Te’:rfogatvzilltoza’lS} v1szk9z’1:[as'1 1}10du1us: 3K, 3K, 3K, =3K7n/| 3 K, =0
6. Térfogatvaltozasi relaxacios ido: _
7, T, =T To =T 7,=0
Szdrmaztatott rugalmas jellemzok:
7. Rugalmassagi (Y oung-féle) modulus: E E
8. Poisson-féle szam: m = const | m#const*
9. Poisson tényezd: Vv = const | V% const
Szdrmaztatott reologiai jellemzok:
10. Linearis viszkozitasi (v. kiszasi) tényezo: ) )
11. Relaxacios allando: T 9

* Ezzel a felirassal arra a kortilményre hivjuk fel a figyelmet, hogy ennél a modellnél a tengelyiranyu és
keresztiranyt deformaciok hanyadosa nem alland6. Ennek ellenére a klasszikus standard modellnél
hasznaljak a HOOKE-torvénynél megszokott Poisson-szamot. Vagyis vigyazni kell, mert tartalma mas, s

az m=—¢&/¢&, egy figgvény, amely pl. a terhelés soran — még id8ben egyenletes terhelésnél is —

valtozik.

5.2. OSSZEHASONLITAS KONKRETAN. Azt tudjuk, hogy az dltaldnos standard test az,
amelyet célszerii lenne alkalmazni, ugyanis a masik harom mar az é&ltalanositas
szlikitésével jott létre. Azt azonban tudni kellene, hogy az altalanossadg korlatozasa
mikor engedhetd meg, és milyen hibat jelent. Mert a laboratdriumi és in-situ
méréseknél, valamint a létesitmények tervezésénél nem mindegy, hogy 4, 5, vagy 6
anyagallandéval dolgozunk.
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A szédmszerli Osszehasonlitashoz feltételezéseket kell tenniink. Induljunk ki a
kovetkezokbdl:

1. Mérési adataink egytengelyii laboratériumi nyomokisérletbdl szarmaznak, ahol a
tengelyirdny nyomast: o =F/4, [MPa], a tengelyiranyt fajlagos nyulast e=Al/l, , a
keresztiranyu nyulédst ¢, =AK/K, rogzitjiik. (A , indexszel a probatest eredeti kereszt-
metszetét, hosszat, illetve keriiletét jeloltiik.)

2. Felvesziink eddigi méréseink alapjan: az anyagéllandokra kerekitett értékeket,
mivel Ugyis elvi Osszehasonlitast akarunk. S ezzel felrajzoljuk az altalanos standard
modell abrajat. Mivel ezt tekintjiik a kiindulési helyzetnek, s az ettdl valo eltérést pedig
az egyes sziikitett modellek hibajanak, s a modellekhez tartoz6 anyagallandokat ,,az
eltérések négyzetdsszeg minimumanak elve” alapjan hatarozzuk meg.'” gy mindegyik
modellnél més lesz a G, az n, stb. értéke.

3. Az Osszehasonlitdst a  probatest egyenletes felterhelése  (4llando
fesziiltségvaltozasi sebesség ) do/dt = 6 = constans = a esetére végezziik el.
Az Osszehasonlitast ugy végezziik, hogy a [0; 5h] id6intervallumon 4brazoljuk a
fajlagos nyulas értékeket és azok aranyait, vagyis az
_1 _1 _1 _ & y+ik
5—§(y+2x)» k —g(y—X), & =3, M= PR
k y—X
fliggvényeket (5 és 6. abrak), mikdzben a terhelés egyenletesen a = 20 MPa/h
sebességgel a 100 MPa terhelési értékre ndvekszik.

A kiindulasi adatok a kovetkezok:
G =1500 MPa, K =4 000 MPa, n=7 500 MPa h, K,=16 000 MPah,  =2,0h, 7,=3,0 h.

Ezekkel az adatokkal az altalanos standard modellnek megfeleld gorbék a 4. dbran
lathatok.

100 40

90 /
80 /

. 4 yd
- / ) g

oSS
N4
/4

10 //

%

o 4 8 1‘2 16 0 0,6 1,2 1,8 2,4
£ tengelyiranyu deformacié [107] £ o térfogati deformacié [107%]

O atlagos fesziltség [MPa]
]

o tengelyiranyu feszlltség [MPa]

4. abra.

' Ennek logikaja abban van, hogy a mérési eredményekb6] meghatérozott anyagallandok értéke
attol fiigg, melyik modell alapjan végeztiik a kiértékelést. Ennek eredményeként az eltérések
nem a mérési hibakbol adodnak, hanem a modellek eltérésébdl, s igy elvi kovetkeztetések
levonasara alkalmasak.
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Itt feltiintettik a ,végtelen lassi” [c—> 0] és a ,végtelen gyors” [ — 0]
felterhelésekhez tartozd Osszefiiggéseket is, amelyek az anyagtorvénybdl kovetkezden
egyrészt linearisak, masrészt az also és felso korlatokat jelolik.

5 \ Egietlenl abran ﬁzlltﬁntetve az 0sszes
Osszehasonlitasra érdemes paramétert, a
R — — kiilonbségeket nem lelljlet igazan
érzékelni, mert azt mondhatjuk szinte,
= 3 hogy lényeges eltérést csak az ¢
= tengelyironytl nyulasban és az m
N 2- % értékénél Fapasztalunk. Ezért mind a
2 ——— | négy jellemzénél kiilon-kiilon
o 1 E abrazoltuk a szazalékos eltérést, a
= hibatlannak tekintett altaldnos standard
8 o testtol.
)
e Ez az 4abrazolds minden Kkicsiny
é -1 eltérést jelentésen felnagyit, s talan a
% dontést sem konnyiti meg, hogy
TN gyakorlati  feladatainknal — melyik
modellt alkalmazzuk.
-3 1 \ Az azonban biztos, hogy ha csak
tehetjik, akkor az  ,altalanos”
-4 POYNTING-THOMSON—f¢éle modell

mellett kell donteniink, annak dacara,
hogy ez rendelkezik a legtobb

a kisérleti id6

anyagallanddval.
5. abra
a keresztiranyt deformaciok hibéi Az 1960-as évek masodik
35% felétdl, a banyaszatban és az
\ igényes mélyépitési
30% feladatoknal a ,klasszikus”
259 | specializalt standard modellt alkalmaztuk,

mert elhittik az irodalombol
azt a hibas — semmiféle fizikai
tényre nem tamaszkodd -

20%

15% A

B \\ kozlést, hogy a ' "[e.rfogat-
Y valtozas Jreverzibilis”’-nek

5% p— ﬁ‘\ tekinthetd, s igy az id6tényezd
0% {— nem jatszik benne szerepet.

lasszikus

=~
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30%
25%
20%

15% -

10%

5% -

0%

-5% A

-10%
-15%

15%

10%

5% -

0% -

-5%

-10% -

-15%

a térfogati deformaciok hibai

/

iy
—

klasszikus

specialis

egyszerds.

/—'

a tengelyiranyu és keresztiranyu deformaciok aranyanak

hibai

[
klasszikus

—

\
/ specialis

e

T

//

v
-

/—’—

 —

egyszer(s.

6. dbra

0,5h 1,0h 1,5h 2,0h 2,5h 3,0h 35h 4,0h 4,5h 5,0h

Legutobbi kutatasaink
igazoltak, hogy ennek semmi
alapja nincs, s6t és ellen-
kezdleg: a termodinamika ma-
sodik fotételének egyenes ko-
vetkezménye, hogy az anyag-
torvény térfogatvaltozasi része
is irreverzibilis, 1d6-fliggo.

A 7. dbran az 5. dbra egy
szeletét is kinagyitottuk, hogy
kovetkeztetéseket vonjunk le,
melyik modellt érdemes alkal-
maznunk gyakorlati feladataink
soran. Egyértelmi kovetkeztetés
csak ,,egy” van, amelyet mar a
vizsgélataink elején is tudtunk:

1. Ha csak lehetséges, akkor az
,,altalanos” POYNTING-THOMSON
—fé¢le modell mellett kell donte-
niink, annak ellenére, hogy ez
rendelkezik a legtobb [6 darab]
anyagallanddval.

2. 5 darab anyagallandoval kell dolgoznunk a ,,egyszertsitett” POYNTING-THOMSON
modell alkalmazasa esetén, s ez feltétleniil jobb kozelitést jelent, mint a 4 &llandos

modellek.
keresztiranyu deformacio
24
1,9 .
\
2.1 AN ‘\ — 2,2
\\\\ alt.
23 spec.\ \ 2
25 \\\ egysz 1.8
27 AN 1,6 -

o AN
. N

klassz. \\\

-3,3 [

térfogati deformacié

\
spec.

N
AN

D
A klassz.

14 -

AN\

egysz

1,2

7.a) abra

N\

7.b) abra
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Poisson szam 3. Ha csak 4 fiiggetlen anyagallanddval

44 kivanunk dolgozni, akkor a ,specidlis”,
vagy a ,klasszikus” POYNTING-THOMSON
42 klassz modell kozott kell véalasztanunk.
spec. . e
. \\\ A szerz6 személy szerint a specialist
részesiti eldnyben, mert
3,8 7\.\\\ "o y . y .
—_— - egyszerlisége mellett, leirja a térfogati
36 - deformaciok id6fiiggését, amire a klasszikus
standard modell nem képes,
3.4 egysz
- az altalanostol valo szdzalékos eltérése
3.2 4 is elfogadhato,
3 7.c) abra

- pont olyan egyszerli vele dolgozni,
mint a klasszikus standard modellel, s6t az anyagéllandok 0sszefiiggései is megegyeznek,
ha figyelembe vessziik, hogy a klasszikus standard modellnél az m tartalma ¢és értelme
mas.

6. OSSZEFOGLALAS ES VEGKOVETKEZTETESEK

6.1. Az elmult négy évtizedben altalanosan alkalmazott reoldgiai test a KLASSZIKUS
POYNTING-THOMSON modell volt:

T, = 3KE,, o, = 3Ke,
(6.1) F+7F=2G|D+ 3K E, |+27D+ 3K, E, |
2G 2n

oy +10; =2Gg; + (3K - 2G)g,-j +2ne; + (3Kt - 277)5'[-1-

oc+895=Esc+ A¢ .

6.2. Ennek hidnyossaga: a térfogatvaltozasi egyenlet idotol valo fliggetlensége. Ezen
— mint lattuk — legegyszeribben ugy lehet segiteni, hogy ugyanolyan i1doéfiiggést
valdsitunk meg, mint ami a torzuldsi egyenletnél van. Az igy megvaltoztatott modellt
neveztiik SPECIALIS POYNTING-THOMSON testnek:

2GE+ 2k~ 7T, o, -0, = 2Glg; —&,)+ 2l ~é,)-1lo, -6,
3KE0+3K%EO—ITO, o, = 3Ke

(6.2) F+cF=2G D+($—le +21 D+(§—1JEO ,
2G 2G

o, +76; =2Ge; + (3K —2G)e; + 2 + [3K% - 277}'1.}.

T
T

V]

o

o+3c=FEc+ ¢ .

6.3. Mindkét modellnél az anyagallandok formalisan szinte ugyanazok: [G, K, 7, ],
csupan az a kiilonbség, hogy a klasszikus modellnél szerepel még egy szarmaztatott
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relaxacios jellemzo [9], €és a specialis modellnél pedig egy szarmaztatott allandd [m],
amely a Poisson -szam. Ezt az m-et formalisan a klasszikus modellnél is hasznaljuk,
azonban egy nagyon lényeges kiilonbség van koztik az m tényezd értékében és
szerepében. A klasszikus modellnél az m nem anyagallandd, hanem a G ¢és K kapcsolatat
kifejezd tényez'®, s nem is a hossz- és keresztiranyu nytlasok aranya. Addig a specialis
modellnél az m a — ¢/ g, arany kifejezdje és allando, s igy anyagjellemzo.

Ha az anyagtorvényekben az igy definialt kétféle m-et bevezetjiik, tovabba a
gombtenzorok helyett a tenzorok foatlojanak osszegét (elsé skaldr invariansait) vessziik
figyelembe, vagyis az

SETI‘F=3O'0=O'1+02+O'3, @ETI‘D=380=81+82+83

mennyiségeket, akkor a HOOKE-testre emlékeztetd formaban kapjuk meg az
anyagegyenletet. Ez a KLASSZIKUS STANDARD MODELLné:

F+rF:2G{D+ © I}+277 l')+,uil ,
m—2 m—2

2hol =t e -m-2)|.

A SPECIALIS STANDARD MODELLNEL:
© I} +2n| D+ © I,
2 m—2

m —

F+rF:2G{D+

Innen lathatjuk, hogy a specidlis modell mikdzben képes leirni a térfogatvaltozas
1d6fiiggését is, mégis egyszeriibb, mint a klasszikus standard test.

6.4. Mindezek alapjan a gyakorlati alkalmazas soran, ha modunk van valasztani
barmelyik modell alkalmazasa mellett, akkor a célszeriségi sorrend a kovetkezo:

altalanos standard test,
egyszerusitett standard test.
specialis standard test,

4. klasszikus standard test.

w =

6.5. A vizsgalatainkat az a felismerés inditotta, hogy fizikailag nem korrekt
anyagmodellt alkalmaztunk évtizedek hosszii soran keresztiil, s megadjuk a
termodinamikailag megengedhetd anyagtorvényt. Az elemzések végeredményeként
viszont elmondhatjuk, hogy bar elméletileg nem helyes modellel dolgoztunk, az
gyakorlatilag mégis jo kozelitést jelentett.

6.6. Ennek a két modellnek — a 4 allandds ,.klasszikus-nak és ,,specidlis”-nak - meg
van az az elvitathatatlan elonye, hogy az F fesziiltségtenzor felirhato a D deformacio-
tenzor fliggvényében, s ez altal differencidloperatorok segitségével a Hooke torvény
megszokott alakjara hozhat6 (Id. Fiiggelék 2). Ez a lehetdség azt jelenti, hogy a
kontinuummechanika alapegyenleteinek a klasszikus rugalmassagtanbol (Hooke-
torvény) kozismert megoldasai: mint a mozgdsmaodszer, az alakvaltozasi modszer, és az

m+1:3Km—2.

m m

18 2G
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eromodszer, a problémak megoldasanal kozvetleniil — vagyis mindennemi atalakitas
nélkil - felhasznalhatok.

Ebbdl kovetkezden ezt a két modellt tgy alkalmazhatjuk, hogy csak a HOOKE-testre
vonatkoz6 megoldast kell megismerniink, s a reoldgiai megoldas ennek ismeretében mar
egyszertien, egy (e~ *) idébeli eltolassal eléallithatd. Vagyis elfelejthetjiik, a mechanikai
feladatok reologiai megoldasdnak megkeresésénél a megszokott rogds utat, nem kell
idéderivaltakkal és iddintegralokkal megoldani a mechanika alapegyenleteit, elégséges
az 1dotol fuiggetlen Hooke-megoldast eldallitani (1d. Fliggelék 3.).
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FUGGELEK 1:
JELOLESEK OSSZEFOGLALASA

A fesziiltségallapotot reprezentalo fesziiltségtenzor (derékszogli, egyenesvonala
koordinata-rendszerben):

Oy Txy Txz
_ . . T
F=F(r,¢)= Ty O, Ty :Ho-y.”(l_:x,y,z) , ahol 0;; =0, (i#j) F=F",
T, T, O, (j=x.,2)

a hely (r) és az id6 () fiiggvénye. (A " index a transzponaltat jeldli.)
Az elmozduldsmezot reprezentald elmozdulasvektor:

v~ ” ui”(i:x,y,z)'

z

u=u(rt)=

NN
=

A fesziiltségtenzor a mechanikai impulzus (mv) konduktiv aramsiirisége (a
feliiletegységen, idOegység alatt atfolyd mennyisége). A fesziiltségtenzort a sebességtér
inhomogenitdsa (sebességgradiens) hatarozza meg, és ezt hivjuk anyagtorvénynek. (Az
inhomogenitas operatora a V differencialoperator).

Az el6zd eléadas [VAN, 2006] bemutatta, hogy a deformdacidtenzor a sebességtér
inhomogenitasa alapjan vezethetd le, amely az elmozduldsok inhomogenitdsaval

Ou, Ou, Ou,
; ox oy Oz
x ou, Ou, Ou .
Gradu=uoV =|u_ 9 9 9 )% - - =%
! ox ay oz Ox ay 0z axf (i=x,y.,z)
U, auz auz éuz (/:xyz)
ox Oy Oz

az elmozdulasvektor gradienstenzoraval (vagy mas néven az elmozduléas-gradienssel)
irhato fel

\/I+[Vou+ro+(Vou)(ro)]—I pontos
D= % [V ou+tuo V] elsé kozelités [Cauchy — féle]
% [V outuoV+(Vouluo V)] masodikkozelités [Green— féle]

formaban. A deformdaciotenzor komponenseit szimbolikusan
e 1 1
X 2 4 Xy 2 Y xz
— |l 1, |=
D - 2 7yx gy 2 7/))2 3 (i:x,y’z)

1 1 .
D) Vo 2 yzy &, (]:x,y,z)

3

i

forméban jeloljiik.
Az egyes deformacidtenzorok komponensei kiirva a kdvetkezok:
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& - X, X = - 9
! Ox Vo oy  Ox
ou ou
DCauchy = DC = & — Y , }/ i — y +%’
g Oy g o0z Oy
Ou, Ou, Ou,
82 - > yzx =
oz ox 0Oz
F: T +l@ux2 +16uy2 +16uz2
! ox Ox 2\ ox o )’
. - ou, +l auxz +l 6uy2 +l auzz
g oy 2\ oy 20 oy 20y )’
ou. 1o, Y 1fou,)  1(ou )
Green G €, = +— +— +— »
D =D" = Oz 2\ Oz 2\ oz 2\ 0Oz
_ Ou, N ou, N ou, Ou, N ou, Ou, N Ou_ Ou,
Vo oy  Ox ox Oy Oox Oy ox oy’
Ou, ou du, Ou Ou, Ou, ou, Ou
7 , — + z + X X + + z z s
7 0z Oy oy Oz oy Oz oy oz
_ Ou, N ou, N Ou_ Ou, N ou, Ou, N Ou, Ou,
Ve ox 0Oz 0z Ox 0z Ox 0z ox

D=\I+Vou)l+uoV)-1=1D° —%(1)G)2 +%(DG)3 —%(DG)3 +%(DG)3 -,

Minden tenzor felbonthatd egy Un. devidtortenzor és egy izotrop (vagy gomb-) tenzor
Osszegeként. A fesziiltségtenzor €s a deformaciotenzor deviatora a torzulasi allapot egy
kozelitését reprezentalja, a gdmbtenzora pedig a térfogatvaltozas kozelitését:

F=F-luFI+luFI=T+T, ituF=i(0 +0,+0.)=1 0 =0,
T T,
ahol o, az atlagos, vagy kozepes fofesziiltség, s igy a torzulasi fesziiltségtenzor (vagy

fesziiltségi deviatortenzor):

O, =0, 2-xy Tz

T:T(r,t): T o,-0 T :”Gij—O'

»x y o yz o

(i=x,y,2) - || Sij”(i:x,y,z) ?

T, T, c.-0, (j=x.y.2) (j=x.y.2)

a térfogatvaltozasi fesziiltségtenzor (vagy fesziiltségi gdmbtenzor):

g, 0 0 1 00
T,=T,(r,t)=|0 o, O0|=cI=0,0 1 0
0 0 o, 0 0 1

A deformaciomezore hasonloképpen:
D=D-1uDI+1uDI=E+E, luD=lls +s +5)=1 ¢ =5,
T \T/
ahol &, az atlagos, vagy kozepes fodeformacio, s igy a torzulasi deformaciotenzor (vagy

deformacios deviatortenzor):
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1
&y —0, Ej/xy nyz

_ —_| 1 —
E—E(l‘,t)— E}/yx 8}’_0-0 E}/yz _“gy‘_o-o
1 1

fj/zx Ej/zy z o

(i:x,y,z) - Heij “(l':x,y,z) ?
(j=x..2) (j=x.,2)

a térfogatvaltozasi deformacidtenzor (vagy deformacids gombtenzor):

& 00 100
E,=E,(r)=]0 &, 0f|=¢gI=¢5,00 1 0].
0 0 & 001

Kontinuumok anyagtérvénye ennek megfelelden tobb formaban is felirhato:
- egyetlen egyenletbe 6sszefogva:
F= F(D), o =0 (547 ) (i,j = x,y,z),
- két egyenletre bontva:

T = TE) spo=syley) (o
{T = TO(E()); o, O-o(go), (lr.]_x,y,Z)_.

0o
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FUGGELEK 2:
A REOLOGIAI MODELLEK KAPCSOLASI VAZLATA

A gyakorlatban alkalmazhaté anyagtorvényt, az elemi reoldgiai modellek
Osszekapcsolasaval altaldban nem szabad eldallitani, mert a konstitutiv egyenlet
megalkotasa nem lehet spekulacid, vagy taldlgatas targya. Viszont a termodinamikai
torvényeket kielégitd anyagmodellek kapcsolasi vazlatait célszerli felrajzolni, mert azok,
a modellek viselkedésének mélyebb megértéséhez vezetnek. A targyalt négyféle
POYNTING-THOMSON-féle 1un. ,standard” modell kapcsolasi rajzait — mivel a
Bevezetésben csak a torzulasi allapottal foglalkoztunk - a kdvetkezdkben foglaljuk ossze:

5. ALTALANOS STANDARD TEST: [2G,3K,2n,3K ,,7,7,]

T 2GE +2nE — 7T, s; = 2Ge; +2né; —15;,
T, = 3KE,+3K,E,-¢,T o 3Ke, +3K,é, —7,5,,

070 o

Ennek a modellnek a két egymassal ekvivalens kapcsolasi vazlata van, azaz
mindkettd teljesen azonos viselkedést ir le (Id. Bevezetés). A kovetkezOkben csak az
egyikkel dolgozunk.

(A) A torzulasi dllapot kapcsolasi rajza (az anyagallandok feltiintetésével):

C 26
e = <= —
0 T
=1 g — 56
7] 2n-2Gr

8. abra

C )
F:C1x+[1+C—IJy5c—CiF, = 5y :2Gey. +277e'1.j —TSU.

2 2

C 2
2G=C,, 277:[1+C—1]ﬂ, r:Ci, C, =2G, C2:777—2G, p=2n-2Gr.
2 2

(B) A térfogatvaltozasi allapot kapcsolasi rajza:

e 3K
N— — = —>
T T
—=1 e —= 3k /0, 3K
Y7, 3K,-3K7,

9. abra
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o o

C . . .
F:Cl"x+[1+cl J,u”fc—%F, — o,=3Ke, +3K,é, ~1,6,,

o
2 2

0 C’ °
3K =C", 3KV:[1+ lo}f, r, =4,
2
. . 3K .
C°=3K, C,° ="—*-3K, u°=3K,-3Kr,.
T

o

(B) A torzulasi- és a térfogatvaltozasi allapot egyiittes kapcsolasi rajza:

itorzuldsi

G allapot 2G
Y7 2n-2Gr
- [ -H TF
—=1 ¢ = 2n/t-2G
= —> <4 —>
e 3K
u® 3K,-3K7,
_—ll:| AAAA | DIMM
= G’ térfogati = 3K,/71,-3K
. dllapot
10. dbra
oy =S +0,=2Ge; +2ne; —1$; +3Ke, +3K, &, —7,6, =

=2Ge, + (3K -2G)s, + 2, + BK, - 277)5',]. ~76 - (z, —7)5,.
. 3K . 3K, . .
0y +70; = 2G{sij + (E — 1]50 } + 277[% + [E - ljso} - (ro — r)ao

A kovetkezd modellek kapcsolasi vazlata ezzel megegyezd, csupan a térfogati
allapothoz tartozo egyes elemek karakterisztikdjaban van kiilonbség.

6. EGYSZERUSITETT STANDARD TEST: [2G,3K,2n,3K,,7, — 71,=71]
T = 2GE+25E-7T, s; = 2Ge; +2ne; —7s,;,
T, = 3KE,+3KE,-T,, o, = 3Ke, +3K é, —10,,
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R m— O, =S;+0,, & =e;+¢&,
: 3K _ o
: o, =2Ge; +2ne, — 75, +
3K,-3K T +3Ke, +3K ¢, —16, =
L I:I_/\/\N\rl =2Ge, +(3K -2G)e, +
—3k/r 3K +2mé, + (3K, -2n), 6,

11. abra. Az egyszeriisitett standard test térfogatvaltozasi vazlata

3K
o, +10,=2Gl ¢, + 3—K—l g, |+2n €, + ——11&, |-
b g g 2G g 277

7.  SPECIALIS STANDARD TEST: [2G,3K,2n,7,-3K, =3Kn/G,r, =1
T = 2GE+2jE-rT, s, = 2Ge,; +2ne; —15,,
T, = 3K(E,+7/GE,)-<T,, o, = 3K(e,+n/Gé,)-16,,
— o, =8;+0,, & =¢€,+&,
3K o, =2Ge, +2né, — 75, +
— MM
3K(1/G-7) +3Ke, +3KLs —16, =
— = G
. =2Ge, +(3K -2G)e, +
; —=13knGr 3k | i+ )
feeeeetettetetccenetttttttetectctettctettcesestetettttestescttstesctcesertetettrtasaes + znéy + (31{% _ 277]6"11 _ fz'o.'lj )
12. dbra. A specialis standard test térfogatvaltozasi vazlata
o, +10, =2G|l &, + (3—[( - 1]50 +2n| €, + (3—[( - ljéo .
y y y 2G y 2G
8. KLASSZIKUS STANDARD TEST: [2G,3K,2n,7, — K, —-Kr=0]
T = 2GE+25E-7T, s; = 2Ge; +2né, —15;,
T, = 3KE_, o, = 3Keg,,

o, +10,;, =2G| ¢, + %_1 g, |+2n &, + 3'K—T—l g, |-
b g g 2G b 277
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13. abra. A klasszikus standard testtorzulasi- és térfogatvaltozasi vazlata

Ezek a kapcsolasi vazlatok az anyagtérvény skalaris komponensegyenleteit
tikrozik, az 13. abrdan lathatod rajz egyszerlsithetd, ha az elemek eredd modelljét
felrajzoljuk (/4. dbra). Ami viszont teljesen megegyezik formailag a torzulasi allapot
kapcsoldsi rajzaval. Tartalmilag viszont nem maés, mint az egytengelyll
fesziiltségallapothoz tartozo6 kapcsolasi vazlat

C4

[
| U]

M
14. abra

Cs

ahol

_9GK . _ 9K _ 9GK 99K 9GK 3Kr+7

T3K+G " 3Kr+n 3K+G MCT3K+G 3K+G3K+G
Ha bevezetjiik az egytengelyt fesziiltségallapotnal megszokott
9GK 9nK 9= 3Kt +n@

" 3K+G T 3K+GS T 3K+G

A

jeloléseket, akkor a
o=FEs+1e-Y0
Osszefliggést kapjuk.
Latva a négyféle standard modell elemeinek elrendezését, felmeriil a kérdés: ha a 6
anyagallandés altalanos modell helyett egyszeribb modell mellett szeretnénk donteni,
akkor azt hogyan tegyiik? Helyes és megnyugtatd valaszt csak akkor tudunk adni, ha

egy egytengelyli modell kisérletet kiértékellink, az dltalanos standard modell szerint. A
kapott anyagallandok esetén,

e ha 7~ adodik, akkor van létjogosultsiga az egyszeriisitett standard modell
alkalmazasanak,
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e ha r~7, mellett az ¢/¢, ~ const, vagy ahhoz kozeli eredmény adodik, akkor
a specialis standard testet alkalmazhatjuk,

e ha r=7, mellett a K —Kr=0 eredmény adodik, akkor maradhatunk a
klasszikus standard modell mellett.

Az adott feladat jellege szabja meg, hogy mit értiink ~ alatt. Altalanos tapasztalat,
hogy az anyagéllandok esetén megengedhet6 kb. 8...10%-os hiba.
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FUGGELEK 3:
A FELADATMEGOLDAS VISSZAVEZETESE A HOOKE-TORVENYRE

Ennek a két modellnek — a 4 allandoés ,.klasszikus”-nak és ,,specidlis”-nak - meg van
az az elvitathatatlan el6nye, hogy az F fesziiltségtenzor felirhaté a D (és az E,, illetve
®I) deformacidtenzor fiiggvényében, s ezaltal differencidloperatorok segitségével a
HOOKE torvény megszokott alakjara hozhato:

HOOKE MODELL:

{F:2G{D+ ! ®I},
m-—2

KLASSZIKUS STANDARD MODELL:

@I} + 277{]') I (;)I},

m-—2

F+rF:2G{D+
m—2

1+r 2 F 261229 b L (14,22 \or |,
ot Goar) m-2 G ot

o, F:ZG[q)t D+;q)ﬂ®l}

rel def m_2

aholy=%[(m+1)gr—(m—2)}

n

SPECIALIS STANDARD MODELL:

F+7F :2G[D+ ®I}+277[D+ ! G)I}
m-—2 m-—2

2 F =26/ (1422 Ipe L [1: 79 or |
ot Goa) m-20 Got

1
o, F=26D,, [D — @1}

ahol

alkalmasan valasztott differencidloperatorok.

Ez a lehetdség azt jelenti, hogy a kontinuummechanika alapegyenleteinek a
klasszikus (HOOKE-torvényen alapuld) rugalmassagtanbdl kozismert megoldasai: a
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mozgasmoédszer [LAME-egyenlet], az alakvaltozasi modszer [HUSZAR-egyenlet], és az
er6-modszer  [BELTRAMI-egyenlet], a problémak megoldasanal kozvetleniil
felhasznalhatok.

Példaképpen bemutatva, hogy a

(a) HOOKE modell alkalmazésa esetén, a - DivF = 0 statikai egyensuly feltételezésével -
az emlitett 0sszefliggések:

Au + V(Vu) =0,
LAME-egyenlet: m=2
Div Gradu + — graddiva =0,
m—2
AD+—_Vove =0,
HUSzAR-egyenlet: m=2
Grad DivD + —2—Grad grad® =0,
m —
1 m+1
AF — AST + VoVS =0,
BELTRAMI-egyenlet: m+1 " .
Grad DivF — —— Grad DivSI + 7"~ Grad grad § = 0,
m+1 m

alakuak.

(b) KLASSZIKUS STANDARD modell esetében: "

n m3

Au + V(Vu)+ L Aa + V(Vi)=0,
m—2 G m—
LAME-egyenlet: [1 + %%}Div Gradu + — 5 (1 + 9%)grad divu =0,
m_
m
(D,MAu+m_ D4V(Vu)=0,
AD+—" vove+Lap+ " vove -0,
m-—2 G m-—2
) n o . m 0
HuszARr-egyenlet: 1+ Gor Grad DivD + 1+ 195 Gradgrad® =0,
m_
D, AD+Dy—"_VoVO=0,
def m—
AF—— L AST+ " vovs+raF——Y As1+ " vovs =,
m+1 m+1 m+1 m+1
BELTRAMI-egyenlet: (1 +r g} JN — 1 [1 +Tv ngSI S (1 +9 aﬁjv oVS =0,
t m+ t m t
D, AF—— @, AST+-"—Dyvevs=0,
def m+1 m+1

19 A levezetés megtalalhato az [ASSZONYI et al, (1980)] 308-329. oldalakon.
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g=>Ke+n  _nn S
3K+G Gt G

(¢) SPECIALIS STANDARD modell esetében:

ahol

" v(Vu)+Laa+

V(Va)=0,
m—2 G m—2

Au +

LAME-egyenlet: (1 + lngiV Gradu + — (1 + gjgrad divu =0,
G ot m—2 ot
D, Au+—"—DV(Vu)
def m—
AD+—2 vove+Lap+— L _vove=o,
m—2 G m—2
HuszARr-egyenlet: 1+ 10 Grad DivD +—" [ 1+ 2 Gradgrad® =0,
G ot m—2 ot
D, AD+—"—_DV -V =0,
def m_2
AF - AST+ ™ Vovs+rAF—— AST+- " vovs=o,
m+1 m+1 m+1 m+1
BELTRAMI-egyenlet: 1+r£ AF — 1 1+2 ASIerJrl 1+£ VoVS§ =0,
ot m+1 ot m ot
D, AF———DASI+——DVoVS=0
aef m+1 m+1

Ezt a két modellt — a klasszikus és a specidlis POYNTING-THOMSON-testet - ugy
alkalmazhatjuk, hogy csak a HOOKE-testre vonatkozé megoldast kell megismerniink, s a

reologiai megoldas ennek ismeretében mar egyszeriien, az (1-e™%") idébeli eltolassal
eldallithatd, ahol az ¢; értéke: ¢ =l, a, =§, ..., stb.
T n

Példaként nézziik meg p hidrosztatikus nyomést primer mezdben kihajtott R
korszelvényl vagat (folyoso) esetét, sikalakvaltozasi allapot feltételezésével.

<
X
— o .
{
|
p

»

15. abra

i R\ .......
: RIS >~ ‘

IRINIRIRIRIRINI]

e
.
UERRRAA
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A lineérisan rugalmas HOOKE-testre vonatkozo megoldas, mar egy évszazada ismert,
mint a vastagfalu csévekre vonatkozé képlet (itt a cs6 kiilsé sugara » — o):

2 2
O'r:p 1_ 5 , g’:_i 5 , ur:+p_R 5 ,
r 2G\ r 2G\ r
2 2
R p (R
o.=p/l+|—| |, . =+—|—|, u, =0,
’ p{ LJ} : 2GLJ ’

Gz:p5 8220, u :0

A klasszikus standard modellre vonatkozo6 altalanos megoldas pedig [VAN-SZARKA,
2006]:

i Rz‘ R _t _t _t
o, = pl—(—] +p(—j Ae P —Be @ +Ce 7|

7 ! t t

2 2 S _t _°
c, = p/l+ 5) —p(ﬂ) Ade P —Be @ +Ce 7|
r r
o ot ) ] )
gr — _L E 1_e a _;,__Te ﬂ s
2G\r n
2: _t _i:
&y = +££ l—e @+ "¢ # |,
2G\ r n
L z T
u, = +ﬁﬁ 1—e“+ﬂeﬂ,
2G\ r n
4 fGB-p) p_ Ga-n . _ Gr-n (Gr-n)p
n(z - p) Gz -a) Glr-a) nlt-a)
Ez a megoldas sokkal attekinthet6bbé valik, ha figyelembe vessziik, hogy a klasszikus
n

standard modellnél a = f = G’ tehat
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2
R
o, = pl—(— s
r
— R 2:
G(p = p 1+ 7 ,
2: —
- —t - =t
e o= — PR G
2G\ r i n |
. d
R -2t .y
5¢=+£— l-e 7" +—e " |,
2G\ r n
- =t - =t
u, = PRIR l-e " +—e 7
2G\ r n

Az liregnyités [ ¢ = 0] pillanataban az Un. kezdeti deformaciok azonnal lejatszodnak.
Ez egy végtelen gyors fesziiltségvaltozasi sebességnek felel meg, amelynél a standard
modell anyagegyenlete (1d. /. abra):

T=2GE+27E-7T = T=-21g
T

alakuva valik. Ez egy olyan Hooke-torvény, amelynél a modulus 2G helyett: 277/7 .
Az 1d6 teltével [t — oo | viszont, a tényleges Hooke-torvényhez konvergal:

T=2GE+27E-tT = T=2GE.

(RY (RY Rz (R
‘("r|ta0:_p_(_j :‘C“B’ &, ta0:+p_(_j :‘("29 u, t~>0:_p (_j:ufa
2n\r 2n\r 2n \ r

2
p (R -
=+t——| =¢,, U,
t—>00 2G[}”j o

2
g"|f%°0:_i E = 8:0’ gr (>0 — _ﬁ 5 :u:O’
2G r 2G r

alakuak, vagyis az id6 folyamén pl. az & értékrél, mikdzben ¢ befutjaa 0 < ¢ < o id6-

. oy © . . , 0
intervallumot, ¢érteke &7 -re  ndvekszik. Az atmenetet a D, = (1+1—j

fgy a kezdeti és végsé deformaciok és elmozdulasok:

differencidloperator vezényli.

Ennek megfelelden a klasszikus rugalmassagtan megoldasabol, eléallitunk még egy
rugalmas megoldast, amelynél a 2G helyére 27/7 -t helyettesitiink, majd eldallitjuk a
klasszikus POYNTING-THOMSON testre vonatkoz6 megoldast:
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& +(g,°—g
0

£ +(g¢—g

u +(uf—u4

+_
2G

L PR
2G

+p1—(

+p|l 1+

l-e  +—e ©
n

? - Gr -
2
1 Gr _ﬂ,}

l-e ¢ +—e ©
n

Az elmondottak csak hasonlitanak, de nem egyeznek meg a VOLTERRA-elvvel [BEDA—
KOZAK-VERHAS, (1986) p. 208]. Aszerint a T=2GE+2nE, T, =3KE, +3K,E_ *
viszkoelasztikus testre vonatkozo statikai feladat megoldhaté oly moddon, hogy a feladatot
megoldjuk a HOOKE testre, majd a megoldasban szerepld rugalmassagi matrixot kicseréljiik egy
integraloperatorral, és az integraloperacid elvégzése utan a viszkoelasztikus testre vonatkozo
feladat megoldasat kapjuk.”’ Természetesen ez a differencial operatorokkal azt jelenti, hogy

a2G ¢és 3K helyetta D, = 2G(1 +a; gj differencialoperatorokat alkalmazzuk, ahol a; 1-

gyel, ill. K,/K-val egyenld:

2 KELVIN-féle folyadék test.

Q)/EZG(HEJ, és O =3K 1+KV§ .
ot 0 K

ot

*! Természetesen ez a differencial operatorokkal azt jelenti, hogy a 2G és 3K helyett az

(D’zzG(HQJ, és D =3K 1+K
ot 0 K
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[ZOTROP KONTINUUMOK ANYAGTORVENYE
IV. LABORATORIUMI PROBATESTEK MERETFUGGESE

MATOLCSI TAMAS
ELTE ALKALMAZOTT ANALI{ZIS TANSZEK, BUDAPEST - MONTAVID RESEARCH GROUP,
BUDAPEST

A laboratoriumi mérésékhez kialakitott probatestek méretviszonyai jelentosen befolydsoljak
a kapott eredmények helyességét. Az eloaddas bemutatjia, hogy az egytengelyiinek tartott
nyomokiserlet valojaban térbeli, s elméletileg Osszehasonlitia az eltéréseket, és megadja a
korrekt kisérlet feltételeit.

1. BEVEZETES

A tervezés és méretezés soran felhaszndlt anyagjellemzok értékének talnyomod
hanyada egytengelyl laboratériumi nyomokisérletek eredményeinek kiértékelésébol
szarmazik. Kozismert, hogy szamos eldiras és un. ,,0kolszabaly” vonatkozik a probatest
kialakitasara. Leggyakoribb probatest alak a henger, amelynek felfekvési lapjait nagyon
pontosan és parhuzamosan kell kialakitani, s az ajanlas, hogy a méretét az //D — hossz-
atméro aranyt lehetoleg 1...2,5 kozott kell kialakitani. A feltételezett szimmetria miatt, s
azért hogy a terhelésatadas egyenétlensége kiegyenenlitdédjék, a nyomodpofak felezési
sikjaban veszik fel a mérési sikot. Vagyis feltételezik, hogy elegendd tavolra a terhelési
feliilettol, tiszta egytengelyt fesziiltségallapot uralkodik. Ez szabja meg az als6 hatart. A
fels6 hatart pedig az esetleges kiilpontossag miatti kihajlas korlatozza. Az eldirasokat és
ajanlasokat nem elméleti vizsgalatok, hanem laboratériumi kisérletek Osszehasonlitd
elemzése alapjan fogalmaztik meg.

A nyomdpofa és a probatest lapja kozott bizonytalan viszonyok uralkodnak. Ezt két
kiilonboz6 feltevéssel foghatjuk meg:

- egyik, az érintkezési feliiletek mindsége, vagyis a nyomopofa feliileti mindsége (amely
altalaban nagyon sik, in. VVV — harom ¢ékes - feliileti simasag) €s a probatest lapjanak feliileti
simasaga,

- masik, a teheratadas mddja, vagy egyszeriien a surlodas a nyomodpofa és a probatest
kozott.

Az elsé problémaval nem tudunk sokat kezdeni, mert ha mindkét felillet VVV
mindségli lenne, akkor is az /. abran lathatd egyendtlenséget lathatnank nagyitas alatt.
Mivel ennél nagyobb pontossdg technikailag kivitelezhetetlen lenne, ezért csak azt

tehetjiik, hogy a mérési helyet olyan tavolra tessziik a felfekvési helytdl (érintkezési
siktol), hogy ott mar a fesziiltségcsticsok ne jatsszanak szerepet.
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Ez a de Saint-Venant elvnek megfeleléen: a maximalis érdesség

(hullamvolgy és hullamhegy kozotti tavolsag) 5...10-szerese, kb. 5 mm.

[ I Ennek tobbszorose van a gyakorlatban. Mindenki latott mar nyomokisérlet
soran kihasasodast, aminek oka az érintkezési feliileten jelentkezo surlodas.

. dbra Kérdés, adott estben méréseink milyen hibaval vannak terhelve e miatt?

A
i IS <D.,, L
Y Yy

2. abra

2. A HAGYOMANYOS FELFOGAS

A hagyomanyos linedris rugalmassagtani felfogasban a probatest elmozdulési- és
alakvaltozasi viszonyait idealizalt feltételek mellett vizsgaljak:

1. az anyagot homogén-, linearis-, id6tényez6tdl fliggetlennek (azaz a HOOKE-torvénnyel
leirhatonak) veszik,
feltételezik a kis deformaciot (a CAUCHY-féle deformaciotenzor alkalmazasa),
a terhelésatadas idealis, az €rintkezo feliiletek parhuzamosak,
a nyomopofak abszolut merevek, vagyis deformaciojukat figyelmen kiviil hagyjak.

A N

a probatest hengerszimmetrikus volta és az egyenletesen megoszlo terhelés miatt a
kialakul6 elmozdulés- és alakvaltozasi allapot nem fligg a ¢-tdl, ezért kétvaltozos
feladatként targyalhato.

Az alkalmazott jeloléseket, a geometriai viszonyokat, ¢és a levezetett
Osszefliggéseket a 3. abra mutatja.
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Az
ﬂﬂﬂgﬂﬂﬂaz SaRE

...... A
: u.
u v u:u(Z):T , MZZLZMO,
»X ........................... .» ...................... »
VR
v—v(r)—?r, v|r=R =Vvp
ou u ov v v v
gz =—=—0, g}" =—=—R:=g, g¢=—_—R=gV =gk’
oz L or R r R
m+1 m-—2
E=¢&,, &= =&, 0,=p=2G e=3K g,
m m
_p m _p m _ €
2Gm+1 3Km-2" "% m
3. abra

3. A KIHASASODAS VIZSGALATA

A kovetkezékben megkiséreljiik a mechanikai probléma megoldasat meghatarozni a
megengedett feltételekkel.

Vegyiik sorra azokat a feltételeket, amelyeket megengedhetiink:

1. a probléma az altalanossag megsértése nélkiili is kétvaltozos feladatnak tekinthetd,
amelyikben a paraméterek nem fiiggnek a ¢ sz6gtdl,

2. a nyomopofak merev, vagyis nem deformalodo voltat azért fogadjuk el, mert akkor
tovabb kéne menni, s a terhelékeret merev voltat feltételezni, s egy szendvics
problémaként targyalni az esetet,

3. a Hooke-torvény alkalmazasat azért fogadjuk el, mert mar az el6z6 eldadasban is
bizonyitast nyert, hogy ez az a hatareset, amelyhez az id6 multaval konvergal az
anyagtorvény.

Az ¢érintkezések kiilonféle esete lehetséges, amelyek a probléma megoldasahoz
rendelt kiilonb6z6 keriileti feltételeket jelentenek.

(a) Tokéletes — merev — érintkezés, amikor a nyomopofahoz érintkezd probatest feliileti
pontjai nem mozdulhatnak el,

(b) Tokéletesen sima érintkezés, amikor a probatest lapja szabadon elmozdulhat, tehat a
surlddas a két feliilet kozott nulla, vagyis a probatestre csak normalirdnyu fesziiltségek adodnak
at.

(c) Az elozo kettd kozé esé valosdagos eset, amikor strlddas van, s a feliileten normalis- és
csusztatd fesziiltségek is atadodnak,

vagyis ha a 4 a nyomopofa és a kdzet kozotti surlodasi tényezd, akkor
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(@) u

:w’

(b) u =0,

(c) 0<pu <.

A kovetkezdkben az (a) esetet vizsgaljuk meg, mert a (b) mar ismert, s ezaltal a két

sz¢€1s6 eset koz¢ a (c) mar beilleszthetd.

A PROBLEMA MATEMATIKAI MEGFOGALMAZASA. A fesziiltségallapotot az

GZ Z-Zr Z-Z(ﬂ
F=lz,, o, 7, az elmozdulasokat u= a deformaciokat
Tp: Typr Oy
s 1 1
z 2 Yz 2 7/2(0
D= %7;’2 & %yr(a ’
1 1
270z 2Ver &y
reprezentalja. A mechanikai alapegyenletek:
O-Z 82 uZ
TVZ }/}"Z
O'(/7 o, 8(/7 g uq, Uy
4. abra
Egyensulyi egyenlet:**
8 87’-r a 8 — O
o, + l p 0T, + T 4 — 0’
or r 0p Oz 0z r
or, 1 0o or, P
FV = DivF =0, A g +—2 2 = 0,
or r oQ 0z
or,, 107, 0
+—— + 9% = 0,
or r op oz
Geometriai egyenlet:
ou, ou, Ou,
gr = s yzr ’
or or 0z
1 1 Ou ou 10 u
D:—[ro+Vou], &, = ——(p+u—’, 7 ro —£ —&——@,
2 r op r or rop r
ou, Ou, 10u,
&, = 5 7(02 -t
0z oz r Op

Anyagegyenlet:

* Az impulzusmérleg a térfogati- és tehetetlenségi erShatas elhagyasaval.
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+&.+

O-Z = 2G 82+Mj’ TZ)" el G}/ZV,
m-—2
trD +&,+

F=2G D+ — I, Jo, = 2G8r+u, T = GV,ps
m-—2 m-—2

g, +e, +e, B
oy = 26| &t j Tp: = GVpe

Mivel a korszimmetria miatt a mechanikai allapot nem fiigg a ¢ koordinatatdl, a

Oy 10U, Uy

tangencialis elmozdulas zérus: u, =0, ezért Vrp = -—=0 ¢s
or rop r

ou 1 Ou
Y p: —+——==0, kdvetkezésképp: 7,, =7,. =0.

0z r Op

o, £, u,=u
z-}"Z 7/}’2
o &£ U =v
¢ o, @ €, g
5. abra

fgy a keresett valtozok szama 10-re csokken:

O-Z zr 0 uZ u
F:F(z,r): ., o, O0f, u=u(z,r)= u,|=v|,
0 0 o, 0 0
: 37 O
D=D(z,r)=|1y. & O,
0 0 ¢,

oo, or,, 0,—0, ou y
+ + =0, |le, = —, & = —,
or 0z r 0z r
ot oo T ov ou Ov
1z z + = — O, E, = —, YV, = —+—
or 0z r or or 0Oz
) £, te, +¢, £, t¢, e,
o, = 2G|e,+ , 0, = 2G|, +————|,
m-—2 m-—2
£, +E, +¢,
o, = 2Gl¢g,+——F—|, 7, = Gy,,.
m-—2
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A MECHANIKA ALAPEGYENLETEK. Az (1)-bdl kikiiszobolve a fesziiltségeket és
deformaciokat, az elmozdulasvektor u €s v komponensére a kovetkezd dsszefliggéseket

kapjuk:
o*u  0%u Jlou 0
(s+1)"—+— —
2) oz>  or? 7”87’ 8
2
v V(s +1)£(@+XJ O’u =0,
a2 or\or r) oOzor
ahol
m
§=—
m—2

A feladatot igy visszavezettik az u =u(z,r) és v= v(z,r) fliggvényeknek a (2)

egyenletrendszer alapjan torténd meghatarozasara, a kovetkezo hatarfeltételek mellett:

3) u(0,r)=0, v(z,0)=0, @(o,r) =0,
4) u(L,r) =—hL, v(L,r) =0,

ahol 4 az 6sszenyomodas aranyat fejezi ki, s amelyet adottnak vesziink (pl. 10%). Ezzel
kikiiszoboltiik a p nyomast a szamitasbol (oly modon, hogy a hozzatartozé elmozdulast
1éptettiik be).

SORFEJTESEK. Keressiik a (2) megoldasat a (3) hatarfeltételek szerint
u(z, r) =z a; (r)zk =z Ya (r)zk+1 , v(z, r) =r b, (r)zk , by=0
k=0 k=0 k=0

alakban, s a (4) hatarfeltételek szerint

(4a) 2y (r)L! =L, Zbk( )L =0
alakban.
Ekkor - megallapodas szerint a formailag negativ hatvanyt tagok legyenek nullak —
U Sk + D Y Skt
0z k=0 0z k=0
2 0 2 )
ou_ > (k +ka, z, a_; = S k(k—1)b,z* 2,
62 k=0 0z° k=0
ou i k+1 ov O
- = a.z R —= b, +rb ,
or /Eo k or kzo( k k)z
*u & v i 0 (8\/ vj ® N\ g
—=>a,z ", —| —+—|=2\2b, +rb, )",
or? EO g or\or r Eo( g k)
*u 2 o(ov v ®
=y lk+1 , —|—+- k\2b, +rb
0zor ,Z’O( )akz ﬁz[ér rj Z ( er k)z
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A (2) egyenletekbe torténd behelyettesitéssel:

(s +1)§(k+1)kakzk_l .S [a}; +a—k]zk+l +s %k(%k +rb,;)zk_l =0,
- k=0 r

k=0

S k(k — bzt + (s +1) 3 (26} +rby ) 25 + 3 (k +Dayz* =0.
k=0 k=0 k=0

REKURZIO 1. Osszegytijtve az azonos hatvanyokat, az egyiitthatoknak hatvanyonként
nullanak kell lennie:

(s +1)2a, + S(2b1 + rbll )z 0,
(5) (s + 1)k +3)k + 2)ay .y +ap +2% + sk + 2)(219,{+2 +7by s )= 0,
r

(k+2)k +1)rby,p +(s + 1)(2bk +7rb; )+ s(k+1)a, =0.
Kovetkezmények:

1. Mivel b; =0, a legelsd egyenletbdl a; = 0.

2. Ha ay és by konstans, akkor a;+» €s by, nulla.

3. A paratlan indexti tagok nullak.

4 (a i ,bk) meghatarozza by-t, (a PN +2) meghatarozza a;,-t, azaz végiil

(ak ,by ) meghatirozza (ak+2 N )-t.

Tehat: (ao ,bo) meghatarozza az osszes tobbi egyiitthatofiiggvényt.

A SOROK VEGTELENEK. Ha ag = {r’"} és by = {r” } akkor b, = {rm_l,r”‘l} és
a, = {rm_l,r”_l,rm_z }, ahol a kapcsos zarojel a benne foglaltak linearis kombinaciojat
jeloli.

Kovetkezésképpen, ha ag és by polinom, akkor a sor véges, azaz mind r-ben, mind z-
ben csak véges hatvanyok szerepelnek.

Az elozéekhez hasonléan vehetjiik az r hatvanyai szerinti sorfejtést is:
Uu=350Ck (z)rk €s v=27 od; (z)rkJrl . Az egyiitthato-fiiggvényekre az el6zbekhez
hasonl¢ iteracids formulat kapunk, és azt is, hogy ha a kezdd egyiitthatd polinom, akkor
az utana jovok alacsonyabb fokat polinomok. Azonban a hatarfeltételek (4) alatti,

masodik csoportja szerint co-t kivéve ¢ és dy nem lehet konstans: tehat z-ben nem
lehetnek csak véges hatvanyok, igy r-ben sem.

A FESZULTSEGEK. Az (1)-be torténd behelyettesitéssel:
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o= 263 | ke tay + 321 b, + b )}z",
k=0l 2 2

Q
Il

o = 263 |2 k1) +sb, + L) |F,
k=0L 2 2

o, = 2G§: S—_l(k+1)akJrsbk+s_1rb,'c z*,
k=0L 2 2

T, = GzX a}c +(k+2)rbk+2]zk.
k=0

A fesziiltségekre vonatkozoan van még egy hatarfeltétel, a palastra merdleges
fesziiltségek nullak: Fn|r: r =0.Azaz

(6) lo}

=0, T =0.

rlr=R

Feltehetd, hogy a z = 0 kozépsikban nemcsak a hatdron (palaston), hanem
mindentitt nulla a ,,vizszintes” erd, azaz ar|2: 0= 0, amib6l

s—1 s+1
TCZO +Sb0 +

rby =0.

REKURZIO 2. Az elébbi 0sszefliggés szerint ag kifejezhetd a by €és b(') fiiggvényeként:
_ 2sb, + (s+ l)rb(')
s—1

(7) ay = = A, (bo,b(')).

Ez az el6zoekkel egyiitt azt jelenti, hogy by meghatarozza az d&sszes tobbi
egylitthatofiiggvenyt.

Konkrétan, (7) szerint

(8) a;) :_(3S+1)b0 +§s+1)rb0 :A(l)(b('),b(;)
s —
©) =Dl gy o)

¢s igy tovabb az ap magasabb derivaltjaira. Ezek az (5¢) egyenldség k = 0 értékére igaz
2rby + (s + 1)(3b(') + rb(; )+ sa6 =0

alakjabol azt adjak, hogy

(s+3)b—°+(s+1)b8 ( )
10 b, = r = B, by, by,
(10) 2 26-1) 2100560
by b
| (s+3)[;—rg}r(s+l)b0
(11) by = = B3 by g5 )

2(s 1)

¢s igy tovabb b, magasabb derivaltjaira.
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Ezek alapjan az (5a,b) k£ = 0 értékére igaz egyenldségbdl

(12) a, =A2(b('),b(;,bgl
¢s értelemszerli formuldk az a, derivaltjaira.
Altalaban:

b, = B, b(()k/z),b(()k/zﬂ)’.“’b(()k)),
4 = A b(()k/z)’b(()k/zﬂ)y”’b(()k+1)).

Feladatunk tehat megtalalni by-t (amely az r fliggvénye). Ehhez elegendé megtalalni
az 0sszes derivaltjat egy adott helyez, s ez a hely R lesz.

(13)

A MEGOLDAS. Vezessuk be az

(14) ay = ag(R) Bi = b (R),

(15) ay = a(R), B =bi(R),

(16) a,(c") = a](c")(R), ,E”) = b,g”)(R)
jeloléseket. Feladatunk a ﬂé")megtalélésa minden n =0, 1,2, ... esetén.

Természetesen a (13) igaz konkréten az R helyen is:

(17) fe - Bkgﬂ{’:z’ﬂ%:?””"’ﬂék)l
ap = Al gl plen)

A hatarfeltételek szerint

(18) a, +(k+2)RB,., =0,

és

(19) (s =Dk +1)e, +2s8, +(s+1)RB, =0.
Végiil a (4a)-bol:

(20) Sa, b =—h, 3 BLF =0

k=0 k=0

A (17), (18), (19) és (20) egyenletek hatdrozzal meg a keresett f, ﬂ('), ﬂ(;,...
mennyiségeket.

Konkrétan a kovetkezéképpen: (8)-bol

@1 . (Bs+1)B, + (s +1)RS,
s—1 ’
a (10)-bdl pedig
(s+3)By + (s +1)RB,
22) 2R, = - |

A (18) k= 0 esetére érvényes alakja szerint a(') +2Rp, =0, ami a fenti két Ossze-
fliggésbol azt adja, hogy

(23) B =0,
tehat végiil
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1)8, ’
9 g -5 = 1)
valamint (7)-bol
(25) oy = —M .
s—1

Ezutan (12)-bdl szdrmazé a, = 4, (ﬂ(;, ﬂo) (itt kihagytuk ﬂ(; -t, amely nulla, a (11)-
b6l szarmazé S, = B) (ﬂo By ), valamint (19) a k = 2 esetén

(26) (s—1B3a, +2s8, +(s+1)RB, =0
azt adja, hogy ﬂo a ﬂ(; fliggvénye:

@7) s = 15(60)
Igy tovabb 1épegetve azt kapjuk, hogy,

28) o= 1,06).

Ezek szerint mar csak S, -t és ,B(; -t kell ismerniink. Két egyenletet szarmaztathatunk

rajuk a (20)-bol. Nevezetesen , (17) és (28) arra vezet, hogy [, ¢és «, is csak a

B, €és ﬂ(; fiiggvénye:

(29) B =F; (ﬂgl a, =Gy (ﬂ(;) (k 2 2),
¢és igy
(30) a, + éoFk (ﬂo )Lk =0, B+ éon (ﬂo )Lk =—h.

Elvileg minden rendben van. Gyakorlatilag irdatlan a feladat: mind az f,, mind az
Fi, Gy fiiggvényeket nagyon bonyolult rekurzioval kaphatjuk meg, s a legutolsé két
egyenlet pedig egy végtelen 0sszegzést — hatarérték-szamitast — tartalmaz.

KOZELITO MEGOLDASOK. Kozelitd megoldast tgy kapunk, hogy a fenti végtelen sort
egy részletosszegével helyettesitjiik.

A nulladik kozelitést egyszerii konkrétan kiszamitani.
Feltesszik, hogy a =as= ... =0 ¢és by = bg = ... = 0, azaz nulladik kozelitésben
u(z, r) =a, (r)z, v(z, r) = r[bo (r) +b, (r)]22 ,
Es az egyiitthatofiiggvényeket is csak a masodik hatvanyig szamoljuk ki.

Ezért — most mar visszairva s = értékét — (25) szerint

m—
(32) py=".
m
¢és (10) szerint
; 2h
33 - ==
( ) ﬂO m(m—l)Lz

A kozelito megoldas a kiszamitott értékekkel és a
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=L
pi=

jeloléssel
u(z, r) =—hz,

34 Wz,r) = rglnm&—lﬂ[l—z—z].

A sugériranyt elmozdulasokat a 6. abra mutatja h = 10%-0s dsszenyomas esetén. A
7. abran kiilonbozé L/R alaktényezd esetén lathatd az eredeti hossz, a rovidiilt hossz,
¢s a palést konturja s = 20% mellett.

L/R=25

LR = 2|

I |
. ¢
[ T e O O B
| | \ | ! | | | |
I T Y Y N I A I Y
T T Y A (O Y A A O
AU N | A
EO I R TR
6. abra. A v = v(zr) vizszintes 7. dbra. Kihasasodds kiilonbozd
elmozdulasok a sugdar mentén alaktényezéknél

3. KOVETKEZTETESEK

A nulladik kozelitésben tehat

ou
o o T h
h 1 r 2 2}" 22
- ) )

h 1 2 z?
(37) 8¢ =;|:1+W(%—lj }{I—FJ,

igy a paléston:
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_ov

g’"|r:R - 5

(39)

r=R 7

_hf_Z L,
r=R m L2 ’

A hagyomanyos felfogdsban — amikor a henger a deformacié utan is henger marad —

h
E,=-h, & =¢,=—.
m

Most azt latjuk, hogy &, ¢s &, csak a palaston egyezik meg egymassal, ¢és a
hagyomanyos értéket csak a kdzépvonalon veszik fel.

r=R

Tehat le kell szdmolni azzal az illuzidval, amely minden mechanikai kdnyvben
szerepel — nemcsak a klasszikus rugalmassagtani munkdkban - , hogy az egytengelyii
fesziiltségallapot esetén (egyszerii huzas, vagy nyomads) csak kétféle deformacio 1étezik,
egyik a tengelyiranyll ¢, :=¢&, a masik az igénybevétel tengelyére merdleges sikban
cbredok: ¢, = ¢, = &, igy tehat a mozgasgradiens:

1+¢, 0 0 I+ 0 0
H=| 0 I+e, 0 ||=|| 0 1+¢g; 0
0 0 Il+¢, 0 0 l+s

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy ezek az 0sszefiiggések csak nulladik kozelitésben
érvényesek. Magasabb kozelitésben kiss¢ modosulnak az eredmények. A jovoben
visszatériink erre a kérdésre és az idofiiggd reoldgiai megoldasra is.

Vegyiik eld még egyszer az 1. abrat, s hasonlitsuk 6ssze a kétféle megoldast.

hR h
Az L - y -

000000e=r W . - >
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9. abra

Mivel a probatest terhelésiranyt (tengelyiranya) fajlagos nyulasa: fliggetlen a z
koordinatatol, tehat a nyomokisérlet soran a z-iranyt nyulasméré-bélyeg a palast
mentén barmelyik z helyen elhelyezhetd lenne. Azonban a felfekvési feliiletektol
célszerii olyan tdvolra tenni, hogy a zavart zonan kiviil essen.

A probatest tangencidlis irdanyu deformdicidja jelentésen fiigg a mérdbélyeg
elhelyezési z helyétdl, ezért azt a kozépsikba kell tenni, ha ettl valamilyen ok miatt el
kell térni, akkor a laboratoriumi kiértékeléskor kapott &, meérési eredmenyeket
korrigélni kell egy tényezovel, amely fiigg

e amérébélyeg elhelyezésétdl (z-koordinata),

e anyomopofa és probatest érintkezési viszonyaitol (g strlodasi tényezd), valamint

e az L/R viszonyszamtol.
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[ZOTROP KONTINUUMOK ANYAGTORVENYE
V. ANYAGIJELLEMZOK LABORATORIUMI MEGHATAROZASA

SZARKA ZOLTAN
MISKOLCI EGYETEM MATEMATIKAI INTEZET, MISKOLC - MONTAVID RESEARCH GROUP,

BUDAPEST

Az eléadas az dltalanos POYNTING-THOMSON-féle reologiai modell anyagallandoinak
laboratoriumi meghatarozasahoz sziikséges kiertékelesi képleteket vezeti le, majd kitér az
anyagallandok meghatarozdasanak kérdésére. Ennek keretében a rugalmas, izotrop kozegre
vonatkozo anyagtorvényt linearis differencidalegyenletre vezeti vissza, majd ezeket kiilonbozo
terhelésvezeérelt, ill. deformaciovezérelt esetekre megoldva jut a gyakorlatban is hasznosithato
osszefiiggesekhez. Mindezeket egy konkrét példan is bemutatja, a legkisebb négyzetek modszerét
alkalmazva. Vazlatosan utal az anizotropia esetére és a képlékenyallapot felléptére is.

BEVEZETES

A kozetjellemzok meghatarozasara leginkabb elterjedt mddszer a laboratoriumi
nyomokisérlet. A kovetkezOkben vézlatosan attekintjik ezeket a modszereket,
mikdzben a kézetet homogénnek és izotropnak™ tekintjiik, noha tudjuk, hogy ez a
kozelités a fenomenologikus felfogasban sem mindig helytallo. A kdzetet az ALTALANOS
POYNTING-THOMSON-féle, un. ,,standard” modellel leirhatonak vessziik, s feltételezziik,
hogy a mérési eredmények — kivétel a torésig végzett mérés — a rugalmas tartomanyba
esnek. A képlékenységi €s a tonkremeneteli kiértékelések terjedelmi okokbol, mar nem
férnek bele a jelen eldadasba. Tovabba ugyanezen okbol a természetbeni, in-situ
mérések targyalasa is kimarad beldle.

A MONTAVID RESEARCH GROUP kutatdsi programja keretében végeztik jelen
vizsgalatainkat. A kutatas indoka kettds volt:

- egyrészt, Magyarorszagon egyetlen és utolsd Osszefoglaldo konyv [ASSZONYI, 1976] az
anyagjellemzék meghatarozasara mar 30 éve jelent meg , s igy a benne 1évé eredmények — a
kutatasok lefolytatasat és publikalasukat illet6 idot is tekintve — legalabb negyven évesek. Ez
szlikségessé teszi a 21. szazad szintjén az Uj eredmények ismeretében az dsszefoglalast.

- masreészt, a hivatkozott konyv két komoly hibaval rendelkezik: nem vette figyelembe az
egymas utani terhelési szakaszok egymasra hatasat, igy képletei hibasak, s a klasszikus
POYNTING-THOMSON-féle, un. ,standard” modellt veszi alapul, amely a térfogatvaltozas
id6fliggését képtelen figyelembe venni.

> A Fiiggelékben ramutatunk az anizotrop esetek kiértékelési lehetéségeire is.
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ELOZETES GONDOLATOK. Az tudjuk, hogy realis anyagaink mindegyike
,memoriaval” rendelkezik, vagyis viselkedésében visszatiikr6zédik eléélete. Ennek
ellenére az anyagvizsgalataink kiinduldopontjaként feltételezziik, hogy a probatest
fesziiltség- és deformaciomentes. Tehetjiik ezt azért, mert az anyag korabbi élete soran
elszenvedett termikus és mechanikai igénybevételek hatdsara 1étrejové deformaciok,
fesziiltségrelaxaciok mar mind lejatszodtak, s igy a laboratériumi probatestek
kialakitdsa és pihentetése utan, azokon mar semmiféle mechanikai folyamat nem
folyik. (Ez fizikailag azt jelenti, hogy az el6torténet kezdetét a + — —oo-be szamiiztiik.)
Ez elfogadhatd, mert gyakorlati méréseinkbdl tudjuk, hogy a hatdsok altal kivaltott
mechanikai reakciok exponencialisan csokkennek, s néhany nap, vagy egy-két hét alatt
gyakorlatilag zérusértékiiek.

Persze koézetmechanikai vizsgéalatoknal, amikor a Fo6ld mélyébdl kivett
anyagmintakkal dolgozunk, pl. firolyukbol kivett mintabol alakitjuk ki a laboratoriumi
probatestet, akkor a legutols6 mechanikai behatds az anyagra a magmintavétel. Az
anyag a végtelen féltér egy bizonyos pontjabdl szarmazik, s évmilliokon keresztiil ki
volt téve a geomechanikai nyomasoknak (fesziiltségallapotnak). Ez alol felszabadulva
— a kdzetnyomast megsziintetve — a minta deformalddik. Azt sem tudjuk, hogy eldélete
soran hanyszor keriilt képlékeny allapotba. Amit tapasztalhatnank, de mérni a
mintavétel miatt nem tudjuk, hogy a kornyezeti hatdsbol felszabadulva, milyen
alakvaltozasokat szenved a kihozatal soran. De azt elmondhatjuk, hogy
kézetmechanikai tervezésiink szempontjabol ez nem is érdekes. Az érdekes az, hogy
banyaszati- vagy mélyépitési feladatainkndl, a jovOben milyen viselkedést fog
felmutatni. Ebbdl kovetkezik, hogy mindegy vajon atesett-e mar a multban a
képlékenységi hataron vagy sem. Ha nem, akkor a képlékenységi hatar az un. eredeti
értéknél jelentkezik, ha igen akkor ott, ahol a legnagyobb igénybevétele volt a f6ld
alatt.

MERESI ADATOK. Eléadasunkban az egytengelyli laboratoriumi kisérletekre
korlatozzunk vizsgalatainkat. Ekkor a mérés soran haromféle adatot rogzitiink:

e atengelyiranyu terhelést: F,

e atengelyiranyu rovidiilést (vagy megnyulast): A/,

e akeresztiranyll méretvaltozast: Ak
Rogzitjiik tovabba az ezekbdl a mért értékekbdl szamitassal eldallitott mechanikai
értékeket:

e atengelyiranyl szamitott fesziiltséget: o = F/A, >, vagy & = F/4.,”

# A, a probatest eredeti keresztmetszete, [, a probatest kiinduldsi hossza (vagy a mérésre kijeldlt

hossza), Al a hosszvaltozas a mérés soran (nyomasnal az eredeti hossz rovidiilése), k, a probatest kertilete
a mérés kezdetén, Ak a keriilet névekedése a mérés soran.

¥ Természetesen nemcsak az eredeti méretekre vonatkoztathatjuk a mérési adatokat, hanem az
A=A4,+AA4, =1 —-Al, k=k,+ Ak megvaltozott méretekre is.
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e atengelyiranyt fajlagos nyulast: & = Al/l;, vagy & = Al/l, és végiil
o akeresztiranyu fajlagos nyulast: ¢, = Ak/k, , vagy &, = Ak/k .
A mérés soran felvett o(r)&(t)e,(¢) adatsorban minden sziikséges informécio

bennfoglaltatik, csak jol kell ezeket kiolvasni beldliikk. Ezen feliil sziikséges még az
anyag tomegére ¢és homogenitdsara vonatkozo informacio: a p tOmegsiirliség, a
porozitds mértéke, és az esetleges porusokat kitdltd anyag (gaz, vagy folyadék, vagy
mindkettd) tomegsiiriisége.

A MERESEK KIVITELEZESE. Kdézetmintak kiértékelését vegyiik alapul. A kisérleti
kiértékelésekbdl kozismert, hogy a laboratdriumi probatest méretardnyanak (atmérd -
hossz-arany) L/D = 1,5...2,5 értékiinek kell lennie, hogy a nyomopofaktol vett
kozépsikban a terhelésatadds hibai mar ne jelentkezzenek. A furémagbol készitett
probadarabok inkdbb hengeresek, mint hasdb alaktiak az egyszeribb megmunkalés
miatt. A deformacio-mérést akar mérdbélyegekkel, akar optikai uton végezzik, a
kozépsikban mériink, és legalabb két helyen (1. és 2. dbrak). Jelen cikkhez felhasznalt
méréseket a godolléi Mezdgazdasdgi Gépkisérleti Intézetben™ végezték a 3-4. dbrdn
lathatd INSTRON berendezésen. A mintdk minden esetben a megmunkalds utan
homogenizalason (lasst termikus elOkészitésen) €és pihentetésen esnek keresztiil. A
terhelési és elmozdulasi adatok rogzitésének siiriisége elhatarozas kérdése. Altalaban a
masodpercenkénti mintavétel elégséges. Az eddigi méréseinknél masodpercenként 20

adat keriilt rogzitésre.

2. dbra.
=t e Mérébélyegek
elhelyezésének
k esetei
7
4 N
~ N
(a) (b)
1. dbra. Mérébélyegek felhelyezése Csak kontrolra Az ellendrzesen kiviil az iranyfiiggés-
és kiegyenlités- re (anizotropia mértékére) is felhivja
re szolgal a figyelmet.

% A kisérletek iranyitoja PROF. DR. HABIL. FENYVESI LASZLO fdigazgato, és végrehajtoja CSATAR ATTILA
doktorandus.
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A 3. abra a felszerelt probatestet mutatja a nyomopofak kozé behelyezve. A 4. abra
a mérokeretet mutatja az elektronikus kiértékeldvel egyiitt.

3. abra 4. abra

AZ ANYAGTORVENY ES AZ ANYAGALLANDOK. Vizsgélatainkat a ma ismert
legaltalanosabb izotrop  reologiai test feltételezésével, az dltalanos POYNTING-
THOMSON-féle modellel végezziik. Lathattuk, hogy ez 6 anyagallanddval irhato le,
amelybdl ketté Un. idofiiggetlen rugalmassagi allando, négy pedig az idofliggést
kifejezd reologiai allando:

G - csusztatasi rugalmassagi modulus [MPa],

K - kompresszibilitasi (vagy térfogatvaltozasi, vagy kompresszio-) modulus [MPa],
n - viszkozitasi egyiitthat6 [MPa s], vagy [MPa h],

K, - térfogatvaltozasi viszkozitasi modulus [MPa s], vagy [MPa h],

7 - relaxacios id6 [s], vagy [h],

7, - térfogatvaltozasi relaxacios id6 [s], vagy [h].

A MERESEK ALAPTIPUSAIL. A laboratériumi kisérleti berendezéseken két kiilonb6zo
vezérlést lehet megvaldsitani:

egyik, amikor a nyomodpofakra atadott terheléssel vezéreljiilk a kisérletet (ez a
terhelésvezérelt nyomokisérlet),

masik, amikor a nyomopofak kozotti tavolsag valtoztatasdval szabdlyozzuk a
folyamatot (ez a deformdciovezérelt nyomokisérlet).

A POYNTING-THOMSON-féle anyagtorvény egytengelyli fesziiltségallapotra
vonatkozo differencidlegyenleteiben hdrom ismeretlen fiiggvény van [o,¢,&,] és

természetesen ezek iddderivéltja [o,¢€,€,] is megjelenik azokban. Ezek koziil
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rogzitiink annyit, hogy az egyenletek megoldhatok legyenek, ugyanakkor a
kisérleteknél (méréseknél) is, a lehetdségeinkhez mérten, be tudjuk tartani azokat. A
kovetkezo esetekre gondolunk:

1. Allando sebességii felterhelésnél (esetleg tehermentesitésnél) 6 = constans ,
2. Allando sebességli deformacional & = constans, ill. &, = constans,

3. Allandé terhelésnél (kuszasnal) o = constans,
4. Allandé deformacional (relaxacionél): & = constans .

Ezek a kisérleti programok azonban nem egyenértékiiek, mert kuszast, vagy
relaxaciot csak felterhelés utan mérhetiink.

1. AZ ANYAGTORVENY HOMOGEN, RUGALMAS, IZOTROP KOZEG
FELTETELEZESE ESETEN

Az el6z06 eldadés soran lattuk, hogy az altaldnos standard kdzeg anyagegyenletei a

kovetkezok:

(1) T = 2GE+27E-1T,

2) T, = 3KE,+3KE, -7 T, [0,=3Ks, +3K ¢, —1,6,].

A fesziiltségtenzorra felirt anyagegyenlet:

(3) F+7F=2G D+(3—K—IJEO +27| D+ 3K”—1EO —(z, —7)T,,
2G 2n

ahol T a fesziiltségdeviator, T, =o I a fesziiltségi gdmbtenzor, E a deformdcios
deviator, E =& a deforméciés gombtenzor. Ismert, hogyT=F-T , illetve

E =D-E_,ahol F a fesziiltségtenzor, D a deformacidtenzor, tovabba

_1
o 3

c (O'X+0'y+0'2), 802%(8x+6‘y+82),
¢és I az egységtenzor.
AG K n, K,,r és r, anyagjellemzOk meghatirozasahoz (elvileg) elegendd

egytengelyli fesziiltségallapot feltételezésébdl kiindulni. Ekkor egy lehetséges modellnél

legyen
c00 e 0 0
F=|0 00|, D=0 & 0},
000 0 0 ¢

ahol o az adott irdnyt (pl. x irdnyu) fesziiltség, & a hosszirdnyl, &; pedig a

keresztiranyu fajlagos megnyulas. Ebben az esetben

1 1 2 2 1
o =§a, & =§(€+2£k), c-o, =§a, E—&, =§(8—6‘k), Er — &, =§(€k -&).
Mindezeket felhasznalva, az (1) egyenlet az alabbi alakban irhat6 fel:

(o
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20 0 0 26 0 2(e—¢;) 0 0
0 -lo 0 |+7/0 -1lo = 2G| 0 ~Lle—¢;) 0
0 0 -lo 0o o0 -lo 0 0 ~1e—ep)
2(6-44) 0 0
+ 27| 0 ~L(e-¢;) 0
0 0 ~-1(e-¢
A fenti tenzoregyenlet harom skalaregyenlettel ekvivalens, amelyek mindegyike kis
atalakitassal
4) oc+10=2G(e—¢&;)+2n(E—-¢L)
alakt lesz, tehat egyetlen skalaregyenletre vezet.
A () egyenletnél ugyancsak felhasznilva a o, =30 ésg, = %(3 +2&;)

Osszefiiggéseket, az
1 1 ) )
EO'I +§TOJ'I = SK%(g +2¢&; )I +3K, %(5 +2¢&, )I
tenzoregyenletet kapjuk. Ez pedig a

(5) o+1,6 =3K(s+2¢, )+ 3K, (& +2¢,)

skalaregyenlettel ekvivalens.

Ezzel az ALTALANOS POYNTING-THOMSON-féle modell anyagegyenletét, egy-
tengelyt fesziiltségallapot esetén, visszavezettiik a (4) €s (5) differencidl-egyenletekre.

2. A DIFFERENCIALEGYENLETEK MEGOLDASA

Mint lathato, a (4) és (5) egyenletek a fesziiltség €s az alakvaltozasok kozotti
kapcsolatokat irjak le egytengelyli fesziiltségallapot esetén. Nyilvanvalé ugyan, de
mégis érdemes kihangsulyozni e kapcsolatokban az idé szerepét. A két egyenletben a
hérom ismeretlen fliggvény (o,¢ és &) a ¢ 1d6tdl fiigg. Ha ezeket meg tudjuk adni az

1d6 fiiggvényében, példaul
o= O-(t)a &= S(t), Ef = gk(t)

alakban, akkor a kozottiik 1évo kozvetlen kapcesolatok is megadhatdk

o=f(¢), ¢=g(o), €—¢&; =h(o) stb.
fliggvények alakjaban.
[rjuk fel a (4) és (5) egyenleteket
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(6) 2n(e—¢,)+2G(e—¢p)=0+10,
(7) 3K (6+2¢,)+3K(s+2¢,)=0+1,0
alakban.

Mieldtt a (6) és (7) egyenleteket megoldanank, nézziik meg, hogy a megoldasok
hogyan viselkednek aszimptotikus helyzetekben, azaz ,,végtelen lassi” és ,,végtelen
gyors” terhelésvaltozas esetén. Tekintsiik elobb azt az esetet, amikor a terhelés
valtozéasa nulldhoz tart, vagyis ¢ — 0. Joggal tételezhetd fel, hogy ekkor & és &; is

nulldhoz tart. Ekkor a (6) és (7) egyenletek hatdresetben a kovetkezdk lesznek:
(8) 2G(e—¢p)=o0, ill. 3K(e+2¢;)=0.

A két feltételnek egyszerre kell teljesiilnie, ezért ¢  kiiktatdsa utdn a HOOKE-

torvénynél ismert

9) o= oGK e=E¢
G+3K

Osszefiiggést kapjuk.

Ha viszont a terhelés valtozdsa végtelenhez tart, vagyis & — o, akkor
feltételezhetjiik, hogy ¢ és &, is tart a végtelenhez, sét &€ —&;, és £+ 2&, is minden
hataron tul novekszik. Ekkor a (6) és (7) egyenletekben a derivaltak mellett a o, ¢, ¢,

fiiggvények elhanyagolhatdak, igy hataresetben az aldbbi egyenleteket kapjuk:
ne—¢p)=10, ill. 3K, (é+2¢,)=1,0.

Ezeket a differencidlegyenleteket (¢ — ¢, )-ra, ill. (& + 2¢, )-ra megoldva, a

(10) 2n(e—¢p)=10, il. 3K (e+2¢,)=1,0

egyenldségekhez jutunk. A két feltételnek egyszerre kell teljesiilnie, ezért ¢, kiiktatasa

utdn a
9K
(1) o=—1 __s-F
nr, +3rK,
eredményt kapjuk.

Lathat6, hogy mindkét hataresetben a o és & kozotti kapesolat linearis, tehat
mind a (8), mind a (9) 6sszefiiggés egyenessel abrazolhat6. Ebbol az kovetkezik, hogy e
hataresetektdl eltérd o(e) alakil megoldasok az 5. abran arnyalt tartomanyba esnek.

A (9) és (11) -ben szerepld E és E, anyagallandokat nevezhetnénk egytengelyii
rugalmassagi modulusnak is, vagy E lehetne a statikai-, £, pedig a dinamikai

egytengelyli rugalmassagi modulus.
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..... v fT+ICHEE,,  E, <0

arctgE, NG 4, z+arctgE, ,E, <0
& L arctgEl & : ) L ‘-._ &k
c, H H > g} H H >
5. dbra 6. abra

Haa (8) egyenletekbdl az & valtozot iktatjuk ki, akkor a

18GK
(9/3) U=m€k=Ek8k, Ek <0
formuldhoz jutunk. Hasonloképpen a (10) egyenletekbdl & kiiktatasa utan a
187K,

(11/a) o=—"
2nr, -3K 7

& =E,¢&, E.,<0

Osszefiliggést kapjuk.

Ez utdbbi két osszefiiggésbol az kovetkezik, hogy e hataresetektdl eltérd o = o(g;,)
alaki megoldasok a 6. dbran arnyalt tartomanyba esnek. Itt figyelembe vettiik, hogy

jelen esetben &, értékei negativak (ill. £és ¢, ellenkezd elgjeliiek).

A (9),(11),(9/a), (11/a) formuldkban szereplé o értékek nyilvan nem fiiggenek #-t6l.

Ennel a modellnél a deformaciok ¢, késési ideje €s a 7, relaxacios idok, valamint
ezek At kiilonbsége a kovetkez6képpen alakul:

torzulasi dllapotnal: Lo = % >0, t,=7t>0, At= % -7>0;

, e ., , K K
térfogatvaltozasi dallapotndal:  t° sy = ?V >0, t%a=1,>0, At° = KV -7,>0.

Ezek utan ratérhetlink a (6) és (7) egyenletek megoldasara. Tekintettel arra, hogy
ezekben az egyenletekben hdrom ismeretlen fiiggvény van (o,¢ és ¢), ezért

egyértelmii megolddshoz csak Ugy jutunk, ha az egyik fiiggvényt megadjuk. Ez
lehetséges, mert laboratoriumi kisérletek soran szabélyozni tudjuk, példaul a terhelés
menetét, azaz meg tudjuk adni a o =o(¢) fliggvényt. Nevezziik ezt terhelésvezérelt

esetnek. Elvileg arra is van lehetdség, hogy a nyomokisérlet soran kapott (#;, o(¢;))

pontokra egy jol simul6 fliggvényt illesztve adjuk meg a o = o(¢) fiiggvényt.

EGYENLETES SEBESSEGU TERHELES. Tételezziik most fel, hogy a felterhelés
linedrisan fligg az id6tol, azaz
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o=at, a>0 allando.
Ekkor a fesziiltségvaltozasi sebesség: o =a, ¢és bevezetve még az &—¢g; =x,
e+2¢g, =y jeloléseket, a (6), ill. (7) egyenlet uj alakja
(12) 2nx +2Gx =at+7a, ill.
(13) 3K,y+3Ky=at+r7,a.

Az igy kapott két fiiggetlen linearis differencidlegyenlet x(0)=0, ill. y(0)=0

feltételeket kielégitd megoldasa:

G
—t
(14) XZ% t—(%—rj l—e 7 ||=¢e-¢,
ill.
K
K -—t
(15) y_%{t(lgroj[le £ ﬂ:wzg,{.
Ebbdl a két megoldasbol
(16) e=l@x+y), g =t0-n, & =1y,
azaz

(17 ‘9=l i{f 12’)[16"[}]+i[z K, z-oj(lelﬂtﬂ ’
3| G G 3K 1%

o olfal )
3| 2G G 3K e

Megjegyezziik, hogy a o = at kapcsolat felhasznéalasaval, ez utobbi két formulaban

a t=o/a formalis helyettesitést elvégezve, az alakvaltozasok ¢és a fesziiltségek kozotti
kozvetlen kapcsolatok, az alabbiak:

Go Ko
—-— K -
(19) 8:8(0_):G+3Ko__i(l_rj l—e na _L V_TO l_e K, a ,
9GK 3G\ G 9K\ K

Go Ko
—_ —_ K -
20) & =8k(0)=Ma+i(l—rj l—e "¢ |- 2z |1—e &0 |
18GK 6G\ G 9K\ K

E fiiggvények jelleggorbéi a 7. és 8. dbran lathatok. Ado/de, ill. a do/de,
derivaltaknak
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Ao Ao
O = Eoog O = Ekoo Eg
O — O —> 0
............. 0<o<mo
................. ., T HarctgEy
........... o=F¢ |
. c—>0 050 N\ e
gt + arctg B
LarctgFE .
i oarctgE 3 ' PG
o > O >

7. abra

az ¢=0, il

valamennyi gérbe kezddpontbeli érintéjea o = E ¢,

ill.

8. abra

o = Eg,&; egyenes.

gr =0 helyen szamitott értékei alapjan konnyen belathato, hogy

EGYENLETES DEFORMACIO-SEBESSEGU TERHELES. Visszatérve a (6) ¢és

(7
egyenletekhez, azokat megoldhatjuk gy is, hogy az ¢ —g; =x és £+ 2¢;, =y értékeit
adjuk meg az id6 fliggvényében. Nevezziik ezt deformacidvezérelt esetnek. Ennek
idobeli valtozasa linearis, vagyis a

egy egyszerll valtozata az, ha ¢ ¢és g

deformaciosebesség allando. Ekkor nyilvan ¢ —¢; =x is és €+2¢g; =y is linedrisan

valtozik az idében. Legyen most

e—¢&, =x=bt, b>0 allando.

Ekkor &-¢&, =x=0, ésigya (6) egyenlet, célszerii atrendezéssel

c+0=2Gbt+2nb

lesz. Ennek a o(0)=0 feltételt kielégitd megoldasa
t

21) 0':2th+(%—7) l—e T

Hasonldan kapjuk a (7) egyenlet megoldésat is. Legyen most

e+2¢, =y=ct c>0 allando.

Ekkor
r,0+0=3Kct+3K, c,

melynek a o(0) =0 feltételt kielégitd megoldasa

v_

oc=3Kc t+(K
K

(22)

142



Nincs kiilonosebb jelentdsége annak, hogy nem az &(¢) és g4 (¢) fliggvényeket adjuk
meg, hanem az x(¢) és y(¢) fiiggvényeket.

ALLANDO FESZULTSEG. Ha a felterhelés soran megéallunk a ¢ = t idépontnal, (az
éppen ott érvényes c=0 fesziiltségértéknél), és a fesziiltséget oc=0 =const
értéken tartjuk [0 =0], akkor a deformacidk idobeli valtozéasat, a kuszas jelenségét
tapasztaljuk.

A (6) és (7) differencialegyenletek alakja:

2me +2Gx = o,

3K,y +3Ky = o.
Ezeknek az egyenleteknek az x(t*): x il y(t*): y*kezdeti feltételt kielégitd

megoldésa:

2G 2G
= s o _KE(H*) o ( * oo) _KE(H*) o
y = ) = (y _QJG R e R S

ahol x" =¢ — EZ, y* =g + 28;;, és © felsd indexszel jeloltiik azokat az értékeket,

amelyekhez az x és y fiiggvények tartanak ¢+ — oo esetén:

* O'ﬂ< O'* * O'* 0 . o
X|_* =X —— +—=X x| = — =X =& _8k9
1=t ( 2GJ 2G =0 2G
N = R VA N = Ay
1=t 3K ) 3K f—o0 3K
ahole” = o G+3K _ a_’ & =0 263K U—, Osszhangban a (9) és (9a)
9GK E 18GK E,
képletekkel.

Ez 4tirva a hossziranyt és keresztiranyu deformaciokra az

G+3K (& +2¢, ) e e o) Cler)
e A i

(24a) ¢ :%(y+2x): o

9GK 3 9K 3 3G
—_—
I L 26-3K (e +2e8 o) o) (&gt o) Cler)
(24b) & :—(y—x):()' + kK _ % e v _ k_ Y e n
3 18GK 3 9K 3 6G
NS —
o

Osszefliggéseket kapjuk, ahol
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*

gl . = &€,

‘t:t ‘l‘—)OO

8k|t:t* = g;, 8k|t—)oo = &

ALLANDO DEFORMACIO. Ha a felterhelés soran egy ¢ idSpillanatban megallunk, s az
ott jelentkezé e =¢", &, =¢, deformécio-értékeket stabilizaljuk, vagyis & = const,
ll. gz =const 4allando értéken tartjuk [¢=¢&;, =0], akkor a fesziiltségek iddbeli
valtozasat (csokkenését), a relaxacio jelenségét tapasztaljuk.

A (6) és (7) differencialegyenletek alakja:

o +10 = 2Gx*,
o +10 = 3Ky*.
Ezeknek az egyenleteknek az 0(0) =c , kezdeti feltételt kielégité megoldasa:
t t

o = oft) = (O'* —2Gx*)e_; +2Gx° = (O'* -o” )e_; +o”,
t

o = oft) = (O'* —3Ky*)e_Z +3Ky" = (0* -o” )6_70 +o0”,
ahol o, =2Gx =3Ky", = x_:zg
» 26

3. A MEGOLDASOK ILLESZTESE KULONBOZO KEZDETI FELTETELEKHEZ

A gyakorlat szdmara lényeges lehet a (6) ¢és (7) differencidlegyenlet olyan
valtozata, amelynél akdr a o(¢), akdr az x(¢) vagy y(¢) fiiggvény a [O;T ]
idétartomanyon egymdashoz folytonosan csatlakozd linearis filiggvényekbdl all.
Geometriailag ez a kovetkezoképpen szemléltetheto:

Osszuk fel a [O;T ] intervallumot n szamu részre (7 végtelen is lehet). Legyenek
az osztopontok 0=17,,7,,T,,...,T, =T . Mindegyik részintervallumon a o(¢) terhelés-

fliggvény legyen lineéaris, vagyis annak grafikonja egyenes szakasz. A o(t)

folytonossaga miatt ezek a szakaszok az osztopontokban folytonosan csatlakozva
egymashoz, egy torott vonalat alkotnak (9. abra). Megjegyezziik azonban, hogy sem a
folytonossag, sem a linearitds nem alapvetd kovetelmény, jelen esetben inkabb
kényelmi szempontokat szolgal.
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9. abra

Az é4bra egy probatest kombindlt terhelési (terhelésvezérelt) esetét mutatja be. A
pozitiv iranytangensii szakaszok az egyenletes felterhelést, a negativ irdnytangensiiek az
egyenletes terheléscsokkentést, a nulla iranytangensiiek a kuszést abrazoljak.

Hasonloan abrazolhat6 a deformacidvezérelt eset is.

TERHELESVEZERELT ESET. A (6) differencialegyenletet kell tehat megoldani arra az
esetre, ha o(¢) olyan fiiggvény, melynek grafikonja a 9. dbran lathato.

Ao
Ehhez tekintsiik a [7,;,7;] intervallumot.

1

Ezen a részintervallumon (10. abra)

oc=oi +alt-T ), T <t<T.

© qe1z H e o;
Ismét alkalmazva az &—g; =x jel6lést, a (6) P by
=) . O : >
egyenlet 0j alakja: 0 T T,
(25) 2mx+2Gx=a;(t-T,)+o0;_ +7a;. 10. dbra

Jelolje x értékéta 7,, helyen x;_;, azaz legyen x(7,_;)=x,;. A (25) egyenletnek

tehat olyan megoldasat keressiik, amely kielégiti az x(7;_;) =x,_; kezdeti feltételt. Ez a

megoldas:
1 =
(26) x=—c QGx, —4)e " @ (=T )+ A |, T <i<T,

ahol
n ,
4; =0 —ai(E—rj, i=12,..,n

Mint lathatd, a megoldasok részintervallumonként masak és masak lesznek, hiszen
egy-egy osztopont atlépése utdn megvaltozik az a; irdnytangens és a tobbi indexes
paraméter. A (26) formula tehat a teljes [0, T ] intervallumon megoldast ad. Az x, 4

kezdeti értéket természetesen minden részintervallumon meg kell adni. A folytonossag

miatt x;_; =limx(z), vagyis az  x(t) figgvény 7., helyhez tartoz6 bal oldali
t—>Tl~_1—0
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hatarértéke. Egyszertibben fogalmazva, az elsé szakaszbdl kiindulva, az i —edik szakasz
végpontjan felvett x érték lesz a kovetkezd szakaszon a kezdeti érték (i =1,2,...,n—1).

Végeredményben tehat formailag egyetlen képlettel (a (26) -tal) az x=ec-¢

értéke barmelyik szakaszra megadhato (szamithato)..

Hasonldan oldjuk meg az el6z0 terhelési esetre a (7) egyenletet is. Az egyenlet jobb

oldala ugyanaz mint a (25) egyenletnél. Hasznalva az ¢ +2¢; = y jeldlést, az alabbi

differencidlegyenletet kapjuk:

(27) 3K, y+3Ky=a,(t-T,_)+o0,,+7,a,

Legyen y(T,_))=y,;. A (27) egyenlet y(T,_;)=y,_; kezdeti feltételt kielégité megoldasa:

(28) Y=3K (BKyiy —4;)e ™ ta(t-Ti )+ 4; |, Ty <t<T,
K
ahol Ai:o;_l—ai(Kv —TO], i=12,..,n.

A képlet hasznalataval kapcsolatban ugyanazok a megjegyzések teheték, mint az
el6z0 esetnél.

A (26) és a (28) formuldk tehat az x=¢—-¢;, ¢és az y=¢&+2¢, értékek
szamitasara alkalmasak. Természetesen nincs akadalya annak, hogy ezekbdl az ¢ és g,

értékeit meghatarozzuk, ugyanis ezek az
e=1Q2x+y), & =3(-x)

formulak segitségével szamithatok. Ha pedig még felhasznaljuk azt is, hogy

0—0i1
oc=a;(t-T;)+0,,, azaz l‘—Tl. =—" a

l
a;

#0,, akkor az ¢=¢(o) ¢és az

g, = &, (o) figgvényeket is felirhatjuk.

[llusztracioképpen tekintslink egy 5 szakaszbol allo rendszert, amely egy probatest
terhelésének terhelésvezérelt esetét szemlélteti (11. abra). A [0;00) idSintervallumot a

0,7,,7,,T,,T, osztopontokkal 5 szakaszra (részintervallumra) osztottuk. Mindegyik

szakaszon a o terhelés az idOben linedrisan valtozik, azaz egyenletes. Az els6 és a
masodik szakaszon felterhelés, a harmadikon kiszas, a negyediken tehermentesités, az
otodiken kuszas (elvileg a végtelenig) torténik. A kdvetkezd abrakon a (26) egyenldség-
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O3 =

0 Tl T2 T3 T4

12. abra

fiiggvény, vagyis az ¢ — g, fliggése a ¢-tdl

gel adott kapcsolatot ¢és annak
kovetkezményeit modellezziik, azaz
a 1. abran vazolt o =o0(t)
fliggvényen talmenden abrazoljuk az
x=x(t) és a o =0o(x)
fliggvényeket (/2. ¢és 13. dbra).
Most még nem konkrét kisérlet
kiértékelésér6l van szo, ugyanis egy
ilyen altalanos eset bemutatasanal a
fliggvények jellege jobban
kidomborodik. Nem valtoztat a
Iényegen és a fliggvények jellegén az
sem, hogy a o(¢g) fliggvény helyett
a o(x) fiiggvényt mutatjuk be.
Kiss¢ részletesebb vizsgalattal
kimutathat6, hogy az x = x(¢)

-a [OTI] szakaszon szigortian névekvo és alulrol konvex;

-a [Tl 15 ] szakaszon er6sebben novekszik és alulrél konvex;

- a [T 2,15 ] szakaszon novekvo és alulrdl konkav (a kiiszas miatt konvexbdl konkavba valtott);

-a [T 3.1, 4] szakaszon csOkkend és alulrdl konkav;

-a [T 45 oo) intervallumon csdkkend és alulrél konvex, s a végtelenben nulldhoz tart.

A szakaszok osztopontjainal a csatlakoz6 fliggvények derivaltjai nem egyeznek

meg, vagyis az egyébként folytonos gorbének minden ilyen helyen téréspontja van (/2.

dbra). A 11. dbra P(T,, o;) pontjainak a 12. abran a P; (T}, x;) pontok felelnek meg.

A o fiiggése x -t0l, vagyis (e—¢&;)-tol, a

13. abran lathatd. Az abra szépen mutatja, hogy

a fliggvény gorbéje

- a felterhelési szakaszon, amely megfelel a [O,T 2]
iddintervallumnak, alulrél konkav;

- a [T 5, T 3] ktiszasi szakaszon (a P,” & P;” pontok
kozott) parhuzamos az x tengellyel;

-a [T 3,1, 4] tehermentesitési szakaszon (a P;” és

P, pontok kozott) alulrol konvex, és x értéke
nyilvan csokken;
-a [T 4,00] intervallumnak megfelelé tehermentes

szakaszon o =0.

Ao

o=03 = > °
PZJ’ P3J’

|
X4 X2 X3 X=&-&
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Mint lathat6, a gorbe visszatér a kezddpontba, vagyis x értéke zérussa valik,
Osszhangban azzal, hogy az anyag rugalmas. Ez a ,,zaras” nyilvan csak akkor
kovetkezik be, ha a tehermentesités utan van elegendo id6 a teljes nyugalomba kertilésig
(a kikuszashoz). Ez elvileg csak végtelen id0 alatt kovetkezik be, ugyanis a (26)
fiiggvény végtelenbeli hatarértéke, limx =0, mert ha ¢>¢4, akkor o =0, igy

t—
G
o ()
a4 =0, 04=0 ¢és lime 7 =0. A I3. dbrana P/,Py),P5,P; pontok felelnek
t—0

mega /1. dbra P,P,,P;, P, pontjainak.

DEFORMACIOVEZERELT ESET. A (6) ¢s (7) differencidlegyenletekben az
e—¢gp=x=x(t) ésaz &+2¢, =y=y(t) fluggvényeket adjuk meg és a o =o(¢)
figgvényt keressilk. A deformdciok valtozasat linearisnak tételezziik fel, ¢és
részintervallumként mas irdnytangensiinek. fgy annak grafikonja ugyanolyan jellegii
lesz, mint amilyen a /1. dbran lathaté. A pozitiv iranytangensi szakasz, az
alakvaltozas novelését, a negativ iranytangensii a csokkenését, a nulla irdnytangensi a

relaxaciot abrazolja.

Tekintsiik ismét a (6) egyenletet és legyen a [Ti_l,Ti] intervallumon (14. abra)

A x=s-45 x=b(t =T, )+xy, Ty <t<T,.
X = x(t i
, arctg b; Hasznélva tehat az & — g, = x jeldlést, a (6)
a : egyenlet uj alakja:
T x, (29) 16 +0=2Gb,(t—T,)+2Gx, | +2nb, .
<6 T T > Jelolje o értékéta T, helyen o;_;, azaz legyen
i—1 i
. ol 1)=0,4. A (29) egyenlet o(T;)=0,,
4. dbra
kezdeti feltételt kielégitd megoldasa:
T
(30) o=(0;—B;)e * +2Gh;(t—T;)+B;, T <t<T,,
ahol B; =2Gx;_ +2nb; = 2Gtb;, i=12,..,n.

Most a (7) egyenletet oldjuk meg arra a
deformaciovezérelt esetre, amikor a [Tl-_l,Ti]

intervallumon (15. 4bra)
y=clt=T)+ iy, Ty <t<T,.

Vi1 Vi , Ekkor a (7) egyenlet 0j alakja:
o B .
0 T T, (1) 7,6+0=3Kc;(t-T,_)+3Ky, | +3K c;.
15. abra
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Ha o(T,_,)= 0, ,, akkora (31) egyenlet o(T; ;)= o, ; kezdeti feltételt kielégitd
megoldasa:

Y1)
B 2 |
(32) o=(0;4—B)e +3Ke;(t—T, )+ B;, T, <t<T,

ahol
B, =3Ky; 1 +3K,c; -3Kr,c;, i=L2,..,n.

A (30) és (32) képletek tehat alkalmasak arra, hogy ¢ ismeretében o értékét

kiszamitsuk. Ehhez minden egyes részintervallum esetén ismerni kell az  x;_;, ilL
v, ertéket. Ezeket vagy megadjuk, vagy pedig csak az elsd részintervallumon adva
meg, az egyes szakaszok végpontjan felvett érték lesz a kovetkezd szakaszon a kezdeti
érték.

A o fesziiltség kifejezhetd akar &, akar g, fliggvényében is. Ugyanis felhasznalva
a mar ismert

e=1Q2x+y), & =5(0-%

Osszefiiggéseket, tovabba azt, hogy most

xzci(t_Ti—l)"'xi—la y :Ci(t_Ti—l)"'yi—lo

a t—1T,; valtozo kifejezhetd ¢ és g, filiggvényében a kovetkezOképpen:

T U
(33).34) (=T =22 Vi gy g 38 Vi T
2b; +c¢; c. —b.

1 1

A (33)-mat behelyettesitve akar a (30)-ba, akar a (32)-be, megkapjuka o =0o(¢)
figgvényt, amely a (¢,_;,¢;) intervallumon érvényes. A (34) helyettesitésével a

o =o(g,) fiiggvényt kapjuk.

4. A LEGKISEBB NEGYZETEK MODSZEREROL

Fiiggvények kozelitésére tobb modszer ismert. Ezek egyike a legkisebb négyzetek
modszere, melynek alapelve az, hogy azt a kozelitést tekintjiik legjobbnak, amelyre
nézve az ,eltérések négyzetosszege” a lehetd legkisebb. Legtdbbszor fliggvények
ismeretlen paramétereinek becslésére hasznaljak. Mi azzal az esettel foglalkozunk,
amikor diszkrét pontsorozaton adott fliggvény paramétereit hatarozzuk meg.

Ehhez tekintsik az y = f(x) képlettel adott f fliggvényt, amely bizonyos
paramétereket is tartalmaz. Kihangsulyozzuk, hogy [ ismert jellegi fiiggvény.
Tételezziik fel, hogy az x; helyeken (i=12,..,n) a fiiggvényrél vannak mérési
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(megfigyelési) értékeink, melyeket jeloljon y;. Az Osszetartozd x; és y;értékek a
P.(x;,y;) pontsorozattal dbrazolhatok (/6. dbra). Erre a ponthalmazra illesztjiik az f
fiiggvényt. Tekintettel arra, hogy az y; értékek, a mérések hibai miatt altalaban
hibasak, ezért a P pontok nem esnek az f fliggvény gorbéjére. Ugyanakkor ennek a

fiiggvénynek elég ,kozel kell lennie” a P pontrendszerhez, jol kell kozelitenie,

jellemeznie azt. Tobb lehetséges kozelités koziil nyilvan azt tekintjiikk legjobbnak,
amelynek ,,tavolsdga” a kozelitendd pontrendszerhez ily modon, azaz a legkisebb.
Ilyen tavolsag (metrika) tobbféleképpen értelmezhetd.

Egyik lehetséges, és gyakran hasznalt
tavolsagfiiggvény a v; = f(x;)—y; eltérések
négyzetosszege. Ennek a filiggvénynek a
tobbi tavolsagfiiggvénnyel szemben igen jo
tulajdonsdgai  vannak. A viszonylag
kényelmes kezelhetdsége mellett kiemeljiik a
hozza kapcsolédd matematikai statisztikai
hatteret. Tobbek kozott ez az indoka annak,

hogy azt a fliiggvényt tekintjiikk a legjobban

kozelitonek, amelyre ez a négyzetOsszeg a
legkisebb. 16. dbra

Adott pontrendszerhez a legkisebb négyzetek elve szerint illesztett kozelitd
figgvénynek lényeges tulajdonsaga a simitd hatas. Ez azt jelenti, hogy a mért értékek
hibai mérsékelten Oroklédnek a kozelitd fiiggvényre, azaz kikozepelddnek. Ez a
mérséklo hatds annal nagyobb, minél nagyobb a pontok (a mérési eredmények) szama.
Mondhaté az is, hogy a mérési hibak okozta zajok egy része kiszlirddik a rendszerbdl.
Ha viszont a pontok szdma és a paraméterek szadma megegyezik, akkor a kapott
figgvény gorbéje atmegy mindegyik ponton, €s ezaltal mindegyik mérési hiba
valtozatlanul bekertil a fliggvénybe, igy simit6 hatas egyaltalan nincs.

Bizonyos mértékili simit6 hatds mar a pontrendszeren is végrehajthatd. Erre kdnnyen
kezelhetd és elég jo hatadsfoku formuldk konstrudlhatok. Ha példaul egyenkozii
(ekvidisztans) adatokrdl van szd, és a mért adatok szordsa szemmel lathatéan nagy,
akkor célszerli lehet az adatok simitdsdra Gn. harompontos (esetleg Otpontos) simitod
formulat alkalmazni. Ennek az a lényege, hogy az y; simitott érték az y, |, V;, Viyy
eredeti mért értékekbdl a nagyon egyszerti.

*

Yi %(yi—l+yi+yi+l)’ha 1=23,..n-1,

i =501 +2y,=y3),

*

Yn %(_yn—2+2yn—l+5yn)
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formulékkal allithat6 eld, miutan a P_;, P, P,; pontokra, azaz minden egymdsmelletti

harom pontra egy-egy egyenest illesztettiink ugyancsak a legkisebb négyzetek elve
szerint. A mellékelt tablazat egy 6 pontbol allo értékrendszert, és annak simitott

véltozatat (y;), majd annak is a simitott (tehat az eredeti adatsor kétszer simitott)

véltozatat (y;") mutatja be egytizedesjegyre kerekitve.

1. tablazat

i Vi bt i

1 391 391,8 391,9
2 408 406,3 406,0
3 420 420,0 419,7
4 432 4327 4329
5 446 446,0 446,2
6 460 460,0 4599

Legyen a kozelitd fliggvény, amely m darab paramétert tartalmaz
f(x;AlaAZJ'--aAm) .
Illessziik ezt a fiiggvényt a P(x;,y;) (i=L2,..,n, n>m) diszkrét

pontrendszerre. Ehhez a
(35) F=Y A (x4, 4y A,) =y, ) = F(4,,4,,.., 4,)
i=l

tavolsagfiiggvényt kell minimalizalni, pontosabban mondva az A4, 4,,..., 4,

paramétereket igy meghatdrozni, hogy F értéke minimalis legyen. Tehat szokasos
sz€lséérték feladatot kell megoldani mely szerint széls6érték ott lehet, ahol

OF  OF _

OF _  OF oF _,
o4, 04,

36 e, —— =
(36) 0

0,.

Ez a normal-egyenletrendszer, amelyben az ismeretlenck az A, 45,..., 4,

paraméterek. Ha az eredeti F fliggvényben a paraméterek linedrisan szerepelnek, akkor
a (36) egyenletrendszer linearis, ellenkez6 esetben nemlinedris.

A feladatot ezzel visszavezettik linedris, vagy nemlineédris egyenletrendszer
megoldasara. A linearis egyenletrendszerek kezelése ma mar nem jelent gondot, bar
eléfordulhatnak olyan Un. gyengén meghatarozott egyenletrendszerek, amelyeknek
megoldasa elég bizonytalan. A nemlinedris egyenletrendszer megolddsa azonban
komoly feladat elé allithatja az alkalmazo6t, még akkor is, ha nagyon jol hasznalhato
szamitégépi programok allnak rendelkezésére. Alkalmazasukndl gyakorlatilag nem is
sziikséges ismernie ezek mukodését, az esetek nagy tobbségében elfogadhato
eredményeket kap, de érhetik meglepetések is. Az ilyen rendszerek megolddsara
ugyanis altaldban kiilonb6z6 iteracids eljarasokat hasznalnak, és ezek divergensek
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lehetnek még akkor is, ha ugy véljik, hogy a kezdeti kozelités a pontos megoldas
kozelében van. A kezdeti kozelités ismerete természetesen jo szolgalatot tehet.
Tudomasul kell venni, hogy a nemlineéris egyenletrendszerek megoldasara, minden
szempontbol kielégito eljaras nem ismert. Ezzel csupan csak azt akarjuk jelezni, hogy a
kapott eredményeket koriiltekintden kell értékelni.

Gyakran eldfordul az az eset, hogy az egyes mérési eredmények kiilonbozo stlyuak.
Ekkor az eltérések négyzetosszege helyett, azok sulyozott négyzetosszegét
minimalizaljuk, vagyis az

(37) F=S lf (o dy Ay d) = 3,1

i=1
fliggvényt, ahol a w; sulyok pozitivak. Estiinkben mindegyik mérés sulyat 1-nek
vessziik.

5. AZ ANYAGALLANDOK MEGHATAROZASA

A 2. és 3. pontban levezetett formuldk elvileg alkalmasak a G,n,7,K,.K ,7,
anyagjellemz6k meghatarozasara is. Tekintsiik példaul az
(14) w= t—[i—rj l—e 7 ||=e—eg,,

2G G

képletet. Ebben az Osszefiiggésben harom paraméter, a harom anyagallando, G,n,7
szerepel. Az a szam nem anyagallando, a felterhelés irdnytangense. Ha harom
kiilonboz6 ¢ idOpontban pontosan ismernénk az x=&-¢, értékét, akkor az
Osszetartozo ¢ és ¢ —¢g, értékeket behelyettesitve a (14) egyenletbe, harom egyenletet
kapnank. Ebbdl a G,n,r allandok mint ismeretlenek, meghatarozhatok lennének.
Sajnos az &—¢&, pontos értékeit nem ismerjiik. Laboratoriumi koriilmények kozott

azonban mérni tudjuk azokat akérmelyik ¢ értéknél. Ezeken a helyeken ugyancsak mérni

tudjuk a o, értékeket is. Ezek a mérési eredmények azonban hibaval terheltek.

Mindezeknek egy megvalosithatd valtozata az lehet, hogy a probatestet az iddben
egyenletesen ndvekvo terhelésnek vetjiik ald, mikdzben bizonyos id6kozdnként mérjiik
az ¢;,&,,,0, értékeket. fgy minden egyes ¢, (i = 1,2,...,n) idéponthoz hozzarendelheték

a
Pi(tisgi)s Qi(ti’gki)’ Ri(tiso-i)s Si(tiﬂxi)’ Ti(tisyi)9

pontok. Geometriailag tehat rendelkezésiinkre all 5 pontsorozat, ahol az ¢,;,¢,,,0,

értékek hibasak, de a #; értékeket hibatlannak tekintjiik (azok jol beallithatok). Ha az
egyenletes felterhelés lehetséges, azaz o =at, a >0 4allando, akkor a o, értékek is
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hibatlannak tekinthetok. Nagyon lényeges, hogy minden sorozatban a pontok szdma
nagyobb legyen, mint a paraméterek szama.

A G,n,r anyagéllandok meghatirozédsa ezek utan gy torténhet, hogy pl. a (14)

fliggvényt az S; pontrendszerre illesztjiik a legkisebb négyzetek elve alapjan. Jelen
esetben a (35) tavolsagfiiggvény, amit minimalizalni kellene:

2

G
_¥a 7 K _ -
(38) F_ZE t—(g—r) l-e " ||-x,t =F(G,3,7)— Min!
A (14) figgvény azonban csak akkor alkalmas az anyagéillandok meghatarozésara,
pontosabban mondva becslésére, ha a felterhelés a o =ar linedris fiiggvénynek
megfelelden tortént. Ez azonban altaldban nem valosul meg, mert id6 kell ahhoz hogy a
terhelési sebesség a 6 =0 értékrél a 6 = a értékre ndjon (gyorsuljon).
Hasonloképpen tekintsiik a

a K -
(15) y=§ t—(KV—TOj l-e ® ||=¢c+2¢,.

képletet, s ekkor a minimalizaland6 tavolsagfiiggvény a kovetkezo:
2

K
(39) F=Z3LK t—(KV—rojl—e K ~y,+ =F(K,K,,7,)— Min!

K

Példaképpen tekintsliink egy dalamitbol készitett probatest mérési adatsorat. (A
probatest méretei: & 25 mm atmérd, L = 80 mm hosszlsag, anyaga: dalamit, amely
igen homogénnek ¢és izotrépnak tekinthetd, igy a mérési adatsort nem terheli az
esetleges inhomogenitasbdl és anizotrdpiabol adddo hiba.) A kisérleti berendezés 0,005
masodpercenként rogzitette a mérési adatokat. Ezeknek egy toredékét tiintettiik fel a 2.

tablazatban.
2. tablazat. Kiserleti adatok

t g & o t & & o t & Ei o
[s] | (10" | [10" | [MPa] | [s] | [10%] | [10*] | [MPa] | [s] | [10*] | [10"] | [MPa]

0 0 0 0 22 1,702 | -0,683 | 7,167 | 46 | 4,766 | -1,917 | 19,977
1 0,015 | -0,005 | 0,062 | 24 1,941 | -0,776 | 8,172 | 48 | 5,039 | -2,029 | 21,101
2 0,039 | -0,010 | 0,162 | 26 | 2,180 | -0,873 | 9,177 | 50 | 5,312 | -2,141 | 22,243
5 0,132 | -0,049 | 0,543 | 28 | 2,434 | -0,976 | 10,220 | 60 | 6,702 | -2,698 | 27,962
6 0,176 | -0,068 | 0,730 | 30 | 2,683 | -1,073 | 11,268 | 70 | 8,146 | -3,278 | 33,787
8 0,298 | -0,117 | 1,249 | 32 | 2,932 | -1,176 | 12,317 | 80 | 9,605 | -3,888 | 39,605
10 | 0,449 | -0,180 | 1,892 | 34 | 3,195 | -1,283 | 13,404 | 90 | 11,073 | -4,463 | 45,373
12 | 0,629 | -0,244 | 2,635 36 | 3,444 | -1,380 | 14,452 | 92 | 11,356 | -4,580 | 46,510
14 | 0,824 | -0,327 | 3,465 38 | 3,702 | -1,488 | 15,539 | 94 | 11,668 | -4,678 | 47,658
16 | 1,029 | -0,410 | 4,333 | 40 | 3,971 | -1,595 | 16,644 | 96 | 11,961 | -4,795 | 48,795
18 | 1,249 | -0,498 | 5250 | 42 | 4,229 | -1,698 | 17,736 | 98 | 12,259 | -4,917 | 49,937
20 | 1,473 | -0,590 | 6,205 | 44 | 4,498 | -1,805 | 18,860 | 100 | 12,556 | -5,044 | 51,086
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A tablazatban szerepld adatokat a /7. abra tiinteti fel az 1d6 fiiggvényében, mig a
18. abran a terhelés sebessége és gyorsulasa lathato.

feszliltség [MPa] és deformacio [10°]

60 0,6
T T—
feszliltség ©
50 42 ,
S 0,5 sebesség
w
§ [Mpa/s]
40 o
/ 3 04
(0]
\C)
30 7 %
/ — 203
engelyir. o L
20 o linearis
// deform. | g kézelités
o
= 0,2
\N y
1 / // >
R0)
] keresztir. %
0 ¢ — deform. N 01 .
——— 2 gyorsulas
\i ® [Mpa/s?]
-10 O 04 ' N~ : —_
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
az id6 [0-tdl 100 sec-ig] amérésiido [sec]
17. dbra. A ©;,&,;,&,, adatok az idS fiiggvényében 18. dbra. A O, 0, értékek

A kiértékelést a 40s < ¢ < 100s iddintervallumra végeztiik el, ui. itt a o(¢) fiiggvény
linearisnak tekinthetd, azaz feltételezhetd, hogy
o=o(t)=a+pt.
Ezt a fliggvényt az R, (tl- , 0'1.) pontrendszerre illesztve (ugyancsak a legkisebb négyzetek
elve alapjan) hataroztuk meg az o és a [ értékét. A O'(t) ilyen valasztdsa esetén az

illesztend¢ fiiggvények alakja:

G
—
(142) SN PO A e PR
2G g G
K
K -t
(15a) RPSNVCE PO [ S PR
3K p K
A kovetkezd eredményeket kaptuk:
a (14a) fiiggveény illesztésénél:
G n T
1.375 MPa 31.216 MPa s 17,8 s
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amelynél a 95%-os konfidencia intervallum:
1.372< G <1.378, 30.499<7n<31.933, 17,4<7r<18,2,
a (15a) fiiggvény illesztésénél:
K K, To
5.880 MPa 269.094 MPa min 29,6 s

5457T<K <6.304, 196.245<K <341.942, 225<7 <368.

Az eredményeket szemlélve, az a kép alakulhat ki az alkalmazoban, hogy némelyik
anyagalland6 hibaja nagyobb a vartnal, kiilonésen a K, K, és a 7, paraméterek
esetében. Figyelembe véve azonban azt, hogy a visszakapott (visszaszdrmaztatott)
figgvényértékek eltérése a mérési eredményektdl sehol sem haladja meg az 1%-ot, s6t
dontd tobbségeében 0,1% koriil van, igy az eredmények igen jonak mondhatok. Ezek a
kis eltérések egytttal a mérések (nyers értékek) pontossagat, megbizhatosagat is
dicsérik.

6. KIEGESZITO MEGJEGYZESEK

Az eddigieknél alapvetd feltételezés volt, hogy a laboratoriumi kisérletek soran a
rugalmas tartoméanyban voltunk, s a terhelési kisérlettel nem 1éptiik at a képlékenységi
kiiszobot. Ezt altalaban csak utdlag tudjuk megallapitani, ha a tehermentesités utan — a
kuszas teljes kifuttatasaval - megallapithatjuk, hogy a probatest visszanyerte-e eredeti
méretét. Ha nem, akkor maradé deformacido is van benne, és ennek értékét is
regisztralhatjuk. Azt azonban nem tudjuk, hogy a képlékenységi hatar atlépése mikor
(milyen terhelésnél és hozzatartoz6 deformacioknal) tortént. Azt viszont tudjuk, hogy a
standard modellnél rogzitett anyagallandok, csak a képlékenységi hatar alatt korrekt
értékek, s igy a ha a képlékenységi hatar atlépésre kertilt, akkor a kiértékeléssel kapott
értékek, sem a rugalmas- sem a képlékeny tartomanyban nem elfogadhatdéak. Mit
tehetiink ennek elkeriilésére? Hogy erre valaszt kapjunk, végezziink el néhany gondolati
kisérletet.

Vegyiikk a 19. dabran lathatd legegyszeriibb kisérletet (felterhelés—kuszas és
tehermentesités-kuszas). Abban az esetben, ha nem 1éptiik til a képlékenységi hatart,
akkor a o = 0'(8) gorbe visszajut az origdoba. Ekkor a mar levezetett kiértékelésnek

nincs semmi akadalya, mert eredményiil megkapjuk a reélis rugalmassagi tartomanyon
beliil érvényes anyagallanddkat. Ha azonban
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A ‘ O'G1 A Go_l
o P, P, —_—0 —_
H f Pl P2 / P1 Pz
/ 4,
) P P
4 3 > & 4 d - 4 <::.:|V 3E g
0 T, T, T, 0 & & & & 0 g & &3 & &

19. abra. (a) — felterhelés-kuszas - tehermentesités-kiiszas, (b) — a deformaciok teljes egészében
rugalmasak, (¢) — a képlékenységi hatart tulleptiik, megjelentek a marado deformdaciok is
marad6 deformaciok is vannak, akkor az anyagallandok meghatirozasahoz csak a T,
idéponttol vett mérési adatokat hasznalhatjuk fel. A 0 < 7' < T, id6tartamon beliil nem
tudjuk, melyik iddpillanattol kezdve jelentkeznek a rugalmas deformacidk mellett a
maradoak is. Es itt két eset is lehetséges: 1. mar a [0,7}] idSintervallum soran atléptiik a

képlékenységi hatart, vagy 2. csak a [71,73] idokdzben.

A jobb megértés érdekében vegyiikk a 7. dbrat kiegészitve a képlékenységi
hatarfeltétellel, vagyis azzal, hogy a felterhelés soran tullépjiik a képlékenységi
kiiszobot (20. abra). A folytonos vonal a rugalmas, a szaggatott vonal pedig a rugalmas
-képlékeny allapotnak megfeleld gorbét mutatja.
A mérési adatokbol csak a 6 —0 ,,végteleniil
lassu” esetnél érzékelnénk a képlékenységi
kiiszob helyét. Az é&brabol latszik, hogy a
megszokott O0<o <o terhelési sebességnél a
gorbe torése igazan alig, vagy nem is érzékelhetd.
Ha a kiértékelést a teljes tartomanyra végeznénk,

akkor a 21. dbran lathato hibat kovetnénk el.
Azonban nézziik meg a

legegyszeribben  atte- A O Emarads
kinthetd [6 —0] terhe- '
1ési esetre a marado de-

formaciokat (22. dbra).
Innen kiolvashat6, hogy : ‘
ha a mérés soran rogzi- '
tett, &ejes  deformacio f 5 J ;
eredményekbél kivonjuk |/ f P&
a tehermentesités és ku- H

szds utdn jelentkez6

Enarads deformacid érté-

ket’ akkor az igy kapott 4 ........................................ ».
21. abra ’ 22. dabra
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pontokbol lehozhaté a o,,(e, — &, ) = &,, pontsorozat.
A probléma azonban joval bonyolultabb, mint gondolnank. Mert egyrészt

1. a képlékenységi hatar fogalmat termodinamikai felfogasban kell megadni, nem
pedig valamilyen fiktiv fesziiltségi-, deformacié-, vagy mas hatarfeltétel alapjan.
A 18. és 19. abrabol is lathato, hogy minden egyes terhelési sebességhez mas ¢€s
mas folyashatar tartozik, marpedig a folyashatar mint energia-osszefiiggés
pontosan definialt anyagjellemz0, nem pedig kaotikus o; & szamparok halmaza,

2. pontosan ismerni kell a rugalmas hatdron til az anyagtorvényt, tehdt az &uuraas
mitdl €s hogyan fiigg, €s mindemellett

3. a képlékeny tartomany maga is feloszthatd képlékeny tartomanyra, és tokéletesen
kifejodott  képlékeny tartomanyra (amikor mar az anyag Osszenyomhatatlanna
valt), stb.

Masrészt ismeretlen anyagoknal soha sem tudjuk, hogy hol lehet a képlékenységi
hatar. Ez ugyan meghatarozhat6 tobb kisérlettel, de ez az anyagvizsgalatra forditott idot
jelentésen megnoveli. (Arrdl nem is beszélve, hogy lehetséges, hogy a képlékeny
deformaciok mar a kezdeteknél megjelennek, csak késdbb valnak szembetlindvé.)
Végleges bizonyitékunk nincs sem arra, hogy ez rogton megjelenik, sem arra, hogy csak
egy bizonyos alakvaltozasi munka tulhaladasa utan jelenik meg.. Ez konnyen belathato
a kovetkezd 23. abra alapjan, ahol a plasztikus (marado) deformdaciokat tiintettiik fel a

rugalmas deformécio fiiggvényében, illetdleg az 6sszes deformacio fiiggvényében.

A gmarado' A &= gmg + gmarada'

Rugalmas : Képlékeny
: tartomany

marado

Rugalmas Keplékeny

, , tartomdn
tartomany : tartomany Y

Rugalmas Keéplékeny
tartomany '} tartomadny

|
rug grug rug
23.abra. A marado deformaciok a rugalmas és az dsszes deformacio fiiggvényében.
(a) — marado deformdciok csak egy bizonyos alakvaltozasi szint utan jelentkeznek, (b)—a marado

deformdciok mar kezdettdl fogva megjelennek, de olyan kicsik, hogy nem érzékeljiik azokat, (c)—az
dltalunk tapasztalt dsszes deformdcio a rugalmas deformdciok fiiggvényében

Latszik, hogy a két feltevés kozotti kiilonbség elég kicsiny, €és a valdsagban a
természeti torvények megszokott sajatossdgaval allunk szemben: amikor a latszat (a
jelenség) elfedi a Iényeget (legalabbis a kutatok szemében).
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Mindezek kifejtéséhez a jelen terjedelmi keretek tobb mint kétszeresére lenne
sziikség. Ezért ennek targyalasara egy mas alkalommal talalunk modot.

EGY EGYSZERU KiSERLETI PROGRAM. A rugalmas anyagjellemz6k meghatarozasanak
van egy magatol értetddd, természetes modja: az anyagallandok értékének
megallapitasa a tehermentesitési kisérletekbol. Ugyanis koztudott, hogy mig a
felterhelésnél a rugalmas (reverzibilis) és a marado (irreverzibilis) deformaciok egyiitt
jelentkeznek, addig a tehermentesités soran teljes egészében csak rugalmas
alakvaltozasok 1éphetnek fel.

A tehermentesitést, természetesen meg kell elozze egy felterhelés. Egyik lehetséges
terhelési kombinaciot az anyagjellemzok meghatarozasara 24. dbrdan mutatunk be,
amelynek fazisai a kovetkezok:

AO'

24. abra. Egy gyors kisérlet példaja

1. LEPES: Felterhelés a lehetd leggyorsabb terhelési sebességgel (egy meghatarozott

o fesziiltségértékre, amelyhez tartozdé mért deformacioértéket jeloljiik & -gal). Ekkor

a (11) egyenlet alapjan:
S i/ B =Eye, o :—Vngk:Ekoogk.
nr, +3K,7r 2nt, —3K,7
Ez két egyenlet 4 ismeretlennel (77,7,K,,7, ), ahol
(40) E,=%0, E=2
& Er

2. LEPES: A terhelés szinten tartdsa ezen a fesziiltségértéken (a kuszés regisztralasa).
Ahhoz, hogy pontosan megkapjuk azon aszimptotikus értéket, amelyhez a deformécio
tart, vagy addig kell ezt a kisérletet végezni, mig valtozast tapasztalunk, vagy néhany
ords mérés alapjan illesztd gorbébdl kell meghatarozni az aszimptotdnal 1évo
deformacioértéket. Jeloljiik a kuszdsmérés idOtartamat: At-gyel, s ekkor a kuszasra

vonatkozo 0sszefiiggés alapjan:
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9GK 3 3 3G 3 3 9K
(24)
2G-3K « I « 1 « O'>l< _;t 2 x J* _?t
K= —| = —<&r———= [ +| =€ & ——— v
18GK 3 3 6G 3 3 9K

ahol 0 <7 < Ag.
Ez megint két egyenlet szintén 4 ismeretlennel (G,7,K,K,)).

fgy ebbdl a két mérésbél mar mind a 6 ismeretetlen meghatirozhatd lenne, ha
biztosak lennénk abban, hogy nem Iéptiik at a képlékenységi hatart.

A kovetkezd két 1épés ennek az el6zd kettonek az ismétlése, de most
tehermentesitéssel. Ekkor nem jelentkezhetnek marad6 deformaciok.

3. LEPES: Tehermentesités a leheto leggyorsabb terhelési sebességgel. Ekkor a
deformaciok lecsokkennek ¢,, &y, értekekre.

4. LEPES: A probatest pihentetése és a bekovetkezo kuszds regisztralasa. A

kiszasmérés idOtartama: Az, a végén mért deformaciok: &3,&;,. Mivel ebben az
esetben a (24) képletben a *-gal jelzettek helyett mas kezdd értékeink vannak:
o =0, & = £y, 5Z =&y,, tovabba a ¢ helyett #—As, a képlet értelemszertien
modosul.

A 3. és 4. 1épés kiértékelésével mar a tényleges anyagallandok értékét kapjuk, nem a
marado6 deformécio értékének megfeleld hibaval terheltet.

Ez az ¢5,&;, azonban még nem a maradé deformacio, mert az még valtozott volna

egy As,Ag;, értékkel, ha a Az, helyett Az, — oo végtelen ideig tartott volna a kuszas.
fgy a marad6 deformacio:
(41) Emarads = €3 ~AE Ekparags = €z ~ DEk -

A (41) ismeretében mar lehetdség nyilik a képlékeny tartomanybeli anyagviselkedés
meghatarozasara. Ez a kérdés azonban mar kivezet ennek a cikknek a vallalt
témakorebol.

Erre egy konkrét példat a 25. abran mutatunk be, ahol a terhelést és a mért hossz-,
ill. keresztiranyu deformacio értékeket is feltiintettiik.
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Ameértadatok azidé fliggvényeben

100

[$)]
o

o
o
9

100 =

aterhelés [MPa] és a deformaciok [10 7]
(&)
o

)]
o
T

&(t)

T T *\\r 1
60 120 180 240 300 360
azidd [min]
25. abra.
KOSZONETNYILVANITAS

A meérési adatok

t O & Ek
[min] |[mpa]| [107]

0 0 0 0
+0 | 80| 67| -17
1| 8 | 69| -17
2| 80| 71| -18
50 8 | 77| -19
10| 80| 87| -22
20| 80 | 113 | -28
40 | 80 | 143 | -36
60 | 80| 163 | -41
120 | 80 | 190 | -48
+120 0] 121 -30
121 0] 120 -30
122 0] 116 | -29
125 0| 110 | -28
130 0| 100 | -25
140 0| 89| -22
150 0| 80| -20
160 0| 67| -17
180 0| 48| -12
240 0| 34| -85
300 0| 28| -7
360 0| 27| -68

A fenti kutatasok a MONTAVID RESEARCH GROUP keretei kozott folytak. Koszonet
VAN PETERnek, RAISZ PETERnek gyakorlati segitségiikért és elvi észrevételeikeért.
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FUGGELEK:
KOZETTESTEK ANIZOTROPIAJA

Az eléadasban a kozettestet izotropnak tekintettiik, holott ez nem mindig engedheté meg.
Azonban az izotropia feltételezése egyszeriibbé tette az anyagallandok meghatirozasat, ui. a
feladat igy csak

e két rugalmas, és

e négy reologiai alland6é meghatarozasara egyszeriisodott,
amelyek tovabb is sziikithetok voltak, ha az altalanos POYNTING-THOMSON-féle un. standard
modell helyett, az egyszeriisitett, a specidlis, vagy a klasszikus standard modellel dolgozunk.
Mindegyiknél két rugalmas allandé van, de a reoldgiai allandok szama 2, 3, ill. 4. Az
anizotropia fellépése megtobbszorozi az anyagallandok szamat. Eppen ezért a kovetkezSkben az
attekinthetdség kedvéért az idealisan rugalmas (HOOKE-) modellt vessziik alapul, vagyis arra
mutatunk ra, hogy a két rugalmas allando helyett hanyat kell méréseink soran meghatarozni.

A kapott eredmények egyszeriien attranszformalhatok a standard modellre.

A  TOKELETES ANIZOTROPIA. Az impulzus konduktiv aramsirisége (F) és a
deformacidtenzor (D) kozotti 6sszefiiggés adja az anyagtorvény altalanos alakjat:
F=L-D,

ahol az L negyedrendi, 81 komponensii, impulzusvezetési tenzor 21 fiiggetlen elemet tartalmaz,
s ez a legtagabb értelemben vett anizotropia. A 21 fiiggvényt a fesziiltségpotencial 21
anyagallandojaval helyettesitve, az alabbi komponens egyenleteket kapjuk:

oy =Llig,+Llyey,+Lye, +Lyyy +Lsyy + Loy,

Oy =Ly, +Lye,+Llge, +Loyy +Ligyy + L7z,
(42) 0.,=Lze, +Lge, +Lpne. + L3y, +Ligy,. +Lisy.,

Ty =Laéy+Log&y, +Lize, +LigVyy + L7y + Ligha,

Ty, =Lsey+Ligey, + Lige, + Ligysy + Lig¥y + Log¥ o,

Tox = L6gx + Lllgy + LlS‘gz + L187/xy + LZO}/yz + L217/zx,
s ez az anizotrop test HOOKE-torvénye.

AZ ANIZOTROPIA SPECIALIS ESETEL. Az izotropia koztudottan leirhatd 2
anyagallanddval, a tokéletesen anizotrop test pedig 21-gyel. Az 0Osszes anyag
iranyfliggése a 2-21 kozotti egész szamu anyagallandoval jellemezhetd..

A kovetkezdkben az egyszer(itdl a bonyolultabb fel¢ haladunk, s a gondolatmenetet az
egytengelyli nyomokisérlettel illusztraljuk.

A korszerii szamitastechnikai eszkdzok lehetdvé teszik ma mar, hogy ne kelljen - a
sokszor durva kozelitést jelentd - izotrop feltevést alkalmazni, ha azok a valosagostol
eltéré kovetkeztetéseket eredményeznek. A geologiai és tektonikai el6torténet, a
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kdzetparaméterek iranyfiiggését eredményezték. Ezért jelentés az anyagéllandok
iranyfiiggésének vizsgalata.

Most mar az alkalmazhatdsdgot nem a szdmitasi lehetéségek korlatozzak, hanem az
anyagallandok laboratériumi ¢és in-situ meghatarozdsanak munka- ¢és er6forras-
igényessége. Ui. az izotrop eset két anyagallandojanak (LAME-allanddk) meghatarozasa
is elég gondot jelent, gondoljunk a furasokra, a magmintakbol probatestek kialakitasara,
azok laboratériumi vizsgalatara, a furdlyukakban torténd mérésekre, stb. E miatt
kiilonds jelent6séggel bir, hogy ha el kell mozdulnunk az izotrép feltételezés 2
anyagalland¢jatol, akkor meddig kell elmenniink, hogy elfogadhato kozelitést kapjunk,
és még elvégezhetdk legyenek a kisérletek is. Mivel a leggyakoribbak az egytengelyti
nyomokisérletek, ezért erre a modszertanra filiztiik fel — a kiilonben teljesen altalanosan
igaz — levezetéseinket. Irodalmi ismereteink szerint a kdézetmechanikdban eddig a
kiilonb6z6é specialis anizotrdpia irdnyfliggésére: 5, 6, 9 és13 anyagallandot mértek,
illetve hataroztak meg.

Ha a kozettestben az anyagdsszetétel, a szerkezetelrendezés (rétegzddés, stb.)
alapjan szimmetria fordul eld, akkor ez a szimmetria rendszerint a rugalmas
tulajdonsagokban is visszatiikrozodik, megfigyelhetd. Ekkor a (42) alatti Hooke-torvény
anyagegyenletei egyszertisodnek, a fliggetlen anyagéallandok szama 21-r6l csokkenthetd.

Az ORTOTROPIA. Ha a kozettest barmely pontjan a rugalmas tulajdonsagokra
vonatkozoan hiarom egymadsra merdleges szimmetriasik atfektethetd, akkor a testet
ortogondlisan anizotropnak, vagy ortotropnak nevezzikk. Ekkor — ha az x, y, z
koordinatasikokat tekintjiik szimmetriasiknak - a (42) a kdvetkezOképp irhaté fel:

Gx=L1€x+L2 €y+L3€Z, z-xy:l’ﬂ/xy’
(43) Oy = Lye, + 1Ly &y + Ls e, Tyz :Lgﬂ/yz,
O :L3‘9x+L5 gy+L6gz’ sz:L972x,’

vagyis az ortotrop anyag kilenc allandoval jellemezhet6 (rugalmas potencial
feltételezésénél). Ezek értéke a megszokott egytengelyli anyagjellemzdknél:

Li=E, Ly=E, Lg=E, L;=G,, L=G,, Ly=G,,
(44) L2:—Ex=—i, L3:_Ezz_i} LSZ_EZ:_EX.
myx mxy myz mzy my, m gy
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EZ — O-z Ex zﬁ E :ﬂ
£, &, Yo,
= Ex G = Ex z
Y 1+E_/JE_+2/m Y O 1+E,/E, +2/m Mzy ="
X z zxX X y rx 8y

— Ex gy gz

vz m,, =—— m,, =——

1+Ey /E.+2/ Mzy - &y = e Y 26. abra — Az ortotrop viselkedés

9 allandoval irhato le

A (44)-ben szerepld Poisson-szamok azonban nem fiiggetlenek egymastol (akkor
nem 9, hanem 12 anyagéllandd lenne — ez megint egy masik eset), hanem fennallnak az
alabbi Osszefiiggések:

E. m E, m, E
(45) Ex = o :kl! E—y: Y :k2’ z _ mzx :k3,

L my, . my, E. m

Xz

a k; értékeket anizotropia egyiitthatonak tekintik.

Végiil is az ortotrdp anyagviselkedés leirasdhoz 3 db E rugalmassagi modulus, 3 db
m Poisson-szam és 3 db G csusztatd rugalmassagi (v. nyirasi-) modulus sziikséges,
amely mar megszokott anyagjellemzd. (Az E, vagy az m helyett a 3 db k anyagallandot
is hasznalhatjuk.

Ezen anyagjellemzdk értékének meghatarozasdhoz: az x,),z féirdnyokra
vonatkozoan legalabb 3 egytengelyli nyomokisérlet (direkt meghatarozas) sziikséges
(1d. 23. abrat).

A HOOKE torvénynél megszokott formdban felirva — a kvazisztatikus —
anyagegyenlet a kovetkezo:
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1 1 1
&. = +—o0 - o, — o.,
' E, * Eymxy Y E.m,, :
&, = ! O + ! O ! O
x - X - Yy - z
(46) E.m,, E, E.m,,
&, = ! O ! O + ! o
* E m,, * Eymzy 7 E, =
1 1 1
YV = G_xyz—xy’ Y yz _G_yZTsz 7zx_G_Zxsz'

Az alkalmazhat6 9 rugalmassagi allando célszertlien a levezetett
Ex, Ey; EZ; mxy; myz, mZX) ny; GyZ) GZX

allandok helyett, vagy mellett, a kovetkez0 lehet:
1 Ex; Ey: EZ: mxy, myz; mzx; ny) Gyz; GZX:> E: E17E21 m;mlymz) G: GIJGZ
2 Ex; EZ; EZ: kxy; kyz; kZX: ny: Gyz, GZX :> E: El;szk) kl:kZ, G; Gl;GZ
3 Ex; Ey: EZ: mxy, myz; mzx; kxy; kyz: kZX :> E: E17E21 m;mlymz)k; kl;kZ
4' Ex; Ey: kz; mxy; myz: kzx; nyy Gyz; GZ)C :> E: El;kx m; ml;kZ: G: Gl;GZ
5 Ex; Ey: EZ: mxy, myz; kzx: ny) Gyz: kzx :> E: E17E21 m,ml,kl,G, GI,kZ
6' Ex; Ey: EZ: mxy, myz; mzx; ny) Gyz; GZX:> E: E17E21 m;mlymz) G: GIJGZ
stb.

SPECIALIS ORTOTROPIA. Abban az esetben, ha olyan specidlis szimmetria all fenn,
hogy az egyik szimmetriatengelyre merdleges sikban a rugalmas tulajdonsagok minden
iranyban egyenértékiiek (minden irany féirany), akkor egy magasabbrendii ortotropiarol
beszélhetiink. Ezt az esetet egyes szerzok transzverzdlis izotropianak nevezik. Ilyen

tulajdonsagokat mutatnak azok az iiledékes kézetek, amelyeknél a rétegzddés sikjaban a
tulajdonsagok azonosak, a rd merdleges sikban pedig eltérdek.

Legyen a z irany a kiemelt, szimmetriatengellyel egybeesd irany, s ekkor

Ex = L O-X_Lo-y_Lo-z} Y xy erya
E, Myy mzx ny
1 1 1 1
(47) &x = E Gy_agx_m_zxo'z} 7yz=G_yZTyz’
b= oo, )j yom e
EZ Xz GZX

Az egyenletekben szerepld Poisson-szamok nem fliggetlenek egymastol, mivel

Ex My, r Exmx)’
—=—==k, sigy G, = .
E, m, & Pw zimxy +1)

Mindezek alapjan a szimmetrikusan ortotrop (transzverzalisan izotrép)
anyagviselkedés leirasdhoz 2 db E rugalmassagi modulus, 2 db m Poisson-szam és 1 db
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G csusztatd rugalmassagi (v. nyirasi-) modulus sziikséges, amely mar megszokott

anyagjellemzd. (Az E, E,, vagy az m,., m., valamelyike helyett, a k anyagallandot is

hasznalhatjuk.)

A célszerii lehetdségek a kovetkezok:

1. E., E., my my, Gy, = E E., m m, G,
2. B, k,my m., G,, = E k,m m, G,
3. E,E.,my k, Gy, = E Ei,mk, G,
4. E., E., my my, k, = E E., m my, k,

ahol az als6 k index a keresztiranyu elnevezésre utal.

o o E.=2=
b A -
. €2z . €x 3 E,
T T ¥ U \4E./E.+2/m.,
E =%
| N
myx :i_y mx :z_z

27. abra. Szimmetrikusan ortotrép

viselkedés 5 allandoval irhato le

MEGJEGYZESEK

1. Az izotrop - anizotrép tartomanyon eddig 4 pontot jeldltiink ki. A tovabbi
lehetOségeket is lehetne még vizsgalni.

Ortogonalis i Nem ortogondlis i
I I
_________________________ e R It EIEIEREIR =
Specialisan : Teljlbsen
ortotrop ; aniztrop
o & 5 »
5 9 21
1zotrép Ortotrop
28. abra
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2. A reologiai tulajdonsagok figyelembe vétele ujabb anyagallandok bevezetését

kivanja meg:

MECHANIKAI MODELL RUGALMAS | REOLOGIAL ‘ OsszEs
IRANYFUGGES [reologiailag (a) —izotrdp, ANYAGALLANDOK SZAMA
(b) —specialisan ortotrop,
(c) —ortotrdp] (@) (@ | ()| ()| @ | (b) | ()
[zotrop Hooke test 2 - - - 2 - -
Altalanos standard test 2 4 - - 6 6 6
Egyszertisitett standard test 2 3 - - 5 5 5
Specialis standard test 2 2 - - 4 4 4
Klasszikus standard test 2 2 - - 4 4 4
Specidlisan | Hooke test 5 - - - 5 -
ortotrop Altalanos standard test 5 4 9 9 14 -
Egyszerusitett standard test 5 3 7 8 12 -
Specialis standard test 5 2 5 7 10 -
Klasszikus standard test 5 2 5 7 10 -
Ortotrop Hooke test 9 - - - 9 - -
Altalanos standard test 9 4 9 [ 13|13 ] 18] 22
Egyszerusitett standard test 9 3 7 11 | 12 | 16 | 20
Specialis standard test 9 2 5 9 11 | 14 | 18
Klasszikus standard test 9 2 5 9 11 | 14 | 18

167



168



SZERZOK

ASSZONYI CSABA DR. (1941) okl. gépészmérndk (NME,
1964), miszaki doktor (NME, 1965), a miszaki tud.
kandidatusa (1972), a miiszaki tud. doktora (1976). Kutatasi
teriilete: a kontinuumok mechanikdja és az irreverzibilis
termodinamika. Eredményeit 192 publikacioban ¢és 8
konyvben tette kozre. FObb mérndki eredményei és
szabadalmai az alagut- és épiilet-rekonstrukciok, viz- és
kornyezetvédelem teriiletén talalhatok. A banyaszatban volt
kutatomérndk, osztalyvezetd, gazdasagi igazgatd, troszti
foosztalyvezeto, kutatointézeti igazgato. 1988-as
megalakulasatol kezdve a MONTAVID Csoport vezetdje, s a
MONTAVID INVESTMENT TECHNOLOGIES TRUST elnok-
vezérigazgatoja 2006-ig. Jelenleg kutatassal, miiszaki fejlesz-

téssel foglalkozik a MONTAVID RESEARCH GROUP keretei kozott. 1112 Budapest, Tancos u.6.
Telefon: (06) 309 215 684, (1) 215 8463, asszonyi@mail.datanet.hu

KERTESZ PAL DR. (1928) okl. mérnék (1952), miiszaki doktor
(1961), a miszaki tudomanyok kandidatusa (1972). Kutatasi
teriilete a mérnokgeologia, kdzetfizika és az épitési, miiemleki
kéanyagok felhaszndldsa és védelme.  Tevékenysége a
Budapesti Miiszaki Egyetem, valamint a Miskolci Egyetem
banyamérnoki  képzésének geoldgiai-mérndkgeologiai  és
kozetfizikai oktatasdhoz kapcsolodik.

Mintegy 210 kézleménye jelent meg, ebbol 20 konyv. Jelenleg
a baden-wiirttembergi Karlruhei Egyetem kozetfizika tanara.
A Magyarhoni Foldtani Téarsulat tiszteleti szakosztalyelnoke.
Volt elndke a Nemzetkdzi Mérndkgeologiai Egyesiilet és a
Nemzetkozi Koézetmechanikai Tarsulat magyar nemzeti
bizottsaganak.

14. Telefon: (1) 355 2823, kerpal@freemail.hu

MATOLCSI TAMAS DR. (1941) 1969-ben végzett az ELTE
fizikus szakan, a matematikai tud. kandidatusa (1976). 1969-
tdl 1973-ig az MTA Szamitastechnikai Kozpontjanak
tudomanyos segédmunkatarsa, 1973-t6l 1975-ig a szegedi
Jozsef Attila Tudomanyegyetem Bolyai Intézetében
tudomanyos munkatars. 1975-t6l az ELTE TTK Alkalmazott
Analizis tanszékének oktatdja, 1981-t8l docensként. 2005-ben
nyugdijba vonult. Tudomanyos munkdassagat a matematikai
fizika teriiletén fejti ki. Szamos hazai és nemzetkdzi
konferencian szerepelt el6adoként. Hét egyetemi jegyzetet irt,
huszonharom tudomanyos cikket és négy angol nyelvii
konyvet publikalt.

2071 Paty, Tolgyfa utca 14. Telefon: (23) 343 043, (20) 5444 086, matolcsi@ludens.elte.hu

169




SZARKA ZOLTAN DR. (1927) okl. mérndk (1950). 1950-t6l a
Nehézipari Miszaki Egyetem — ma Miskolci Egyetem —
Matematikai Tanszékének (jelenleg Intézetének) oktatoja.
1967-t61 egyetemi docens, kozben két iddszakban
tanszékvezetd, 1991-tdl nyugdijas, de oktatdéi munkajat 2006-ig
folytatta. Szakteriilete a kiegyenlitOszamitas, de fél évszdzados
egyetemi munkdja soran a matematika szamos teriiletét
(analizis, parcialis differencialegyenletek,
valdszinliségszamitas, miiszaki feladatok komplexvaltozos
fiiggvénytani megolddsa, stb.) miivelte. Szamos hazai és
kiilfoldi eléadasa mellett 46 szakcikke és 30 konyve jelent meg
részben tarsszerzokkel.

3529 Miskolc, Csabai kapu 34.

Telefon: (46) 362 905, matedit@gold.uni-miskolc.hu

VAN PETER DR. (1964). okl. fizikus (ELTE, 1990), egyetemi
doktor (BME, 1994), PhD (BME, 2002). 2005-ig a BME
Kémiai Fizika Tanszékének munkatarsa, jelenleg a KFKI,
RMKI  Elméleti  Foéosztdlyan  dolgozik. Az  ELFT
Termodinamikai Szak-csoportjanak elndke. Tobb izben
dolgozott kiilfoldon, Olaszorszagban, Németorszagban ¢s
Esztorszagban.  Kutatasi  terillete ~a  nemegyensulyi
termodinamika, mint altalanos fizikai keretelmélet, ennek
alapjai, illetve kiilonféle alkalmazasai. A termodinamika
variacios elveirdl és a nemegyensulyi termo-dinamika gyengén
nemlokalis kiterjesztésével kapcsolatban vannak eredményei.
Erdekl6dési teriiletéhez tartozik pl. karosodas-

mechanika, reologia, téridé modellek. Eddig mintegy 40 szakcikke jelent meg. 1012 Budapest,
Lovas utca 18. Tel: (70) 332 2831, vpet@eik.bme.hu. E: http://newton.phy.bme.hu/~van/

VASARHELYI BALAZS DR. (1969). okl. épitémérndk (BME,
1993), PhD (BME, 2000), jelenleg a BME Epitéanyagok és
Mérnokgeologia  Tanszék  poszt-doktorandusa.  Doktori
tanulmanyokat folytatott Franciaorszagban (INPL-Nancy),
Svajcban (ETH-Ziirich), valamint az Egyesiilt Allamokban
(MIT, Boston). Fo6 kutatasi teriilete a kozettestek
osztalyozasanak lehet6ségei ¢és a gyakorlatban vald
alkalmazhatosaga alagutak, illetve sziklarézsiik
allékonysaganak szamitasdhoz, a sziikséges biztositasi mod
optimalizalasdhoz. K6zetmechanikai kutatdsokat folytat még a
repedések keletkezésének, terjedésének, valamint
Osszekapcsolodasanak témakorben ¢€s a viz jelenlétének
szilardsagot befolyasolo hatasarol.

1126 Budapest, Hollésy S. u.3.

T: (20) 460 1182, vasarhelyib@freemail.hu

170




